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Funcoes de Bessel

11.1 Funcoes de Bessel da Primeira Espécie, J, ()

Funcdes de Bessel aparecem em uma ampla variedade de problemas fisicos. Na Secio 9.3, a separacdo da equagao
de Helmholtz, ou de onda, em coordenadas cilindricas circulares levou a equagio de Bessel. Na Secao 11.7 veremos
que a equacio de Helmholtz em coordenadas polares esféricas também leva a uma forma de equacéo de Bessel.
Funcdes de Bessel também podem aparecer em forma integral — representagoes integrais. Isso pode resultar de
transformadas integrais (Capitulo 15) ou da elegincia matemdtica de iniciar o estudo de fungdes de Bessel com
funcdes de Hankel, Se¢do 11.4.

Funcoes de Bessel e fungdes estreitamente relacionadas a ela formam uma rica drea da Andlise Matemdtica
com muitas representagdes, muitas propriedades interessantes e Uteis ¢ muitas inter-relagdes. Algumas das mais
importantes inter-relagdes sdo desenvolvidas na Secéo 11.1 e secoes subseqiientes. Note que as fungdes de Bessel
ndo estdo restritas ao Capitulo 11. As formas assintéticas sdo desenvolvidas na Se¢do 7.3, bem como na Se¢do
11.6. As representagdes hipergeométricas confluentes aparecem na Segao 13.5.

Funcao Geradora para Ordem Inteira

Embora o interesse primario das fungdes de Bessel seja como solugdes de equagoes diferenciais, ¢ instrutivo
e conveniente desenvolvé-las a partir de uma abordagem completamente diferente,' a de fungdo geradora. Essa
abordagem também tem a vantagem de focalizar as fun¢des em si, em vez das equagdes diferenciais que elas
satisfazem. Vamos introduzir uma fun¢io de duas varidveis,

g(z, 1) = @D/, (11.1)

Expandindo essa fung@o em uma série de Laurent (Se¢do 6.5), obtemos

o0
(@D = § g (),
n=—oo

E instrutivo comparar a Equagdo (11.2) com as equivalentes Equagoes (11 23) e (11.25).
O coeficiente de t™, J, (), é definido para ser uma fungio de Bessel da primeira espécie de ordem inteira n.
Expandindo as exponenciais, temos um produto de série de Maclaurin em xt/2 e —x/2t, respectivamente,

00 5 rtr 00 s st,S

zt/2  —x/2t _ fadl (I _ = ’

/2 g2/ = <2> ME ( 1)5<2> = (11.3)
r=0 =0

Aqui, o indice 7 do somatério é trocado para n, sendo n = r — s ¢ os limites do somatério n = —s, para oo; a
ordem dos somatérios é permutada, o que € justificado por convergéncia absoluta. A faixa do somatério sobre n se
torna — oo a 0o, enquanto o somatdrio sobre s se estende de max(—n, 0) a co. Para um dado s obtemos t"(n > 0)

porr =n + s:
n+s 8 g
o (i AN
~ ST babendy Y —, 11.
(2) (TH—S)!( 1) (2) s! (M

"Fungdes geradoras ja foram usadas no Capitulo 5. Na Se¢do 5.6 a funcao geradora (1-+x)™ foi usada para derivar os coeficientes binomiais.
Na Secdo 5.9 a fungdo geradora x(e® — 1) —1 foi usada para derivar os nimeros de Bernoulli.
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Entdo, o coeficiente de t™ é?

n $7L+2

2 =3 ot tan (s - + (11.5)
n r — slin+s)I'\ 2  9npl nH2(pn + 1)] . K

Essa forma de série exibe comportamento da fungdo de Bessel J,(x) para z pequeno e permite avaliagdo
numérica de .J,, (x). Os resultados para Jy, J; e Jo sdo mostrados na Figura 11.1. Pela Secéo 5.3, o erro resultante
da utilizacao de apenas um numero finito de termos dessa série alternante na avaliagdo numérica ¢ menor do
que o primeiro termo omitido. Por exemplo, se quisermos J,,(z) com precisdo de +1, sé o primeiro termo da
Equacdo (11.5) ja serd suficiente, contanto que a razao entre o segundo termo e o primeiro seja menor do que 1
(em grandeza) ou = < 0,2(n + 1)'/2. As funcoes de Bessel oscilam, mas nfio sio periédicas — exceto no limite,
quando z — oo (Secdo 11.6). A amplitude de J,, (z) ndo é constante, mas decresce assintoticamente como z o o
(Veja a Equacao (11.137).

1.0
A/I(.x')

Figura 11.1: Fungdes de Bessel, Jo(z), J1(z) e Jao(x).

Paran < 0, a equacdo (11.5) resulta em

J_n(z) = % (;)2 (11.6)

Uma vez que n é um inteiro (aqui), (s — n)! — oo, para s = 0,. .., (n — 1). Por conseguinte, pode-se considerar
que a série comeca com s = n. Substituindo s por s + 7, obtcmos

o] ‘>+71 7 n+2s
Z ( ) , (11.7)
L 9 + n

que mostra imediatamente que .J,,(x) e J_,(z) ndo sao independentes, mas estdo relacionadas por

J_n(z) = (—1)"Jn(2) (integral n). (11.8)

\\Mg

[==

8

Essas expressoes de séries (Equagdes (11.5) e (11.6)) podem ser usadas por n substituido por v para definir J, ()
e J_,(z) ndo-inteiro (compare com o Exercicio 11.1.7).

Relacoes de Recorréncia

As relagdes de recorréncia para J,(z) e suas derivadas podem ser todas obtidas por operacdo sobre a série,
Equac@o (11.5), embora isso exija um pouco de clarividéncia (ou muita tentativa e erro). A verifica¢do das relacoes
de recorréncia conhecidas ¢ direta (Exercicio 11.1.7). Aqui é conveniente obté-las pela fungdo geradora, g(x,t).
Diferenciando ambos os lados da Equacao (11.1) em relacio a ¢, constatamos que

0 1 1 :
Zalz.t) ==zl 1 (@/2)(t=1/1)
5 9@ 1) = 52 < + >F

o0

= Z nJp(x)t" 1, (11.9)

n=—oo

2Pelas etapas que levam a essa série e pelas suas caracteristicas de convergéncia, deve ficar claro que ela pode ser usada com z substituido
por z, sendo z qualquer ponto no plano complexo finito.
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e substituindo a exponencial na Equacio (11.2) e igualando os coeficientes de poténcias iguais de ¢,* obtemos

%q@yh%ﬂwyzﬁj() (11.10)

Essa ¢ uma relacdo de recorréncia de trés termos. Dados Jy e J1, por exemplo, J» (e qualquer outra ordem inteira
J) pode ser calculada.
Diferenciando a Equacado (11.1) em relacdo a x, temos

1
%g(x,t)=§<t—¥> (@/2)(E-1/8) = Z e (11.11)

Mais uma vez, substituindo na Equagdo (11.2) e igualando os coeficientes de poténcias iguais de ¢, obtemos o
resultado

T i) ~ Jaailm) = 27 (). (11.12)
Como caso especial dessa relacao geral de recorréncia,

Jplw) = —=Jif2). (11.13)

Somando as Equacdes (11.10) e (11.12) e dividindo por 2, temos

n
I il = ;Jn(x)—l—];(az) (11.14)
Multiplicar por ™ e rearranjar os termos prbduz

d
dx
Subtrair a Equagdo (11.12) da Equagao (11.10) e dividir por 2 resulta em

[ L (@) = 2" Tne (). (11.15)

%Hm:g%m—%@) (11.16)

Multiplicando por =" e rearranjando termos, obtemos

d

%[af”Jn(az)} = —x "Jpy1(x). (11.17)

Equacao Diferencial de Bessel

Suponha que consideremos um conjunto de fungdes Z,(x) que satisfaga as relagdes bésicas de recorréncia
(Equagdes (11.10) e (11.12)), mas com v necessariamente um inteiro e Z, ndo necessariamente dada pela série
(Equagdo (11.5)). A Equagdo (11.14) pode ser reescrita (n — v) como

zZ(x) = xZ,_1(z) — vZ,(x). (11.18)
Diferenciando em relacdo a x, temos
2Z) () +w+1)Z, —xZ, - Z, 1=0. (11.19)
Multiplicando por z e entdo subtraindo a Equagao (11.18) multiplicada por v, temos
2?2 L aZ! —p* 2,y — VzZy i — 278, _, =0, (11.20)
Agora reescrevemos a Equagao (11.16) e substituimos n por v — 1:
zZ,_=Ww-12Z,_1 —z2,. (11.21)

Usando a Equagdo (11.21) para eliminar Z;_1 ¢ Z/,_, da Equagéo (11.20), finalmente obtemos

2’z +zZ), + (2> —v*) Z, =0, (11.22)

3Isso depende do fato de a representacio de série de poténcia ser tinica (Secdes 5.7 € 6.5).
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que ¢ a EDO de Bessel. Por conseguinte, quaisquer fungdes Z, () que satisfagam as relagdes de recorréncia
(Equacoes (11. 1()) e (11.12), (11.14) e (11.16) ou (11.15) e (11.17)) satisfazem a equag@o de Bessel; isto €, as Z,
desconhecidas sdo fungdes de Bessel. Em particular, mostramos que as fun¢des J, (), definidas por nossa fungéo
geradora, satisfazem a EDO de Bessel. Se o argumento for kp em vez de z, a Equag@o (11.22) se torna

5 @ d 5
2 Z.(k — 7 {k —12)2,(kp) = 11.22
& i % p)+pdp (kp) + (K*p* — v*) Z, (kp) = 0. (11.22a)

Representacao Integral
Um modo particularmente ttil e poderoso de tratar funcdes de Bessel emprega representagdes integrais. Se
voltarmos a fungdo geradora (Equacdo (11.2)) e substituirmos ¢ = e'?, obteremos

piTsen o _ ]0(1)+2{]2( 1) cos 20 + Jy4(z) cos 40 + - 1

+ 2i[Jy(z)sen 0 + Js(z)sen 30 + - - - |, (1123
na qual usamos as relagoes
J( ) 10+ T ( ) ,—10 _ )((7()A€7i0)
=2 ]1 (z)send, (11.24)
Jo(2)e? + J_o(x)e™ % = 2J5(z) cos 26,

e assim por diante.
Em notag@o de somatdrio,

cos(xsen 0) = Jo(x) + 2 Z Jon(z) cos(2n0),

i (11.25)
sen (zsen 6) = 2 Z Jon—1(z)sen[(2n — 1)6],
n=1
igualando as partes real e imagindria da Equagao (11.23).
Empregando as propriedades de ortogonalidade de co-seno ¢ seno,*
- =
/ cosnf cosmb db = 55,,”,,,, (11.26a)
0
o =
/ sen nfsen mb df = 5 Onms (11.26b)
0
nas quais n. ¢ m sao inteiros positivos (zero excluido)’, obtemos
I Jn(x), n par,
— / cos(xzsen 0) cosnb df = { In(2), " par, (11.27)
T Jo 0, n fmpar,
1 (7 0 n par
= sen (zsen @)sen nf df = \ 5. - 1.2
- /0 sen (zsen @)sen nf df { Ttk ol (11.28)
Se essas duas equagdes forem somadas,
1 T
Jelz) = f/ [cos(zsen @) cos nf + sen (xsen )sen nf] df
T Jo
1 R
= — / cos(nf — xsen ) db, n=20,1,2,3,... (11.29)
8 0 -

4Elas sdo autofuncdes de uma equagio auto-adjunta (equag@o do oscilador linear) e satisfazem condi¢des de contorno adequadas (compare
com as Segoes 10.2 e 14.1).

SAs Equagdes (11.26a) e (11.26b) sdo vilidas para m ou n = 0. Se m e n = 0, a constante em (11.26a) se torna 7r; a constante na
Equagao (11.26b) se torna 0.
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Como caso especial (integre a Equagdo (11.25) sobre (0, ) para obter)

Jo(x) %/0 cos(xsen 0) df. (11.30)

Observando que cos(xsen @) repete a si mesmo em todos os quatro quadrantes, podemos escrever a
Equacio (11.30) como
1

T o

27
Jo(z) / cos(zsen 0) df. (11.30a)
0

Por outro lado, sen (xsen @) inverte o sinal nos terceiro € quarto quadrantes, portanto

1 27T
sen(zsen 0) df = 0. (11.30b)

2m Jo
Somando a Equacio (11.30a) e i vezes a Equagdo (11.30b), obtemos a representacio exponencial complexa

1 2 ) 1 27 )
Jo(z) = — / e Sen 0 g — g ant Jg (11.30c)
277 0 27 0

Essa representagio integral (Equagdo (11.29)) pode ser obtida de um modo um pouco mais direto empregando
integragdo de contorno (compare com o Exercicio 1 1.1.16).% Existem muitas outras representacoes integrais
(compare com o Exercicio 11.1.18).

Exemplo 11.1.1  DirrACAO DE FRAUNHOFER, ABERTURA CIRCULAR

Na teoria da difragiio através de uma abertura circular encontramos a integral

Q 27
<I>~/ rdr/ e'treost gg (11.31)
0 0

para ®, a amplitude da onda difratada.” Aqui, 6 ¢ um angulo azimutal no plano da abertura circular de raio a, e a é
o angulo definido por um ponto sobre um anteparo abaixo da abertura circular em relagéo a normal que passa pelo
ponto central. O parAmetro b € dado por

P
b= %sen a, (11.32)

sendo A o comprimento de onda da onda incidente. Os outros simbolos sdo definidos pela Figura 11.2. Pela
Equacio (11.30c) obtemos®

D~ 27r/ Jo(br)r dr. (11.33)
0

A Equacio (11.15) nos permite integrar a Equacdo (11.33) imediatamente para obter

2mab Aa 2ma c
~ b) ~ S , 1.34
o 2 J1(ab) senaJ1< 5 sen a) (11.34)

Note que, aqui, .J1(0) = 0. A intensidade da luz no padrdo de difragdo € proporcional a o2 e

-

52 {Jl[(27ra/>\)sen al }2. (11.35)

sen «

6Para n = 0, uma simples integracio sobre 6 de 0 a 27 converterd a Equagdo (11.23) na Equagéo (11.30c).

70 expoente ibr cos 0 d4 a fase da onda sobre um anteparo distante no angulo « (r,0). A forma exponencial imagindria desse integrando
significa que a integral é tecnicamente uma transformada de Fourier (Capitulo 15). Em geral, o padrio da difragdo de Fraunhofer ¢ dado pela
transformada de Fourier da abertura.

8Também poderiamos nos referir ao Exercicio 11.1.16(b).
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l l l l l l Ondas incidentes
v

Figura 11.2: Difragdo de Fraunhofer, abertura circular.

Tabela 11.1 Zeros das fungoes de Bessel e suas derivadas de primeira ordem
Nimero de zeros Jo(z) Ji(z) Jo(x) J3(z) Jy(z) Js(z)
1 24048  3,8317 51356 63802  7,5883  8,7715
2 15,5201 70156 84172  9,7610 11,0647 12,3386
38,6537 10,1735 11,6198 13,0152 14,3725 15,7002
4
5

11,7915 13,3237 14,7960 16,2235 17,6160 18,9801
14,9309 16,4706 17,9598 19,4094 20,8269 22,2178
@ D@ B BE

1 3,8317 1,8412  3,0542 42012
27,0156 53314  6,7061 8,0152
3 10,1735 8,5363  9,9695 11,3459

Jh(x) = —Ji(x).

Pela Tabela 11.1, que relaciona os zeros das fungdes de Bessel e suas derivadas de primeira ordem,” a
Equacao (11.35) terd um zero em

2
%scn o' 38817\ (11.36)
ou
3,8317A
sen @ = —. (11.37)
2ra

Para luz verde, A = 5,5 x 107° cm. Daf, se a = 0,5 cm,
arsena=6,7x10"° (radianos) ~ 14 segundos de crc, (11.38)

0 que mostra que a curvatura ou amplitude do raio de luz € extremamente pequena. Se essa andlise fosse conhecida
no século XVII, os argumentos contra a teoria de onda da luz teriam caido por terra. Em meados do século XX,
esse mesmo padrio de difragdo apareceu na dispersio de particulas nucleares por niicleos atdmicos — uma notdvel
demonstracd@o das propriedades de onda das particulas nucleares. &

Um outro exemplo da utilizagdo de fun¢des de Bessel e suas raizes ¢ dado pela cavidade ressonante
eletromagnética (Exemplo 11.1.2) e pelos exemplo e exercicios da Segdo 11.2.

9Raizes adicionais das funcdes de Bessel e suas derivadas de primeira ordem podem ser encontradas em C. L. Beattie, Table of first 700
zeros of Bessel Functions. Bell Syst. Tech. J. 37: 689 (1958), e Bell Monogr. 3055. Raizes podem ser acessadas no software Mathematica e
outros softwares simbolicos que estdo na Web.
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Exemplo 11.1.2  CAVIDADE RESSONANTE CILINDRICA
A propagac@o de ondas eletromagnéticas em cilindros metdlicos ocos é importante em muitos dispositivos
praticos. Se as extremidades do cilindro forem superficies, ele é denominado cavidade. Cavidades ressonantes
desempenham um papel crucial em muitos aceleradores de particulas.

Considerando o ¢eixo z ao longo do centro da cavidade cujas extremidades sio superficies em z = O e 2z = [ ¢
usamos coordenadas cilindricas sugeridas pela geometria. Suas paredes sdo condutores perfeitos, portanto o campo
elétrico tangencial desaparece nelas (como na Figura 11.3):

Figura 11.3: Cavidade ressonante cilindrica.

E,=0=E,, para p = a, E,=0=E,, para z =0, 1.

Dentro da cavidade temos um vicuo, portanto eop, = 1/c?. Ondas magnéticas no interior de uma cavidade
ressonante oscilam com dependéncia harmdnica do tempo e~“*, o que resulta de separar o tempo das varidveis
espaciais em equacdes de Maxwell (Se¢io 1.9), portanto

VXV XE=-

= o’E, a=

1 0%E . w
-

2 ot
Com V - E = 0 (vécuo, nenhuma carga) ¢ a Equa¢do (1.85), obtemos, para a parte espacial do cam};o elétrico,
V2E + o’E =0,

que ¢ denominada EDP vetorial de Helmholtz. A componente z (E,, somente parte espacial) satisfaz a equacio
escalar de Helmholtz,
V2E, + o*E, = 0. (11.39)

As componentes do campo elétrico transversal E; = (E,, E,,) obedecem 2 mesma EDP, mas em condicdes de
contorno diferentes, dadas anteriormente. Uma vez que E, é conhecida, as equacdes de Maxwell determinam E,
totalmente. Se o leitor quiser detalhes, consulte Jackson, Electrodynamics, nas Leituras Adicionais.

aTy: : 34 . e 5 2 s s OB e . i
Separamos a varidvel z de p e ¢, porque ndo hd nenhuma derivada mista a0, Ctc. A solucdo de produto,

E. =v(p, p)w(z), é substituida na EDP de Helmholtz por E, usando a Equacio (2.35) para V2 em coordenadas
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cilindricas, e entdo dividimos por vw, resultando

1 d?w 1/06% - 1 0v " 1 0% 5 0
w(z) dz? v \ 9p? pdp = p2 Twz + o Ju(p,p) = 0.

Isso implica

1 Pw 1 0%v r 1 0w b 1 0% g 12
w(z) dz2  v(p,p) \9p%2  pdp p? Op? LA}

Aqui, £° ¢ uma constante de separagdo porque os lados direito e esquerdo dependem de varidveis diferentes.
Para w(z) encontramos a EDO do oscilador harmdnico com solugiio de onda estaciondria (ndo-transitéria) que
procuramos,

w(z) = Asen kz + B coskz,

com A, B constantes. Para v(p, ¢) obtemos

v 10w : 1 0%v I A '
0p%  pOp  p?0p? = L

8%
Op oy~

Nessa EDO podemos separar as varidveis p e ¢ porque nao ha nenhum termo misto A forma de produto

v=1u(p)®(¢) em

p? (1_211 1 du Aé B 1 (12(I>R 9
u(p) \ dp?  pdp N o2

em que a constante de separaciio m” deve ser um inteiro, porque a solucio angular & = ™% da EDO

2

T 26 =0
TR 7 =
ngZ 4

deve ser periddica no angulo azimutal.
Isso nos deixa com a EDO radial

@ & 1du 2l m? —0 i
dp?  pdp B p? . ‘

Argumentos dimensionais sugerem elevar p — r = 7p e dividir por 7%, 0 que resulta em

2, 2 |
du+1d1z,+(1ﬁ>u0 |

dr?2  rdr 72

Essa é a EDO de Bessel para v = m. Usamos a solugdo regular J,,(7p) porque a segunda solucao independente
(irregular) é singular na origem, o que ¢ inaceitdvel aqui. A solugdo completa ¢

E, = Jpu(yp)e™?(Asen kz + B coskz), (11.40a)
em que a constante y é determinada pela condi¢io de contorno E, = 0 sobre a superficie da cavidade p = a,
isto &, que ya seja uma raiz da fungdo de Bessel J,,, (veja a Tabela 11.1). Isso dd um conjunto discreto de valores
Y = Yunn, €M que 1 designa a enésima raiz de J,,, (veja a Tabela 11.1).
Para 0 modo de oscilacdo transversal magnético, ou TM, com H, = 0, as equagdes de Maxwell estdo implicitas.
(Mais uma vez, consulte Resonant Cavities em Electrodynamics de J. D. Jackson, em Leituras Adicionais.)

oE g.1.0
E, ~V 2, Vi=|+,= :
o s B - i (ap pa«p>

jeCEE NG S

A forma desse resultado sugere E, ~ coskz, isto &, estabelecer A = 0, de modo que E,| ~senkz = 0em
z = 0, [ possa ser satisfeita por

P;T N I (11.41)
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Assim, os campos elétricos tangenciais I, ¢ E, desaparecem em z = 0 ¢ [. Em outras palavras, A = 0
corresponde as dE, /dz = 0 em z = 0 e z = [ para 0 modo TM. Entiio, no total, temos

2 2 22
2 W 2 W p'm
com
(an
Y=Ymn = peal (11.43)

em que oy, € 0 enésimo zero de J,,. Agora, a solugdo geral

Pz

E, = Z Jm(vmnp)eiim“’anp cos ==, (11.40b)

m,n,p

com constantes B,,,,,, resulta do principio da superposi¢ao.
O resultado das duas condi¢des de contorno e da constante de separacio m? é que a fregiiéncia angular de nossa
oscilagdo depende de trés paraimetros discretos:

PR m :0,1,‘2,...,
= 04 = L n=1,23,..., (11.44)
a ! p=0,1,2...

Essas sdo as freqiiéncias ressonantes permissiveis para nosso modo TM. O modo TE (transversal elétrico) de
oscilag@o € o topico do Exercicio 11.1.26. ) |

Abordagens Alternativas

As funcoes de Bessel sao introduzidas aqui por meio de uma fung¢do geradora, Equacdo (11.2). H4 outras

abordagens possiveis. Uma listagem das varias possibilidades apresenta:

1. Func¢ao geradora (magica), Equacao (11.2).

2. Solugido de série de equacao diferencial de Bessel, Secio 9.5.

3. Integrais de contorno: alguns autores preferem comecar com defini¢oes de integral de contorno das funcdes de
Hankel, Secoes 7.3 ¢ 11.4, e desenvolver a fungdo de Bessel J, (z) a partir das fungdes de Hankel.

4. Solucdo direta de problemas fisicos: o Exemplo 11.1.1, difracdo de Fraunhofer com uma abertura circular
ilustra isso. A propdsito, a Equag@o (11.31) pode ser tratada por expansdo de série, se quisermos. Feynman'?
desenvolve fung¢des de Bessel a partir de uma consideragdo de ressonante de cavidade.

Caso a funcdo geradora parega muito arbitraria, ela pode ser derivada de uma integral de contorno (Exercicio
11.1.16) ou das relagdes de recorréncia da fungdo de Bessel (Exercicio 11.1.6). Note que a integral de contorno
ndo ¢ limitada ao inteiro v, o que nos dd um ponto de partida para desenvolver as fun¢des de Bessel.

Funcoes de Bessel de Ordem Nao-Inteira
Essas diferentes abordagens ndo sdo exatamente equivalentes. A abordagem da fun¢do geradora ¢ muito
conveniente para derivar duas relacoes de recorréncia, equagdo diferencial de Bessel, representacoes integrais,
teoremas da adigdo (Exercicio 11.1.2) e limites superiores ¢ inferiores (Exercicio 11.1.1). Contudo, é provavel que
vocé jd tenha notado que a fungdo geradora definiu apenas fungdes de Bessel de ordem inteira, Jy, Ji, Jo, € assim
por diante. Essa ¢ uma limitacdo da abordagem da fungdo geradora que pode ser evitada usando, em vez dela,
a integral de contorno do Exercicio 11.1.16, o que leva a abordagem precedente (3). Mas a funcio de Bessel da
primeira espécie, .J,,(x), pode facilmente ser definida para v ndo-inteiro usando a série (Equacdo (11.5)) como uma
nova defini¢ao.

As relagdes de recorréncia podem ser verificadas por substitui¢do na forma de série de J,, (x) (Exercicio 11.1.7).
A equagdo de Bessel resulta dessas relagdes. De fato, se v nao for um inteiro, na verdade hd uma importante
simplificacdo. Constata-se que J, e J_, sdo independentes, porque nio existe nenhuma relacio da forma da
Equacao (11.8). Por outro lado, para v = n, inteiro, precisamos de uma outra solu¢io. O desenvolvimento dessa
segunda solucdo e uma investigagdo de suas propriedades sao o assunto da Secédo 11.3.

10R. P. Feynman, R. B. Leighton, e M. Sands, The Feynman Lectures on Physics, vol. I1. Reading, MA: Addison-Wesley (1964), Chapter 23.
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Exercicios
11.1.1  Pelo produto das fungdes geradoras g(x,t) - g(z, —t), mostre que

1= [R@)]* +2[h @) +2[B@) +--

e, portanto, que |Jo(z)| < 1e|Ju(2)] < 1/v/2,n =1,2,3,...
Sugestdo: Use unicidade de séries de poténcias, Se¢do 5.7.

11.1.2  Usando uma fung¢io geradora g(z,t) = g(u+v,t) = g(u,t) - g(v, t), mostre que

(d)]U+U ZJU n é()

() Jo(u+v) = Jo(u)Jo(v) + 2 Je(u)J_s(v).
s=1
Esses sdo teoremas da adi¢io para as funcoes de Bessel.

11.1.3  Usando somente a fungdo geradora

o0

e(x/le/*l/t): Z Jn(I)tn

n=—oo

e nao a forma explicita de série de J,, (x), mostre que J,, (z) tem paridade impar ou par conforme n
for fmpar ou par, isto é,'!

Jn(z) = (1) " Jp(—2x).
11.1.4  Derive a expansdo de Jacobi-Anger

oo

eiz cos® _ Z ime(Z)ez'm().

m=—0oQ

Essa é uma expansdo de uma onda plana em uma série de ondas cilindricas.
11.1.5  Mostre que

oo

(a) cosz = Jo(z)+2 Z(—l)”efgn(x),

n=1

(b) senz = 2 Z Vb il ):

n=0
11.1.6  Para ajudar a tirar a fung¢do geradora do reino da magia, mostre que ela pode ser derivada da relagdo
de recorréncia, Equagdo (11.10).
Sugestdo:

(a) Admita uma fungao geradora da forma

> et

m=—0Q0

(b) Multiplique a Equagdo (11.10) por t" e some sobre n.
(c) Reescreva o resultado anterior como

1 2t 0g(x,t)
(40 =250,

(d) Integre e ajusta a “constante” de integragdo (uma fungio de ), de modo que o coeficiente da
poténcia de ordem zero, t°, é Jo(x), como fornecido pela Equagdo (11.5).

gs0 ¢ visto com facilidade pela forma de série da Equagdo (11.5).

—
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11.1.7

11.1.8

11.1.9

11.1.10

11.1.11

11.1.12

11.1.13

Mostre, por diferenciagao direta, que

Ju(z) = i % (;)Vﬂs

5=0
satisfaz as duas relagdes de recorréncia
Tor(@) + s (@) = 227, (a),
Jv—1(z) = Juy1(z) = 2J,(2),
e a equagao diferencial de Bessel
22 J)(z) + zJ,(z) + (2? — v?)J,(z) = 0.
Prove que

e 1—cosz w2
= / Jo(z cos 0) cos 0 db, i / Ji(x cos @) db.
Jo z Jo

sen x

Z
Sugestdo: A integral definida

/2 4.6 (25
/ cos?+1 g dp = 2 416 (29)

pode ser util.
Mostre que
I 2 ' cosxt
=T ) Vice
Essa integral ¢ uma transformada de Fourier de co-seno (compare com a Secdo 15.3). A
correspondente transformada de Fourier de seno,

2 [ senuxt
Jolz) = = dt
0(1) o /1 o

¢ estabelecida na Se¢do 11.4 (Exercicio 11.4.6) usando uma representacio integral de funcdo de
Hankel.

Derive

dt.

1T N
—— | Jo(z).
xdax) o(@)

Mostre que, entre quaisquer dois zeros consecutivos de J,(x), hd um, e somente um, zero de
I 1 ()
Sugestdo: As Equagdes (11.15) e (11.17) podem ser tteis.

@) = (-1

Sugestdo: Tente indu¢do matematica,

Uma andlise de padroes de radiacdo de antena para um sistema com uma abertura circular envolve
a equacao

5
g(u) = fr)Jo(ur)r dr.
Jo

Se f(r) =1 — r2, mostre que

g(u) = %JQ(U)

A secdo de choque diferencial em um experimento de espalhamento nuclear é dada por do/dQ) =
|£(6)]? . Um tratamento aproximado leva a

fo) =t

27 R
= / / explikpsen Osen @|p dp dep.
21 Jo 0

Aqui, 6 € um angulo pelo qual a particula dispersa ¢ espalhada. R € o raio nuclear. Mostre que

do , _, 1[Ji(kRsen6)]?
L _ ooyl [LeEm0)?

s sen @




