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Se g(x) for uma autofung¢do normalizada, ¢, (x), a Equagdo (10.78) resulta em (aqui w(z) = 1)
aja; < / 5 )i (10.81)

um resultado que também se origina da Equacdo (10.73).

Para representagoes tteis da funcao delta de Dirac em termos de conjuntos ortogonais de fungdes e da relagio
entre fechamento e completude, referimo-nos a relevante subsecdo da Seg¢do 1.15, incluindo o Exercicio 1.15.16 ¢
para representacoes em coordenadas versus momento em Mecanica Quantica, referimo-nos a Secdo 15.6

Resumo — Espacos Vetoriais, Completude

Aqui resumimos algumas propriedades de espacos vetoriais: em primeiro lugar, considerando os vetores como os
ja conhecidos vetores reais do Capitulo 1, e em seguida, como fungdes ordindrias. O conceito de completude foi

desenvolvido para espacos vetoriais finitos (Capitulo 1, Equagdo (1.5)) e € transportado para espacos vetoriais
infinitos. Por exemplo, em espaco euclidiano tridimensional todo vetor pode ser escrito em termos de uma
combinagado linear dos trés vetores unitarios coordenados (representando uma base) envolvendo as componentes
cartesianas do vetor como os coeficientes de expansdo. Ou uma fungdo periddica de um espaco vetorial
infinito pode ser expandida em termos do conjunto de fun¢des periddicas sen nz,cosnz,n = 0,1,2,..., que
forma uma base desse espaco. Uma vez que qualquer fung@o periédica com propriedades razodveis (explicadas
detalhadamente no Capitulo 14) pode ser expandida em termos dessas fungdes de seno e co-seno, elas sido
completas e formam uma base de tal espaco de fungdo linear.

1v. Descreveremos nosso espago vetorial com um conjunto de n vetores linearmente independentes e;
1=1,2,...,n.Sen = 3,entdo e; = X, €2 =y, e e3 = z. Os ne; abrangem o espago vetorial linear.

1f. Descreveremos nosso espaco vetorial (funcional) com um conjunto de n fungdes linearmente independentes
@;(x),i =0,1,...,n — 1. O indice i comega com 0 para ficar de acordo com a notacdo cldssica de polindmios.
Aqui, admitimos que ¢, (x) é um polindmio de grau . Os ny;(x) abrangem o espago vetorial (funcional) linear.

2v. Os vetores em nosso espago vetorial satisfazem as seguintes relagdes (Sec@o 1.2; as componentes do vetor
sd0 nimeros):

(a) A adicao de vetores ¢ comutativa ut+v=v+u
(b) A adic@o de vetores ¢é associativa [u+v]+w=u+|v+w]
(¢) Existe um vetor nulo 0+v=yv
(d) Multiplicagao por um escalar
Distributiva

alu+v] = au + av
Distributiva (a+bu=au+ (b)u
Associativa albu] = (ab)u
(e) Multiplicacao
Por escalar unitdrio

lu=u
Por zero Ou=0
(f) Vetor negativo (—=u = —u.

2f. As fun¢des em nosso espaco funcional linear satisfazem as propriedades listadas para vetores (substituir
“funcao” por “vetor”):

f(@) +g(z) = g(z) + f(z)
[f(2) + g(x)] + h(z) = f(z) + [g(z) + h(z)]
0+f( ) = f(z)
alf(z) + g(x)] = af(z) + ag(z)

(a+b)f(z) =af(x )+bf(r)
albf(x)] = (ab) f(

. 1. f(r):f(a?)

-f(z)=0
(== ) f(z) = —f(=).

3v. Em espaco vetorial n» dimensional, um vetor arbitrdrio ¢ € descrito por suas n componentes (¢, o, ..., Cy)
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ou

mn
Ci= Z Ci€;.
i=1
Quando ne; (1) sdo linearmente independentes e (2) abrangem o espaco vetorial n dimensional, entdo os e; formam
uma base e constituem um conjunto completo.
3f. Em espaco funcional n dimensional um polindmio de grau m < n — 1 € descrito por

n—1

Flip) = Z(?i%(fr/)-

1=0

Quando as np,(x) (1) sdo linearmente independentes ¢ (2) abrangem o espaco funcional n dimensional, entdo as
;(z) formam uma base e constituem um conjunto completo (para descrever polindmios de grau m < n — 1).
4v. Um produto interno (escalar, produto interno) de um espaco vetorial ¢ definido por

c-d= i c;d;.

1=1

Se ¢ e d tiverem componentes complexas em um sistema de coordenadas ortogonais, o produto interno € definido
como Y ", ¢d;. O produto interno tem as propriedades de

(a) Lei distributiva da adigdo c-(d+e)=c-d+c-e

(b) Multiplicagdo escalar c-ad =ac-d

(c) Conjugacao complexa c-d=(d-c)*

4f. Um produto interno de um espago linear de fungoes € definido por

b
(Flg) = / F*(@)a(yw(z) dx.

A escolha da fungiio de peso w(x) e do intervalo (a, b) resulta da equagdo diferencial satisfeita por ¢,(x) e das
condicdes de fronteira, Secdo 10.1. Em terminologia matricial, Se¢@o 3.2, |g) ¢ um vetor coluna e (f| ¢ um vetor
linha, o adjunto de |f), onde ambos podem ter infinitamente muitas componentes. Por exemplo, se expandirmos
g(z) =, gip; (), entdo |g) tem a i-ésima componente g; em um vetor coluna e |f) tem f como sua i-ésima
componente em um vetor linha.
O produto interno tem as propriedades listadas para vetores:
@ (flg+h) = {flg) + (f|h)
(b) (flag) = a(flg)
© (flg) = (glf).

5v. Ortogonalidade:

ej-ej:(), 17£J

Se os ne; ainda ndo forem ortogonais, o processo de Gram-Schmidt pode ser usado para criar um conjunto

ortogonal.
5f. Ortogonalidade:

b
dlos = / ot (@)p;(@w(@)dz =0,  i#].

Se as ny; () ainda ndo forem ortogonais, o processo de Gram-Schmidt (Secdo 10.3) pode ser usado para criar um
conjunto ortogonal.

6v: Definicao de norma
1/2

ol = (-2 = (&
i i=1

Considera-se que os vetores de base e; t€ém norma (comprimento) unitdria e; - e; = 1. As componentes de ¢ sdo
dadas por
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6f. Definicdo de norma:

" 1/2 = 1/2
171l = (I = U !f(w)\Zw(x)dx} = {Z |Ci|2} '

=0

Identidade de Parseval. || f|| > 0, a menos que f(z) seja identicamente zero. Pode-se considerar que as fungoes
de base ,(z) tém norma unitdria (normaliza¢do unitdria),

losll = 1.

Os coeficientes de expansdo de nosso polindémio f(z) sdo dados por

c={plf), i=0,1,....,n—1L

c-c> E c?.
i

Se o sinal de igual for valido para todo ¢, ele indica que as e; abrangem o espago vetorial, isto €, sdo completas.
7f. Desigualdade de Bessel:

7v. Desigualdade de Bessel:

. 2
715 = [ V@) ule) e = 3 e

Se o sinal de igual for vélido para toda f, permissivel, ele indica que as ;(x) abrangem o espaco funcional; isto
é, elas sdo completas. )
8v. Desigualdade de Schwarz:
c-d| <|c|-[d].
O sinal de igual ¢ vdlido quando ¢ for um mdltiplo de d. Se o Angulo incluido entre ¢ e d € 0, entdo |cosf] < 1.
8f. Desiguladade de Schwarz:

[(Flgd| < (FIFY*(glg)? =11 £1 - llgll-

O sinal de igual é valido quando f(z) e g(x) sio linearmente dependentes, isto €, quando f(z) € uma mdltipla de

9(x).
Agora, deixe n — 0o, formando um espago vetorial linear de nimero infinito de dimensoes, 1%,
9v. Em um espago de nimero infinito de dimensdes nosso vetor ¢ €

oo
Cc = E c;e;.
i=1

Exigimos que

o0
E c? < Q.
i=1

As componentes de ¢ sdo dadas por
c; =€;-C, B =1y 2w 100

exatamente como em um espaco vetorial de nimero infinito de dimensdes.

Entio, deixe n — oo, formando um espaco vetorial (funcional) linear de nimero infinito de dimensdes, L>.
Entdo L representa Lebesgue, o indice 2 para a norma quadritica, isto é, o 2 em | f(x)|?. Nossas fungdes ndo
precisam mais ser polindmios, mas exigimos que f(x) seja no minimo continua por partes (condicoes de Dirichlet
para série de Fourier) e que (f|f) = ff |f(z)]2w(z) dz exista. Essa dltima condi¢do costuma ser enunciada como
um requisito de que f(z) seja integrdvel de quadrado.

9f. Seqiiéncia de Cauchy (expansdo de Fourier generalizada): expanda f (x) = 2.2, fipi(x) e deixe

fal@) = 3 fii(a).

=0
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Hf(J)*fn(l)H — 0 n — 00

ou

n 2
‘ lim / flz) — Z fip;(x)| w(z)dzr =0,
=0

n—oo

entdo temos convergéncia da média o que ¢ andlogo ao critério seqiiéncia da soma parcial de Cauchy para a
convergéncia de uma série infinita, Se¢do 5.1.
Se toda seqiiéncia de Cauchy de vetores permissiveis (fungdes continuas por partes de quadrado, integravel ao

quadrado) convergir para um vetor limite em nosso espaco linear, diz-se que o espaco ¢ completo. Entéo,

o0

flz)= E cip;(x) (em quase todo lugar)

i=0
no sentido da convergéncia da média. Como observamos antes, essa ¢ uma exigéncia mais fraca do que
convergéncia ponto por ponto (valor fixo de z) ou convergéncia uniforme.

Coeficientes de Expansao
Os coeficientes de expansdo de uma fung@o f sdo definidos como

(‘)Z:<Qp’l|f>7 /]::()',17"'7%’

exatamente como em um espago vetorial de nimero finito de dimensdes. Por conseguinte,

F@) = (il fes).

N (3
Um espaco linear (de niimero finito ou infinito de dimensdes) que (1) tenha um produto interno definido ((f|g))
e (2) seja completo ¢ um espacgo de Hilbert.
Espago de Hilbert de nimero infinito de dimensdes fornece uma estrutura natural de trabalho matemético para
a moderna Mecénica Quantica. Fora da Mecanica Quéntica, o espago de Hilbert conserva sua forga e beleza
matematica abstrata e tem muitas utilizacoes.

Exercicios

10.4.1 Uma fung¢io f(x) é expandida em uma série de autofungdes ortonormais

f(T) = Z (l,nQDn(£E>.
n=0

Mostre que a expansio de série é tinica para um dado conjunto de ¢, (). Aqui, as fungdes ¢, (x)
estdo sendo consideradas vetores de base em um espago de Hilbert de nimero infinito de dimensoes.

10.4.2  Uma funcdo f(x) € representada por um conjunto finito de funcdes de base ¢, (),

! .
‘ fl) = cipy(x).

i=1

Mostre que as componentes ¢; sdo dnicas, que ndo existe nenhum conjunto diferente c;.
Nota: Suas fungdes de base sdo automaticamente linearmente independentes. Elas ndo sio
necessariamente ortogonais.
‘ 5 D é ¢ i 1 <brie de encis n—1 i inte I tre
1043  Uma fungdo f(z) € aproximada por uma série de poténcias » ;" ¢;x* no intervalo [0, 1]. Mostre
que minimizar o erro médio quadrdtico leva a um conjunto de equacdes lineares

Ac = b,

1
Ay = / i dy =
Jo

em que
1

—_— 4.0 = 00 15D gl = L.
A |
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it
bi:/ xif(x)dx, 1 =0,1,2,...,n—1.
0

Nota: Os A;; sdo os elementos da matriz de Hilbert de ordem 7. O determinante dessa matriz de
Hilbert ¢ uma fungéo rapidamente decrescente de n. Paran = 5,det A = 3,7 x 10712 e o conjunto
de equagdes Ac = b estd se tornando mal condicionado e instdvel.

No lugar da expansao de uma funcéo F'(x) dada por

F(z) =3 anp(@),
n=0

b
an:/ F(z)p,(x)w(x)dz,

considere a aproximacao de série finita

F(z) ~ Z Cri@ln).
n=0

Mostre que o erro médio quadrético

b m 2
/ F(z) - Z cnwn(:c)} w(z) dx
@ n=0

¢ minimizado considerando ¢,, = a,,.

Nota: Os valores dos coeficientes sdo independentes do nimero de termos na série finita. Essa
independéncia ¢ uma conseqiiéncia da ortogonalidade e ndo valeria para um ajuste por minimos
quadrados usando poténcias de x.

Pelo Exemplo 10.2.2,

b<a<m 72hisen(2n+1)x
m

—r<z<0 = ot

(a) Mostre que

/ : ‘ ‘iﬁi(%*l)ﬂ-

= n=0

Para um limite superior finito, essa expressdo seria a desigualdade de Bessel. Para o limite
superior 0o, ela € a identidade de Parseval.
(b) Verifique que

T Lh* <
Rt N ey 1) 2
shP =23 Jon+1)
n=0
avaliando a série.
Sugestdo: A série pode ser expressa como a funcio zeta de Riemann.

Diferencie a Equacéo (10.79),

(l) = (1) + X £lg) + X {glf) + A\ (glg),

com relagdo a A* e mostre que vocé obtém a desigualdade de Schwarz, Equacdo (10.78).




