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9.8 EDP de Fluxo de Calor ou de Difusao

Agora voltamos para uma EDP especial para desenvolver métodos razoavelmente gerais para adaptar uma solugio
especial de uma EDP a condi¢des de contorno, introduzindo pardmetros que também se aplicam a outras EDPs
de segunda ordem com coeficientes constantes. Até certo ponto, eles sdo complementares ao método basico de
separacdo jd estudado para achar solu¢oes de um modo sistematico.

Selecionamos a EDP completa de difusdo dependente de tempo como um meio isotropico. Admitimos que a
isotropia ndo € grande coisa em matéria de restricdo porque, no caso de termos diferentes taxas (constantes) de
difusdo em diferentes dire¢des (por exemplo, na madeira), nossa EDP de fluxo de calor toma a forma
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se colocarmos os eixos coordenados ao longo das principais dire¢des de anisotropia. Agora, simplesmente

elevamos as coordenadas usando as substituicoes © = af,y = bn,z = ¢( para recuperar a forma isotrépica
original da Equacao (9.219),

(9.219)
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para a fungdo de distribui¢do de temperatura (&, 7, (. t) = ¥(x,y, z,t).
Por simplicidade, em primeiro lugar resolvemos a EDP dependente de tempo para um meio unidimensional
homogéneo, um longo bastao de metal na dire¢@o x, digamos,
£y « 2/
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em que a constante mede a difusividade ou condutividade de calor, y, do meio. Tentamos resolver essa EDP
linear com coeficientes constantes com o relevante Ansatz do produto exponencial ¢ = ¢®® - ¢/ que,
quando substituido na Equagdo (9.221), resolve a EDP com a restri¢io 3 = a?«a? para os parimetros. Buscamos
solucdes que se degradam exponencialmente para tempos grandes, isto é, solu¢des com valores 3 negativos e, por
conseguinte, estabelecemos o = 4w, a? = —w? para w real, e temos

(9.221)

A I . 20
W(z,t) = e ¥t = (coswsz + isenwz)e™? ¥ °,
Formando combinagdes lineares reais, obtemos a solugio
=2t
P(x,t) = (Acoswz + Bsenwz)e ,

para qualquer escolha de A, B, w, que sdo introduzidos para satisfazer condi¢des de contorno. Fazendo o somatério
sobre multiplos nw da freqiiéncia basica para condigdes periddicas de contorno ou integrando sobre o parametro
w para condigoes gerais de contorno (ndo-periddicas), encontramos uma solu¢éo,

Ylgt) = /[A(w) coswx + B(w)scnwrﬁ]c'“‘z‘“Qt dw, (9.222)

que € suficientemente geral para ser adaptada a condi¢oes de contorno em, digamos, ¢ = 0. Quando a condi¢io

de contorno dd uma temperatura nio-zero 1, cComo acontece para nosso bastéo, entdo o método do somatério se

aplica (expansao de Fourier da condi¢@o de contorno). Se o espaco for irrestrito (como no caso de um bastio de

extensdo infinita), a integral de Fourier se aplica.

e Esse somatdrio ou integracdo sobre parametros ¢ um dos métodos padrdes para generalizar solucdes de EDPs
especificas de modo a adapta-las as condi¢des de contorno.

Exemplo 9.8.1  UMA CoNDICAO DE CONTORNO ESPECIFICA

Vamos resolver explicitamente um caso unidimensional em que a temperatura no tempo ¢t = 0 é 1y(z) = 1 =
constante no intervalo entre x = +1lex = —lezeroparaz > 1 ez < 1. Nas extremidade, z = +1, a temperatura
¢ sempre mantida em zero.

Para um intervalo finito escolhemos as solugdes espaciais cos({mz/2) da Equacdo (9.221) para [ inteiro, porque
elas desaparecem em x = +1. Assim, em ¢t = 0, nossa solu¢@o € uma série de Fourier,

oo
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P(z,0) = (L[(:OSL;:I, —1l <l
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com coeficientes (veja a Se¢do 14.1.)
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a; =0, l = 2.

Incluindo sua dependéncia do tempo, a solugdo completa € dada pela série

que converge absolutamente para ¢ > 0, mas apenas condicionalmente em ¢ = 0, como resultado da descon-
tinuidade em z = £1.

Sem a restricio 4 temperatura zero nas extremidades do intervalo finito dado, a série de Fourier ¢ substituida
por uma integral de Fourier. Nesse caso, a solug@o geral ¢ dada pela Equagdo (9.222). Em ¢ = 0, a distribui¢éo de
temperatura dada 1, = 1 da os coeficientes como (veja a Se¢ao 15.3)

1 1
1 1 senwz 2senw
Alw) = = coswzdr = = = ,
) Tiis Wi W

m

b |:(27)’?, 4 1)_71—2_1} €~1‘,((2m+1)71'(1/2)27 9.223)

Por conseguinte,

2 [ sé

Wz, t) = — / T cos(w:r,)(z’“%ﬁi dw. (9.224)
T Jo W
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Em trés dimensodes o correspondente Ansatz exponencial ¢ = etk r/a+ht Jeya a uma solucio com a relagio
[ = —k? = —k? para seu parametro, ¢ a forma tridimensional da Equagao (9.221) se torna
)21/1 0%y 0%
+ == + k2 =0, 9.225
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que ¢ a equagio de Helmholtz, a qual pode ser resolvida pelo método de separacdo exatamente como
antes a equacdo de Laplace em coordenadas cartesianas, cilindricas ou esféricas, sob condi¢des de contorno
adequadamente generalizadas.
Em coordenadas cartesianas, com o Ansatz do produto da Equag@o (9.35), as EDOs separadas de z ¢ y da
Equacdo (9.221) sdo as mesmas que as Equagdes (9.38) ¢ (9.41), enquanto a EDO de z, Equacio (9.42), generaliza
para

1d*Z 5 ! .
7 i LpA P LR = >0, (9.226)

2

em que introduzimos uma outra constante de separagio n°, restringida por

k2 =124+m?—n?, (9.227)

para produzir um conjunto simétrico de equagdes. Agora, nossa solu¢ao da equagao de Helmholtz, Equacao19.225)
¢ rotulada de acordo com a escolha de todas as trés constantes de separagdo [,m,n sujeita a restricdo da
Equagdo (9.227). Como antes, a EDO em z, Equagdo (9.226), dd como resultado solucdes ~ e "* que
decaem exponencialmente. A condi¢@o de contorno em z 0 fixa os coeficientes de expansdo a;,,, COMo na
Equagao (9.44).

Agora, em coordenadas cilindricas, usamos a constante de separacdo @ para a EDO em z, tendo em mente uma
solucdo que decai exponencialmente,

d2

s =12Z >0, (9.228)
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portanto, Z ~ e~ !?, porque a temperatura cai a zero em z grande. Se estabelecermos k2 + [2 = n?, as
Equagoes (9.53) e (9.54) continuam as mesmas, portanto acabamos com a mesma expansio de Fourier-Bessel,

Equagio (9.56), como antes.

Em coordenadas esféricas com condi¢des de contorno radiais, o método de separacio leva s mesmas EDOs
angulares das Equacgdes (9.61) e (9.64), e a EDO radial agora se torna

1d(,dR\  ,,, QR B
7 g (7“ d,,>+k R =0, @=I(+1), (9.229)

nz:
isto €, da Equacio (9.65), cujas solucdes sdo as fungdes esféricas de Bessel da Segio 11.7. Elas estio relacionadas
na Tabela 9.2.

A restri¢do de que £ seja uma constante é desnecessariamente severa. O processo de separagdo ainda funcionara
com EDP de Helmholtz para k? tdo geral quanto

1 i i

No dtomo de hidrogénio temos k* = f(r) na equagdo de onda de Schrodinger, ¢ isso leva a uma solucio de forma
fechada que envolve polindmios de Laguerre. '

Solucoes Alternativas

Em uma nova abordagem da EDP de fluxo de calor sugerida por experimentos, voltamos agora a EDP
unidimensional, Equacdo (9.221), em busca de solu¢des de uma nova forma funcional (z,t) = u(z/v/t), que é
sugerida pelo Exemplo 15.1.1. Substituindo u(£), & = x/+/t, na Equacio (9.221), usando

oy
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com a notagdo u’(§) = %, a EDP é reduzida 2 EDO

2a%u” (€) + &u'(€) = 0. (9.232)
Escrevendo essa EDO como
W€
W 2a
podemos integra-la uma vez para obter In v’ = — f:—z +In C, com uma constante de integragdo C'7. Exponenciando

¢ integrando novamente, encontramos a solucéo

£ 2
u(€) = / e dE + O, (9.233)
J0

que envolve duas constantes de integracdao C;. A normalizac@o dessa solugio no tempo t = 0 e temperatura +1
paraz > 0 e —1 para z < 0, nossas condi¢des de contorno, fixa as constantes Cj; portanto,

1 Vio_e 2 [3avi T
e W df = — ==},
a\/m Jo V7 Jo 2a\/t

em que P denota a fungdo erro de Gauss (veja o Exercicio 5.10.4). Para uma derivac¢do usando a transformada
de Fourier, veja o Exemplo 15.1.1. Precisamos generalizar essa solugdo especifica para adapta-la as condigdes de
contorno.

=

eV dv = cb( (9.234)

Com essa finalidade, agora geramos novas solucoes da EDP com coeficientes constantes diferenciando uma
solu¢ao especial, Equacdo (9.234). Em outras palavras, se 9 (x,t) resolve a EDP na Equacio (9.221), %“ e %
também resolvem, porque essas derivadas e as diferenciacoes da EDP comutam; isto €, a ordem na qual elas sdo
efetuadas ndo importa. Observe com cuidado que esse método deixa de funcionar se qualquer coeficiente da EDP
depender explicitamente de ¢ ou z. Todavia, EDPs com coeficientes constantes sdo presenca dominante na Fisica.
Alguns exemplos sdo as equa¢des de movimento de Newton (EDOs) na Mecénica Cldssica, as equagdes de onda
da Eletrodindmica e as equacdes de Poisson e Laplace da Eletrostética e da Gravidade. Mesmo as equacgdes de
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campo nio-lineares da Relatividade Geral de Einstein assumem essa forma especial em coordenadas geodésicas
locais.
Portanto, diferenciando a Equacio (9.234) em relagéo a x, encontramos a solu¢ao mais simples, mais bdsica,

22

1 p
Bt = e 4a%t, 9.235
’lpl( ) CL\/H ( )

e, repetindo o processo, uma outra solucdo baésica,

22

i ;
Po(x,t) = ———==€ 2%t (9.236)
2(%:1) 2a3Vt3 1

Mais uma vez, essas solucdes tém de ser generalizadas para adaptd-las a condi¢des de contorno. E hd ainda um
outro método de gerar novas solugdes de uma EDP com coeficientes constantes: podemos transpor uma dada
solugdo, por exemplo, ¥ (z,t) — ¥,(x — a,t), e entdo integra-la sobre o parimetro de translacao «. Por
conseguinte,

1 & (z—a)?
)= ——— | Cla)e "5 d 9.237
W) = 5= [ Clage " do 9.237)

¢ novamente uma soluciio que reescrevemos usando a substitui¢ao

r—Q

£=

a =z — 20éVt, da = —2adéV't. (9.238)

Assim, constatamos que

Y(z,t) = % [ - Clz — 2a6Vt)e ™ de (9.239)

é uma solucdo de nossa EDP. Sob essa forma, reconhecemos a significancia da funcio peso C(x) do método

de translacdo porque, em ¢t = 0, 9(z,0) = C(z) = x) é determinada pela condicdo de contorno, €
2 porq 0 2

)y *® =€ d¢ = \/m. Por conseguinte, também podemos escrever a solugao como

=00

Y(z,t) = % /jo bo(z — 2a€vE)e ™€ de, (9.240)

demonstrando explicitamente o papel da condi¢do de contorno. Pela Equagao (9.240), vemos que a distribui¢do
inicial de temperatura, 1), (), se expande com o tempo e ¢ atenuada pela fungao peso de Gauss.

Exemplo 9.8.2  NovaMENTE A CONDICAO DE CONTORNO ESPECIAL
Vamos expressar a solu¢iio do Exemplo 9.8.1 em termos da solugdo de fungao erro da BEquac@o (9.234). A condigdo
de contorno em t = 0 é ¢y(z) = 1 para —1 < z < 1 e zero para |z] > 1. Pela Equagao (9.240), achamos os
limites sobre a varidvel de integragdo ¢ estabelecendo x — 2a§ V/t = £1, 0 que dé como resultado as extremidades
de integragio & = (+1 + x)/2a+/t. Por conseguinte, nossa solugao se torna
x41
1 2av/1 6_52 de.

13

Usando a funcdo erro definida na Equagdo (9.234), também podemos escrever essa solug¢do da seguinte maneira:

i B = ;Fﬂ(%) X erf<%\/%>} 9.241)

Comparando essa forma de nossa solugdo com a do Exemplo 9.8.1, vemos que podemos expressar a
Equacio (9.241) como a integral de Fourier do Exemplo 9.8.1, uma identidade que dd a integral de Fourier integral,
Equacio (9.224), em forma fechada da fungdo erro tabulada.
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Por fim, consideramos o caso do fluxo de calor para um meio esfericamente simétrico estendido, com centro na
origem, o que prescreve coordenadas polares r, 6, . Esperamos uma solugdo da forma 1 (r, ¢) = u(r,t). Usando

a Equacdo (2.48), encontramos a EDP
ou 5[0 20u
= — e 9.242

a " <8r2+7'6r>’ ( )
que transformamos na EDP de fluxo de calor unidimensional pela substitui¢do

~o(nt) ou 10v v ou 10v
0w Tra e e ray
Py 10% 20v
7T o2 et

(9.243)

Essa expressao resulta na EDP

ov 5 0%
e L
ot or?
Exemplo 9.8.3  FLUXO DE CALOR ESFERICAMENTE SIMETRICO
Vamos aplicar a EDP de fluxo de calor unidimensional com a solu¢do da Equacdo (9.234) a um fluxo de calor
esfericamente simétrico sob condicoes de fronteira razoavelmente comuns, em que z € liberado pela varidvel
radial. Inicialmente, temos temperatura zero em todos os lugares. Entdo, no tempo ¢ = 0, uma quantidade finita de
energia térmica () ¢ liberada na origem, espalhando-se uniformemente em todas as direcdes. Qual ¢ a distribuicio
de temperatura espacial e temporal?
Inspecionando nossa solugdo especial na Equagdo (9.236), vemos que, para t — 0, a temperatura
v(r, t cC __
—( : ) = ——e 4a2t (9245)
r Vi3
vai a zero para todo 7 # 0, portanto a temperatura inicial zero est4 garantida. A medida que t — o0, a temperatura

v/r — 0 para todo , incluindo a origem, o que estd implicito em nossas condi¢cdes de contorno. A constante C
pode ser determinada por conservagio de energia, o que dd a restri¢ao

chrp/gdé"r:
. 7.

(9.244)

dropC [

Ve Jo
em que p € a densidade constante do meio e o ¢é seu calor especifico. Aqui, elevamos novamente a varidvel de
integracdo e integramos por partes para obter

o0 2 o0 T
/ e~ 2 dr = (2av/E)? / €2 d,
0 0

* —£2,2 T § _g2 o0 T 52 _g? B ﬁ
e s fdE = —2e +7/ e s de = .
/0 2 & 2 Jo 4

rle” 1% dr = 8v/13 0pa®C, (9.246)

A temperatura, como dada pela Equagdo (9.245) a qualquer instante, que estd em ¢, € uma distribui¢do gaussiana
que se achata 2 medida que o tempo aumenta, porque sua largura é proporcional a /. Por ser uma fungio do
tempo, a temperatura é proporcional a t—3/2e=T/t com T = 12 /4a?, que se eleva de zero até um méaximo e ento
volta a cair para zero para tempos grandes. Para achar o maximo, estabelecemos

i(f:;/Q(;T/t) _ t5/26T/t(Z = §> =0, (9.247)

dt A

pela qual encontramos ¢ = 27'/3.
|
No caso de simetria cilindrica (no plano z = 0 em coordenadas polares planas p = /22 + 32, ¢) procuramos

uma temperatura 1) = u(p, t) que entdo satisfaga a EDO (usando a Equagdo (2.35) na equacio de difusio)

ou o Pu 16y
= i i 248
at ¢ ( dp?  p (9p) 2 G




9. EQUACOES DIFERENCIAIS

que ¢ a planar andloga da Equagdo (9.244). Essa EDO também tem solugdes com a dependéncia funcional
p/+/t = . Por substituigdo,

p ou pv’ ou v 1
sl il o il il oty o Bilte B, v B I 9.249
" o ( \/E> ot 2w dp it =

na Equagdo (9.248) com a notagio v’ = dv encontramos a EDO
dr

2 2
a2 + (“ 3 %)d =, (9.250)
.

Essa é uma EDO de primeira ordem para v’, que podemos integrar quando separamos as varidveis v € 7 como

adll 1
L._,:*<+_Q)>_ (9.251)

v’ g R

Isso resulta em

C r2 /'2
o(r) = e = Cﬁcz—z (9.252)

T P
Essa solucdo especial para simetria cilindrica pode ser generalizada ¢ adaptada de modo semelhante a condigoes
de contorno, como o caso esférico. Por fim, a dependéncia z pode ser fatorada porque z separa da varidvel radial
polar plana p.

Resumindo, EDPs podem ser resolvidas com condigoes iniciais, exatamente como EDOs ou com condigoes
de contorno que prescrevem o valor da solugdo ou sua derivada em superficies, curvas ou pontos de contorno.
Quando a solugdo é prescrita sobre o contorno, a EDP é denominada problema de Dirichlet; se a derivada normal
da solucdo é prescrita sobre o contorno, a EDP é denominada problema de Neumann.

Quando a temperatura inicial é prescrita para uma equagdo de calor unidimensional ou tridimensional (com
simetria esférica ou cilindrica), ela se torna uma fun¢do peso da solu¢do, em termos de uma integral sobre
a solucdo gaussiana genérica. A equagdo de calor tridimensional, com condigoes de fronteira esféricas ou
cilindricas, é resolvida por separagdo das varidveis, o que leva a autofungdes em cada varidvel separada e a
autovalores como constantes de separagdo. Para intervalos de contorno finitos em cada coordenada espacial, a
soma sobre constantes de separagdo leva a uma solugdo de série de Fourier, enquanto condi¢des de contorno
infinitas levam a uma solugdo de integral de Fourier. O método de separagdo de varidveis tenta resolver uma EDP
escrevendo a solucdo como um produto de fungdes de uma varidvel cada. As condigoes gerais para que o método
de separagdo funcione sdo fornecidas pelas propriedades de simetria da EDP, a qual se aplica a teoria de grupo
continuo.
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