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ELSEVIER

Exercicio

15.7.1 Derive a convolugao

g(t) = /jQ f(r)®(t — 1) dr.

15.8 Transformadas de Laplace
Definicao

A transformada de Laplace f(s) ou £ de uma fungdo F(t) é definida por'!
a ge.el
fle) =L{Ft)} = lim / e SUF(t)dt = / e SR (t) dt. (15.99)
=0 Jo 0
Aqui cabem alguns comentdrios sobre a existéncia da integral. A integral infinita de F'(t),

/ F(t)dt,
Jo

nao precisa existir. Por exemplo, F'(¢) pode divergir exponencialmente para ¢ grande. Contudo, se houver alguma
constante sg, tal que

e F(t)| < M, (15.100)

uma constante positiva para ¢ suficientemente grande, t > t, a transformada de Laplace (Equacgao (15.99)) existira
para s > sg; diz-se que F'(t) é de ordem exponencial. Como contra-exemplo, F'(t) = e’ nio satisfaz a condicdo
dada pela Equagdo (15.100) e nao é de ordem exponencial. L{ee"z} nao existe.
A transformada de Laplace também pode deixar de existir por causa de uma singularidade suficientemente forte
na func¢@o F'(t) quando ¢t — 0, isto &,
/do e~ i
0

diverge na origem paran < —1. A transformada de Laplace £{t"} ndo existe paran < —1.
Uma vez que, para duas fungdes F'(t) e G(t), para as quais existem as integrais,

L{aF(t) +bG(t)} = aL{F(t)} + bL{G(t)}, (15.101)
a operacao denotada por L ¢ linear.

Funcoes Elementares
Para apresentar a transformada de Laplace, vamos aplicar a operagio a algumas das func¢des elementares. Em todos
os casos, admitimos que F'(t) = 0, parat < 0. Se

entao,

s 1
L{1} = / e dt=—, para s > 0. (15.102)
Jo
Mais uma vez, seja
F(t)=¢€*  t>0.
A transformada de Laplace se torna

geel
' - 1
ﬁ{e“’} = / e ftektdr — TR para s > k. (15.103)
Jo Sl
Usando essa relagdo, obtemos a transformada de Laplace de certas outras fungdes. Visto que

1, . . L. %
cosh kt = é(c“ + (f"“), senh kt = 3 (e“ — efk"), (15.104)

g0 as vezes é denominado transformada unilateral de Laplace; a integral de —oo to +o00 é denominada transformada bilateral de
Laplace. Alguns autores introduzem um fator adicional s. Esse s extra parece ter pouca vantagem e estd sempre atrapalhando (compare com
Jeffreys e Jeffreys, Secdo 14.13; para comentarios adicionais, veja as Leituras Adicionais). Em geral consideramos s real e positivo. E possivel
ter s complexo, contanto que R(s) > 0.
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temos

L{coshkt} =
: (15.105)
L{senh kt} =

52 =~ k2’
ambas vilidas para s > k. Temos as relagdes
cos kt = cosh ikt, sen kt = —isenh ¢kt. (15.106)

Usando as Equacdes (15.105) com £ no lugar de ik, constatamos que as transformadas de Laplace sdo

s
s2 + k2’
k
s2 4+ k2’
ambas vélidas para s > 0. Uma outra derivacdo dessa dltima transformada € dada na se¢éo seguinte. Note que

lim, o £{sen kt} = 1/k. A transformada de Laplace atribui um valor 1/k para fooo sen kt dt.
Por fim, para F'(t) = t", temos

L{coskt} =
(15.107)
L{sen kt} =

o tn — = 7sttn df
1} g e ,,

que ¢é exatamente a funcao fatorial. Daf
ny onl
L{t }:W’ s>0,n>—1 (15.108)
Note que em todas essas transformadas temos a varidvel s no denominador — poténcias negativas de s.

Em particular, lim,_,, f(s) = 0. A significAncia desse ponto ¢é que, se f(s) envolver poténcias positivas de
s (limg—,o0 f(8) — 00), entdo ndo existe nenhuma transformada inversa.

NQ@)

ﬂk

@® (ponto simples)

Figura 15.7: Uma possivel fun¢io nula.

Transformada Inversa
Essas operacdes t€m pouca importdncia, a menos que possamos efetuar a transformada inversa, como nas
transformadas de Fourier. Isto €,

L{F(t)} = f(s),
entao,
L7Hf(s)} =F(). (15.109)
Essa transformada inversa ndo é tnica. Duas fungdes Fi(t) e Fy(t) podem ter a mesma transformada, f(s).

Contudo, nesse caso,
Fi(t) — Fa(t) = N(t),
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em que N (t) é uma fungfo nula (Figura 15.7), indicando que

to
/ N(t)dt =0,
0

para todo tg. Esse resultado é conhecido como teorema de Lerch. Portanto, para o fisico e o engenheiro, N (t)
quase sempre pode ser considerada zero, e a operacdo inversa se torna dnica.

A transformada inversa pode ser determinada de vdrias maneiras. (1) Pode-se montar uma tabela de
transformadas e usa-la para efetuar a transformacdo inversa, exatamente como uma tibua de logaritmos pode
ser usada para consultar antilogaritmos. As transformadas precedentes constituem o inicio de tal tabela. Se quiser
um conjunto mais completo de transformadas de Laplace, veja a Tabela 15.2 (adiante) ou AMS-55, Capitulo 29 (a
referéncia completa ¢ dada na nota de rodapé 4 no Capitulo 5). Empregar expansoes por fragdes parciais e varios
teoremas operacionais, que sdo considerados em segdes subseqiientes, facilita a utilizacdo das tabelas.

e Existe uma certa justificativa para suspeitar que essas tabelas tém mais valor para resolver exercicios propostos
em livros diddticos do que para resolver problemas do mundo real.

e Uma técnica geral para £~ serd desenvolvida na Secdo 15.12 usando o célculo de residuos.

e Para as dificuldades e possibilidades de uma abordagem numérica — inversio numérica —, referimo-nos as
Leituras Adicionais.

Expansao por Fracoes Parciais
A utilizagio de uma tabela de transformadas (ou transformadas inversas) é facilitada pela expansdo de f(s) em
fracoes parciais. )

Nossa transformada f(s) muitas vezes ocorre na forma g(s)/h(s), em que g(s) e h(s) sdo polinomiais sem
nenhum fator comum, sendo g(s) de grau mais baixo do que h(s). Se os fatores de h(s) forem todos lineares ¢
distintos, entdo, pelo método das fracdes parciais, podemos escrever

/I R - TR . T (15.110)

S—a; S—ao S — ay

em que os ¢; sao independentes de s. Os a; sdo as raizes de h(s). Se qualquer uma das raizes, por exemplo, a1,
multipla (ocorrendo m vezes), entdo f(s) tem a forma

n
: Cl,m Cl,m—1 C1,1
— ) , 15.111
R e e R N as1n

Por fim, se um dos fatores for quadratico, (32 + ps + ¢), entdo o numerador, em vez de ser uma simples constante,
terd a forma
as-+b
s24+ps+q

Ha vérias maneiras de determinar as constantes introduzidas. Por exemplo, na Equagdo (15.110) podemos
multiplicar tudo por (s — a;) e obter

¢ = lim (s — a;) f(s). (15.112)

S—a;

Em casos elementares, uma solugfio direta costuma ser a mais facil.

Exemplo 15.8.1  Exransio ParciaL pOR FRACOES
Seja
k? c  as+b
s) = — == : BSEIS
1(s) s(s2+k2) s 23 s2 + k2 ( )
Colocando o lado direito da Equagdo sobre um denominador comum e igualando poténcias iguais de s no
numerador, obtemos

% (s + k%) + s(as +b) (15.114)
s(s?2 +k2) s(s? + k?) : o

e+ a=10; 8% b:=0, - 5% ck? =K%, &,

2
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Resolvendo essas expressdes (s 7 0), temos

0 que resulta em

_ 1T 8 (15.115)
f(S) - s 52 + k27
e
L7 f(s)} =1 coskt (15.116)
|
pelas Equacdes (15.102) e (15.106).
Exemplo 15.8.2  Uma FuNcAo DEGRAU
Como aplicagio de transformadas de Laplace, considere a avalia¢do de
i &
F(t) = / SN2 1. (15.117)
Jo z

Suponha que consideramos a transformada de Laplace dessa integral definida (e imprdpria):

0 ’ 0 0 n
c{/ be’;mdm} :/ e*st/ s“;mdxdt. (15.118)
JO 0 0

Agora, permutando a ordem de integracio (o que € justificado),'* obtemos

ge. sl 1 o0 o0 d
/ - / e tsen ta dt dmz/ 736, (15.119)
o TlJo o s*+a?

uma vez que o fator dentro das chaves ¢ exatamente a transformada de Laplace de sen tx. Pelas tabelas de integrais,

< dx 1. ™
Y = = f(s). 15.120
[ 2 () T i) (15.120)
Pela Equagao (15.102) efetuamos a transformagao inversa para obter
0
F(t)= 5 t>0, (15.121)

de acordo com uma avaliaco pelos cdlculo de residuos (Segdo 7.1). Admitimos que ¢t > 0 em F\(t). Para F'(—t),

precisamos observar apenas que sen(—tx) = —sen tz, resultando em F(—t) = —F(t). Por fim, se t = 0, F'(0) ¢
claramente zero. Por conseguinte,

 sen tx ™ ) B30 ’
/ o= T2 -1]={ 0, =0 (15.122)
0 T
— < 0:

Note que fooo(sen tz/x) dz, considerada uma fungdo de t, descreve uma funcio escalonada (Figura 15.8), um
degrau de altura 7 em ¢t = 0, o que ¢ consistente com a Equagio (1.174). |

A técnica no exemplo precedente foi (1) introduzir uma segunda integracdo — a transformada de Laplace, (2)
inverter a ordem de integra¢fio e (3) considerar a transformada inversa de Laplace. H4 muitas oportunidades em

que essa técnica de inverter a ordem de integracdo pode ser aplicada e jd mostrou ser ttil. O Exercicio 15.8.6 €
uma variacao disso.

12Veja, em Leituras Adicionais, Jeffreys e Jeffreys (1966), Capitulo 1 (convergéncia uniforme de integrais).
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Figura 15.8: F(t) = [°° 8¢tz g0 uma funcao degrau.
g 0 = g

Exercicios

15.8.1

15.8.2

15.8.3

15.8.4

15.8.5

15.8.6

15.8.7

Prove que

li ‘(s) = lim F(t).

pa sl lin fl
Sugestdo: Admita que F(t) pode ser expressa como F'(t) = >0 a,t".
Mostre que

1., i
= 113(1) L{coszt} = §(x).

cos at — cos bt s .
£ ( - , 2 L1
{ b2 — a? } (s2 4+ a?)(s? +b?)’ G

Usando expansoes por fracdes parciais, mostre que

—at _ ,—b
(a)ﬁ—l{ - }e i LA B

Verifique que

(s+a)(s+b) b—a
1 s _ ae” % — pe~b
it {<s+a><s+b>}‘ G | Th

Usando expansdes por fragdes parciais, mostre que, para a? # b2,

1 1 sen at  sen bt
: —q — -
) £ {(52+a2)(¢92+b2)} - a? —bz{ a b }’

2

1 s 1 ‘
(b) L { EE T } =5 {asen at — bsen bt}.

Sabe-se que o potencial eletrostdtico de um disco condutor carregado tem a forma geral
(coordenadas cilindricas circulares)

B(p, ) = /0 " el o (ko) £ (R) d,

sendo f(k) desconhecida. Em grandes distincias (z — o0), o potencial deve se aproximar do
potencial de Coulomb Q) /4megz. Mostre que

3 q
1 k) = R
LR Rl

Sugestdo: Vocé pode fazer p = 0 e admitir uma expansdo de Maclaurin de f(k) ou, usando g
construir uma seqiiéncia delta.

Mostre que

° cos's 7r
ds = : 0<v<l,
@ /(; s 2(v — D)!cos(vm/2)’ il

" sen s T
b ds = ; O<cv<?;
®) /o s 2(v — 1)lsen(vm/2) =
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Por que v ¢ restrito a (0, 1) para (a) e (0,2) para (b)? Essas integrais podem ser interpretadas como
transformadas de Fourier de s~ e como transformadas de Mellin de sen s ¢ cos s.

Sugestdo: Substitua s~ por uma transformada integral de Laplace: £{t"~ 13 /(v—1)!. Entéo integre
em relacfio a s. A integral resultante pode ser tratada como uma fungdo beta (Secdo 8.4).

Uma fung¢io F'(¢) pode ser expandida em uma série de poténcias (Maclaurin), isto €,

o0
Fif)=Y oat™
n=0

L{F(t)} :/0 e ant™dt = Zan/o et dt.
( e A

n=0

Mostre que f(s), a transformada de Laplace de F'(t), ndo contém nenhuma poténcia de s maior do
que s~ . Verifique seu resultado calculando £{4(t)}, o e comente.

Mostre que a transformada de Laplace de M (a, ¢, ) €

L{M(a,c,x)} = §2F1 (0,1;07 1)

15.9 Transformada de Laplace de Derivadas

Talvez a principal aplicagio de transformadas de Laplace seja na conversao de equagdes diferenciais em formas
mais simples que podem ser resolvidas com maior facilidade. Veremos, por exemplo, que equagdes diferenciais
acopladas com coeficientes constantes se transformam em equagoes algébricas lineares simultaneas.

Vamos transformar a derivada de primeira ordem de F(t):

LIFH Y} = /OOO e’“%}i—t)dt.

Integrando por partes, obtemos

LIE Y= e*stF(t)’Zo + s/:o e SUF(t)dt

=sL{F(t)} — F(0). : (15123

Em termos estritos, F(0) = F(+0)"® e dF/dt deve ser ao menos continua parte por parte para 0 < t <
oo. Naturalmente, ambas, F(t) e sua derivada, devem ser tais que as integrais nao divirjam. A propésito, a
Equagao (15.123) d4 uma outra prova do Exercicio 15.8.8. Uma extensao resulta em

L{FPD ()} = SL{F(t)} — sF(+0) - F'(+0), (15.124)
L{F™()} = s"L{F(t)} — 5" F(+0) = --- = F" "D (+0). . (15.125)

A transformada de Laplace, assim como a transformada de Fourier, substitui diferenciagdo por multiplicacdo.
Nos exemplos seguintes, EDOs se tornam equagdes algébricas. E aqui que estd o poder ¢ a utilidade da
transformada de Laplace. Mas veja o Exemplo 15.10.3 para saber o que pode acontecer se 0s coeficientes nao
forem constantes.

Note como as condigoes iniciais, F'(+0), F(40), e assim por diante, estdo incorporadas na transformada. A
Equagdo (15.124) pode ser usada para derivar £{sen kt}. Usamos a identidade

2

: d
—k%sen kt = Jsen kt. (15.126)

13 A aproximagio de zero ¢ pelo lado positivo.
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Entio, aplicando a operagao da transformada de Laplace, temos

2
—k*L{sen kt} = E{ %sen kt}

. d
= s?L{sen kt} — ssen(0) — ésen kt e (15.127)
Uma vez que sen(0) = 0 ¢ d/dtsen kt|;—o = k,
&

L{sen kt} = R

(15.128)
o que verifica a Equagao (15.107).

Exemplo 15.9.1  OsciLADOR HARMONICO SIMPLES
Como exemplo fisico, considere uma massa m oscilando sob a influéncia de uma mola ideal, constante de mola k.

Como sempre, desprezamos o atrito. Entdo, a segunda lei de Newton se torna
d?X (t)
dt?

+ kX (t) = 0; (15.129)

m
além disso, consideramos as condi¢des ideais
X(0) = Xo, X'(0) = 0.

Aplicando a transformada de Laplace, obtemos

P2X
mc{dtz} +kL{X(t)} =0, (15.130)

e, usando a Equacgdo (15.124), essa expressao se torna

msza:(s) —msXo + kz(s) =0, (15.131)
s 9 Kk
z(s) = e ML et (15.132)

Pela Equacéo (15.107) vemos que essa € a transformada de cos wgt, que resulta em
X (t) = Xo coswot, ’ (15.133)

como esperado. B

Exemplo 15.9.2  Nutagio DA TERRA
Um exemplo um pouco mais complicado ¢ a nutagao dos pdlos da Terra (precessdo livre de forga). Se tratarmos a
Terra como um esferdide (oblato) rigido, as equagdes de movimento de Euler se reduzem a

dX dY
plcin SOV S, MU 5 FRE LU 15.134
g aY, g7 +aX, ( )

emquea = [(I,-I,)/L|w,, X = w;, Y = w, com vetor de velocidade angular w = (w;,w,,w) (Figura 15.9),
I, = momento de inércia em torno do eixo z e I, = I, momento de inércia em torno do eixo z (ou y). O eixo z
coincide com o eixo de simetria da Terra. A diferenca entre o eixo de simetria e o eixo de rotagdo didria da Terra,
w, é de cerca de 15 metros, medida nos pélos. A transformacdo dessas equagdes diferenciais acopladas resulta em

sz(s) — X(0) = —ay(s), sy(s) — Y(0) = ax(s). (15.135)
Combinados para eliminar y(s), temos

s2z(s) — sX(0) + aY (0) = —a?z(s),
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Figura 15.9:
ou ;
z(s) = X(0) 5 ke Y(0)5 et (15.136)
Dai,
X(t) = X(0) cosat — Y (0)sen at. (15.137)
De modo semelhante,
Y (t) = X(0)sen at + Y (0) cos at. (15.138)

Essa expressdo é considerada a rotagéo do vetor (X, Y’) em sentido anti-hordrio (para a a > 0) em torno do €ixo z
com angulo # = at e velocidade angular a.
Podemos encontrar uma interpretacio direta escolhendo o eixo de tempo, de modo que Y (0) = 0. Entdo,

X(t) = X(0) cos at, Y (t) = X(0)sen at, (15.139)

que sio as equacdes paramétricas para rotagdo de (X,Y) em uma 6rbita circular de raio X (0), com velocidade
angular @ no sentido anti-horério. '

No caso da velocidade angular da Terra, o vetor X (0) é de cerca de 15 metros, enquanto a, como definida aqui,
corresponde a um periodo (27/a) de cerca de 300 dias. Na verdade, por causa dos desvios em relagdo ao corpo
rigido idealizado que admitimos ao estabelecer as equagdes de Euler, o perfodo ¢ de aproximadamente 427 dias. b
Se na Equacao (15.134) fizermos

X =L, Y@ =1,

em que L, e L, sdo as componentes z ¢ y do momento angular L, a = —g1, B, g1, € a razdo giromagnética e B,
¢ o campo magnético (ao longo do eixo z), entdo a Equagio (15.134) descreve a precessdo de Larmor de corpos
carregados em um campo magnético uniforme B,. ]

Funcao Delta de Dirac

H4 mais uma outra transformada que ¢ util para usar com equagoes diferenciais — a fun¢@o delta de Dirac: L

oo
L{5(t—to)} :/ e *t6(t —to)dt = e,  paraty >0, (15.140)
0

14D Menzel, ed., Fundamental Formulas of Physics, Englewood Cliffs, NJ: Prentice-Hall (1955), nova tiragem, 2¢ ed., Dover (1960), p. 695.
I5Em termos estritos, a funcdo delta de Dirac é indefinida. Contudo, a integral sobre ela € definida. Essa abordagem é desenvolvida na Secdo
.16 usando seqiiéncias delta.

—_
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eparaty =0
L{ét)} =1, (15.141)

em que se admite que estamos usando uma representagdo da funcio delta, tal que
/ 5(t)dt =1, o(t) =0, parat > 0. (15.142)
0

Como método alternativo, §(t) pode ser considerada o limite quando € — 0 de F'(¢),

0, 20,
Flill=4% g °, 0<t<e, (15.143)
0, t>e.
Por calculo direto,
1 — e 58
L{F))=="5°_ (15.144)
g8

Considerando o limite da integral (em vez da integral do limite), temos
gl_I)%E{F(@} =,
ou Equagao (15.141),
£{é(H)} = 1.

Essa funco delta costuma ser denominada fungdo impulso porque é muito dtil para descrever forcas impulsivas,
isto €, forgas que duram somente por um intervalo de tempo muito curto.

Exemplo 15.9.3 FORCA IMPULSIVA
A segunda lei de Newton para for¢a impulsiva agindo sobre uma particula de massa m se torna
d’X
— = Pi(t 15.145
m dt2 ( )7 ( )
em que P ¢ uma constante. Transformando, obtemos
msz(s) — msX(0) — mX'(0) = P. (15.146)

Para uma particula que parte do repouso, X’(0) = 0.!® Também consideraremos X (0) = 0. Entio,

P
T 15.147
z(s) L ( )
e
P
A =ik (15.148)
m
dX(t P
e i) = uma constante. (15.149)
dt m
O efeito do impulso P4(t) € transferir (instantaneamente) P unidades de momento linear 2 particula. .

Uma andlise semelhante se aplica ao galvandmetro balistico. O torque no galvanémetro € dado inicialmente por
kt, no qual ¢ é um pulso de corrente e k é uma constante de proporcionalidade. Uma vez que ¢ tem curta duracio,
fazemos

ki =kq d(t), (15.150)
em que ¢ € a carga total carregada pela corrente ¢. Entdo, sendo I o momento de inércia,
d*6
I— =kqd(t), 15.151
g2~ ka o) ( )
¢, transformando como antes, constatamos que o efeito do pulso de corrente é uma transferéncia de kq unidades
de momento angular ao galvandmetro. g

161ss0 deveria ser X'(+40). Para incluir o efeito do impulso, considere que o impulso ocorrerd em ¢t = € e faga e — 0.
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Figura 15.10: Mola.

Exercicios

15.9.1  Use a expressio para a transformada de uma derivada de segunda ordem para obter a transformada
de cos kt.

15.9.2  Uma massa m estd ligada a uma extremidade de uma mola nio-estendida, com constante de mola
k (Figura 15.10). No tempo ¢ = 0 a extremidade livre da mola sofre uma aceleragéo constante a,
longe da massa. Usando transformadas de Laplace,

(a) Ache a posic¢do x de m como uma fungio do tempo.
(b) Determine a forma limite de x(t) para t pequeno.
1 a . k
Resposta: (a) z = 5(1752 - F(l —coswt), w?= -
2
aw
(b)x = Tt‘l, wt < 1.
15.9.3  Nucleos radioativos se desintegram segundo a lei
dN
— = —AN,
dt

sendo N a concentracdo de um dado nuclideo e A a constante de desintegragdo particular. Essa
equacio pode ser interpretada como uma afirmacdo de que a taxa de desintegragdo € proporcional
ao nimero desses niicleos radiotivos presentes. Todos eles se desintegram independentemente.

Em uma série radioativa de n nuclideos diferentes, iniciando com Ny,

dNq
ks M RE
dt 14V1,
dN:-
TtQ = AN N1 — AaNs, e assim por diante.
dN,
dtn = A V15 estavel.
Ache Ny (£), Na(t), N3(t), n = 3, com N1(0) = No, No(0) = Ns(0) = 0. '
Resposta: Ny (t) = Noe 1%, Na(t) = No)\ A 3 (e7*1t — e™22t),
2 — A1
A iy Ky g
N3(t) = No| 1 — gty ek ],
3(?) 0( =B ' Tl )

Ache uma expressio aproximada para Ny ¢ N3, vdlida para t pequeno quando A; = Ag.
N,
Resposta: Ny =~ NoAit, N3~ 70)\1/\2t2.

Ache expressdes aproximadas para No e N3, validas para ¢ grande, quando

@ A1 > Ao,
(b) A < Ag.
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Resposta: (a) Ny ~ Noe™ 2t
N3 ~ No(l — (3421,)’ Xt 1.
; (b) N

. ~ ]V[);\Tlf:’,i/\ll,
5 Ns~ No(1—eM1t), Aot > 1.
#‘.‘ 1594 A formagao de um is6topo em um reator nuclear € dada por
i dNQ

—- nvo1Nig — A2 Na(t) — nvoaNa(t).
dt

Aqui, o produto nv € o fluxo de néutrons, néutrons por centimetro ctbico vezes centimetros por
segundo significa velocidade; o e o9 (cm?) sdo medidas da probabilidade de absorcao de néutrons
pelo isétopo original, concentracdo Nyg, que admitimos constante, ¢ do isétopo recentemente
formado, concentragdo Ny, respectivamente. A constante de desintegragdo radioativa para o is6topo

é Aa.
; (a) Ache a concentragido Ny do novo isétopo como uma fun¢@o do tempo.
(b) Se o elemento original for Eu'®3, oy = 400 barns = 400 x 10724 ¢m?2, 05 = 1.000 barns

1.000 x 1072* cm?, e Ay = 1,4 x 1079571, Se Njg = 10%° ¢ (nv) = 10° cm~2s~!, ache

Ns, a concentragdo de Eu'® ap6s um ano de irradiagio continua. Justifica-se supor que N; é

constante?

) 15.9.5 Em um reator nuclear, Xe!? ¢ formado como produto direto de fissdo e também como um produto
da desintegracio de '3, tempo de meia-vida de 6,7 horas. A meia-vida do Xe!3% ¢ de 9,2 horas.
Como o Xe!3®
concentragdo ¢ uma questdo de grande interesse. As equacoes relevantes sio

absorve fortemente néutrons térmicos e por isso “envenena” o reator nuclear, sua

£ dN; .
P =190 Ny — ANy,
({]V < .
dtx = ANr +7vxpos Ny — AxNx — poxNx.
i Aqui, N; = concentragdo de I'* (Xe!®%, U23%). Admita que

Ny = constante,
7v; = produgio de I'3® por fissio = 0, 060,
vx = produgdo de Xe!3® diretamente da fissdo = 0, 003,

& ' . In2 0,693
A = [135 (Xe”5) constante de desintegragio = —— = - !
t1/2 t1/2

Il

oy = seco de choque de fissdo de néutron térmico para U3°,

ox = se¢do de choque de absor¢do de néutron térmico para Xe!3®
3,5 x 108 barns = 3,5 x 108 cm?2.

(o1, se¢do de choque de absorgio de 1'3°, ¢ desprezivel.)

A A 3 ; -
® = fluxo de néutrons = néutrons/cm" X velocidade média (cm/s).

(a) Ache Nx(t) em termos de fluxo de néutrons ¢ e do produto orNy.

(b) Ache Nx(t — 00). .

(¢) Ap6s Nx ter alcancado o equilibrio, o reator é paralisado, ¢ = 0. Ache Ny (t) apos a
paralisacdo. Note o aumento em N, que pode, durante algumas horas, interferir com a nova
partida do reator.

15.10  Outras Propriedades

Substituicao

Se substituirmos o pardmetro s por s — a na defini¢do da transformada de Laplace (Equacio (15.99)), teremos

f(s—a)= / ‘(37(‘*’_“)‘5F(t) dt = / e Se™ F(t) dt
JO JO
= C{e®F(E) ) (15.152)
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Por conseguinte, a substitui¢do de s por s — a corresponde a multiplicar F'(t) por e* e vice-versa. Esse resultado
pode ser usado com vantagem para ampliar nossa tabela de transformadas. Pela Equacio (15.107), constatamos
imediatamente que

L{esen kt} = (15.153)

(s-a)2+k2;

além disso,
s—a

(s ap + &2
Exemplo 15.10.1  OsciLADOR ATENUADO

Essas expressdes sdo tteis quando consideramos uma massa oscilatdria com atenuacdo proporcional  velocidade.
A Equagdo (15.129), a qual foi adicionada essa atenuagdo, se torna

E{catcos kt} = s> a.

mX"(t) + bX'(t) + kX (t) = 0, (15.154)

na qual b € uma constante de proporcionalidade. Vamos admitir que a particula parta do repouso em X (0) = X,
X'(0) = 0. A equagdo transformada ¢

m[s*z(s) — sXo| + b[sz(s) — Xo| + kz(s) =0, (15.155)

(s) ms+b
z(s) =Xo—5—7——.
Oms® +bs+k
Essa expressao pode ser manipulada completando o quadrado do denominador:

2 >
. +£s+£ +i o Bew O} (15.157)
2m m  4m?

Se a atenuacdo for pequena, b* < 4 km, o dltimo termo é positivo e serd denotado por w?:

(15.156)

s+b/m
(s+b/2m)? + w?
s+b/2m (b/2mw )wy
(s + b/2m)? + w? O(s+b/2m)2 + w?’

(15.158)

Pela Equagao (15.153),

> b
X(t) = Xoe~ ®/2m)t <COS wit + sen wpt)
2mwq

== Xoﬂ(f(bﬂm)t cos(wit — @)
W1

(15.159)

)

i e b
gy = Dol

E claro que, a medida que b — 0, essa solugdo passa para a solu¢do nao-atenuada (Segio 15.9).
Analogia com RLC

Vale a pena notar a similaridade entre essa oscilacao harmonica simples atenuada de uma massa em uma mola ¢ um
circuito RLC (resisténcia, indutincia e capacitincia), (Figura 15.11). Em qualquer instante, a soma das diferencas
de potencial ao redor do circuito deve ser zero (lei de Kirchhof, conservagao de energia). Isso resulta em

L—+RI+~/ Idt=0. (15.160)

Diferenciando a corrente / em relagdo ao tempo (para eliminar a integral), temos

eI dI 1
LY 4 B 40> peo, 15.161
i - p -+ e ( )
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et s g e

L

Figura 15.11: Circuito RLC.

Se substituirmos (t) por X (t), L por m, R por b e C~! por k, entido a Equagio (15.161) é idéntica ao problema
mecanico. Esse € apenas um exemplo da unificagdo de diversos ramos da Fisica pela Matemdtica. Uma discussdo
mais completa serd encontrada no livro de Olson.!”

Translacao

Desta vez, seja f(s) multiplicada por e =% b > 0:

oo
e % f(s) = (f'bs/ e S'F(t) dt

0

= / e SO B (1) dt. (15.162)
0

Agora, sejat + b = 7. A Equacdo (15.162) se torna
ge.¢}
e Fls) = / e *TF(r —b)dr
Jb

— / e TF(1 — b)u(r — b) dr, (15.163)
0

em que u(7 — b) é a fungdo degrau unitdria. Essa relagio costuma ser denominada teorema do deslocamento de
Heaviside (Figura 15.12).

NS

/
|
1
: '

> /
t=b

i LI Tl

=0,para0 < 7 < b. Por conseguinte,

i itimos que F'(t) é igual a zero para t < 0, F(T — b) 3
Visto que admitimos q (t) ¢ig gral. Entdio, observando quet T é somente

podemos estender o limite inferior para zero sem mudar o valor da inte

uma varidvel de integragdo, obtemos
e~ % f(s) = L{F(t - b)}. (15.164)

1T . Olson, Dynamical Analogies, Nova York: Van Nostrand (1943).
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P Figura 15.11: Circuito RLC.
] Se substituirmos I(t) por X (t), L por m, R por b e C~! por k, entdo a Equacdo (15.161) € idéntica ao problema

mecanico. Esse é apenas um exemplo da unificagdo de diversos ramos da Fisica pela Matemdtica. Uma discusséao
mais completa serd encontrada no livro de Olson."”

Translacao

| Desta vez, seja f(s) multiplicada por g0 > @
1 ) 00
o PR E e = e*b‘“/ e SUF(t) dt
- Jo
= / eSO B (t) dt. (15.162)
Jo
Agora, sejat + b = 7. A Equacdo (15.162) se torna
i [e’e]
o F gl = / e TF(r—b)dr
b
= / e *TF (1 — b)u(r — b)dr, (15.163)
0
: em que u(7T — b) € a fun¢do degrau unitdria. Essa relacdo costuma ser denominada teorema do deslocamento de
‘ Heaviside (Figura 15.12).
’ F(1)
+ {l ?
l \/ : Fiz=0
-+ B >

N
S

Figura 15.12: Translagéo.

_ Visto que admitimos que F(t) ¢ igual a zero parat < 0, F(1 —b) = 0,para 0 < 7 < b. Por conseguinte,
! podemos estender o limite inferior para zero sem mudar o valor da integral. Entdo, observando quet 7 ¢ somente

uma varidvel de integragdo, obtemos
e~ f(s) = L{F(t—b)}. (15.164)

ITH. F. Olson, Dynamical Analogies, Nova York: Van Nostrand (1943).
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Exemplo 15.10.2  OnDAS ELETROMAGNETICAS
A equagdo de onda eletromagnética, sendo 2 = E, ou £/, uma onda transversal que se propaga ao longo do eixo

&6
O?E(z,t) 1 0%E(x,t)
—— 27— 77, 15.165
Ox? v2  Ot2 ( )
Transformando essa equacdo em relagio a ¢, obtemos
0? C s 1 OE(z,t)
—L1E(z,t); — S L{E(x,t —E(x, — 7 = 0. 15.166
0z? el v? VEm ) + v? )4 v Ot | ( :
Se tivermos a condi¢do inicial £(z,0) =0e
OE(z,t) 0
Ot - |,=q ’
entao,
i L{E(z,t)} = Szz:{E( 441 (15.167)
922 )y = x,t)}. 3.
A solugéo (dessa EDO) é
L{E(z,t)} = c1e” (/)% 4 gpet /v, (15.168)

As “constantes” ¢; e ¢ sdo obtidas por condi¢oes de contorno adicionais. Elas sdo constantes em relacdo a x mas
1

podem depender de s. Se nossa onda permanecer finita quando z — oo, L{E(x,t)}, também permanecera finita.

Por conseguinte, ¢ = 0. Se E(0, t) for denotada por F'(t), entdo ¢; = f(s) e

L{E(z,t)} = e~/ f(5). (15.169)
Pela propriedade da translacdo (Equagdo (15.164)), constatamos imediatamente que
F(t—-2%), t>2
E(z,t) = (t-3) ' (15.170)
0, £4 8

Diferenciagdo e substitui¢ao na Equacio (15.165) verifica a Equaga@o (15.170). Nossa solu¢do representa uma onda
(ou pulso) que se move na dire¢do positiva  com velocidade v. Note que para x > vt, a regido permanece nao-
perturbada; o pulso ndo teve tempo de chegar 14. Se quiséssemos que o sinal se propagasse ao longo do eixo x
negativo, c; teria de ser igualado a 0 e nés terfamos obtido

F(t+2), > &
E(z,t) =

(15.171)
0, §of =i,

N

¢

uma onda ao longo do eixo = negativo. |
Derivada de uma Transformada

Quando F(t), que €, no minimo, continua parte por parte, € s sdo escolhidos, de modo que e~ *!F'(t) converge
exponencialmente para s grande, a integral

/ e SUF(t)dt
Jo

¢ uniformemente convergente e pode ser diferenciada (sob o sinal de integral) em relagao a s. Entao,
r OO
Fls) = / (—t)e **F(t) dt = L{—tF(t)}. (15.172)
Jo

Continuando esse processo, obtemos
F™(s) = L{(-t)"F(¢)}. (15.173)
Todas as integrais obtidas dessa maneira serdo uniformemente convergentes por causa do comportamento
exponencial decrescente de e ** F'(t).
Essa mesma técnica pode ser aplicada para gerar mais transformadas. Por exemplo,

ge.el

; 4 1
L{e*} = e~ Stekt dt = S s> k. (15.174)
0 =
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Diferenciando em rela¢do a s (ou em relagiio a k), obtemos

1
A I T
e = s> k. (15.175)
Exemplo 15.10.3  Equacio pE BESSEL
Uma aplicagdo interessante de uma transformada de Laplace diferenciada aparece na solucdo da equagao de Bessel
com n = 0. Pelo Capitulo 11, temos

7%y (z) + 2y () + 2%y(z) = 0. Laria)

Dividindo por z e substituindo ¢ = x ¢ F(t) = y(x) para ficar de acordo com a presente notacio, vemos que a
equacdo de Bessel se torna
tF"(t) + F'(t) + tF(t) = 0. (15.177)

Precisamos de uma solugio regular, em particular, F(0) = 1. 1. Pela Equagdo (15.177), com ¢ = 0, F'(+0) =
0. Além disso, admitimos que nossa F'(t) desconhecida tem uma transformada. Transformando e usando as
Equagoes (15.123), (15.124) e (15.172), temos

d

— = [s°f(s) = 5] +8f(k>*1~djf( 5) = (15.178)
Rearranjando a Equacéo (15.178), obtemos
(s +1)f'(s) + sf(s) =0, (15.179)
ou
d‘;:‘%, (15.180)
uma EDO de primeira ordem. Por integracio,
Inf(s) = —2In(s*>+1) +InC, (15.181)
que pode ser reescrita como 4
fs) = ey (15.182)

Para fazer uso da Equagdo (15.108), expandimos f(s) em uma série de poténcias negativas de s, convergente para
s> 1:

C 1\ ~1/2
oy O [ 30 L
=5 (1+3)
Ci 1 1-3 (—=1)™(2n)!
=—|1l—-—4+ = 2 74 . 15.183
s [ 252 + 22 . 2154 (27nl)2s2n ( )
Invertendo termo a termo, obtemos
I’Lt27’L °
= ;) . 15.184
pPLeiial (W (15.184)

n=0

Quando igualamos C' a 1, como requer a condigéo inicial F(0) = 1, F(t) é exatamente Jo(t), nossa familiar
funcio de Bessel de ordem zero. Por conseguinte,

1

Note que admitimos s > 1. Deixamos a prova para s > 0 como problema.
Vale a pena observar que essa aplicacdo foi bem-sucedida e relativamente facil porque consideramos n = 0 na
equagdo de Bessel. Isso possibilitou dividir um fator de z (ou t). Se ndo tivéssemos feito isso, os termos da forma

L{Jt)} = (15.185)
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t*F(t) teriam introduzido uma derivada de segunda ordem de f (s). A equacdo resultante ndo teria sido mais facil
de resolver do que a original.

Quando passamos das EDOs lineares com coeficientes constantes, a transformada de Laplace ainda pode ser
aplicada, mas ndo hd garantia de que essa aplicagio serd proveitosa.

A aplicagdo a equagdo de Bessel, n # 0, serd encontrada nas referéncias. Como alternativa, podemos mostrar

que
a"™"(Vs?+a®—s)"
L{Jp(at)} = : (15.186)
/82 L a2
expressando J,(t) como uma série infinita e transformando termo a termo. &

Integracao de Transformadas

Novamente, sendo F'(t) no minimo continua parte por parte e = grande o suficiente para que e *'F(t) decresca
exponencialmente (quando z — o), a integral

flo)= /OOo e " F(t) dt (15.187)

¢ uniformemente convergente em relagdo a . Isso justifica inverter a ordem de integracio na seguinte equacgao:

b b 0
/f(;v)da::/ dx/ dte "' F(t)
J s S 0
- /°° LE“ (= — ) dt, (15.188)
0

na integracdo com relagdo a x. Escolhemos o limite inferior s grande o suficiente para que f(s) esteja dentro da
regido de convergéncia uniforme. Agora, deixando b — oo, temos

/OC f(r)dxfooo @e“dtgﬁ{l?gt)}, (15.189)

contanto que F'(t)/ seja finitaem ¢ = 0 ou divirja com menos forga do que ¢~ (de modo que L£{F'(t)/t} existird).

Limites de Integracao — Funcao Escalonada Unitdria

Os limites de integragdo reais para a transformada de Laplace podem ser especificados com a fungio degrau unitéria
(Heaviside)

0, t<k
U’(tkk){ 1, . +t>k

Por exemplo,

- —st 1 —ks
L{u(t—k)} :/k e *dt = pCIE

Um pulso retangular de largura k e altura unitdria ¢ descrito por F(t) = u(t) — u(t — k). Considerando a
transformada de Laplace, obtemos

.

k
1 s
L{ut) —u(t—k)} = / e dt=—-(1- e*kb).
0 S
A fung¢o degrau unitdria também € usada na Equagfo (15.163) e poderia ser invocada no Exercicio 15.10.13.

Exercicios
15.10.1  Resolva a Equagdo (15.154), que descreve um oscilador harmdnico simples atenuado para X (0) =
Xo, X'(0)=0e
(a) b = 4 km (criticamente atenuado),
(b) b? > 4 km (superatenuado).

b
Resposta: (a) X (t) = Xge (®/2m)? (1 + 2t>.
m
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15.10.2 Resolva a Equacdo (15.154), que descreve um oscilador harménico simples atenuado para X (0) =

15.10.3

15.10.4

15.10.5

0,X'(0)=wvpe

(a) b < 4 km (subatenuado),

(b) b* = 4 km (criticamente atenuado),
(c) b? > 4 km (superatenuado).

Resposta: (a) X (t) = Y0 o= (b/2m)t e wit,
w

1
(b) X (t) = vote~ /2t

|

\
I
~
h

Figura 15.13: Circuito de toque de campainha.

O movimento de um corpo em queda em um meio resistente pode ser descrito por

d®X (t) e d bdX(t)

dt? - dt

quando a forca de retardo € proporcional a velocidade. Ache X (t) e dX (t)/dt para as condi¢oes

iniciais e
X(0) = —
dt |,_q

Circuito de toque de campainha. Em certos circuitos eletronicos, resisténcia, indutancia e
capacitincia sao montadas em paralelo na placa de circuito (Figura 15.13). Uma voltagem constante
¢ mantida nos elementos paralelos conservando o capacitor carregado. No tempo ¢ = 0, o circuito €
desconectado da fonte de voltagem. Ache as voltagens através dos elementos R, L e C' como uma
fungdo do tempo. Admita que R € grande.

Sugestao: Pelas leis de Kirchhoff,

=0,

Ir+Ic+1,=0 ( Er=FEc=Ep,

em que
dly,
Er=1IrR E; =L—
r = IRrR, L @
@ 1 [
Fo==4— 1o dt,
c=cta ) c dt,

qo = carga inicial do capacitor.

Com a impedancia DC de L = 0, faga I1,(0) = Iy, F'1(0) = 0. Isso significa que g = 0.
Expressando Jy(t) como uma integral de contorno, aplique a operagio de transformada de Laplace,
inverta a ordem de integracdo e, assim, mostre que

L)} = (82 + 1)71/2, para s > 0.
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Desenvolva a transformada de Laplace de J,,(t) a partir de £{Jo(¢)} usando as relacdes de
recorréncia da funcdo de Bessel.

Sugestdo: Essa ¢ uma chance de usar indu¢io matemética.

Um cdlculo do campo magnético de um circuito de corrente circular em coordenadas cilindricas
circulares leva a integral

/ e *kJ) (ka) dk, R(z) = 0.
Jo

Mostre que essa integral é igual a a/(2% + a?)%/2.

O potencial eletrostatico de uma carga pontual g na origem em coordenadas cilindricas circulares é

oo ’
1 / e % Jo(kp) dk = —2 R(z) > 0.
0

4reg | dmey  (p2 + 22)1/2°
Por essa relacio, mostre que as transformadas de Fourier de co-seno e seno de Jy(kp) sdo

o . o\ —1/2
() \/iFC{JU(kp)}/O .]o(lfp)cos/fgdk~{ ((),027(3) ’ Zigf

- o o p> G
(b) \/;Fs{efo(kp)} :/0 Jo(kp)sen k¢ dk = { (0 - 42)4/27 p<C.

Sugestao: Substitua z por z + i¢ ¢ considere o limite quando z — 0.
15.10.9 Mostre que
c{hat)} = (2-a®)™"*  s>a

15.10.10 Verifique as seguintes transformadas de Laplace:

. sen at 1
@ L{jo(at)} = ﬁ{sunta } = g(:ozfgf1 ((—Z)

a
(b) £{n0(at)} ndo existe,
senh at s 1 ;
(© L{iolat)} = ﬂ{“" - } nSte _cotgw(i),
at 5=g = @ a
(d) E{k‘o(at)} ndo existe.
15.10.11 Desenvolva uma solugdo de transformada de Laplace da equacio de Laguerre

tF"(t) + (1 — t)F'(t) + nF(t) = 0.

Note que vocé precisa de uma derivada de uma transformada e de uma transformada de derivadas.
Vi até onde puder com n; entdo (e sé entdo) faca n = 0.

15.10.12 Mostre que a transformada de Laplace do polindmio de Lagucrre L, (at) é dada por

(s—a)”
gntl

L{Ln(at)} = , 850

15.10.13 Mostre que
1
[,{E](t)} =—In(s+1), 5 >0,
S

ot st ROO: =t
e e
dri= / dx.
J1

T T

em que

E(t) é a fungdo integral exponencial.
15.10.14 (a) Pela Equacdo (15.189), mostre que

./Ox f(z)dr = '/Ooo

contanto que as integrais existam.
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15.10.15

15.10.16

15.10.17

15.10.18

15.10.19

F(1)

a 2a 3a

Figura 15.14: Fungdo periddica.

(b) Pelo resultado precedente, mostre que

de acordo com as Equacoes (15.122) e (7.56).

senkt| (s
C{ ; }cotg (k)

(b) Usando esse resultado (com k = 1), prove que

(a) Mostre que

Lsift)} = fétg”s,

em que

o0
I sen x :
si(t) = f/ dx, a integral de seno.
¢ @

Se F(t) for periédica (Figura 15.14) com um periodo a, de modo queF'(t + a) = F(t) para todo
t > 0, mostre que

Jo et F(t) dt
L{F@)}:«—irigjaf—

agora com a integracdo somente sobre o primeiro periodo de F'(t).

9

Ache a transformada de Laplace da onda quadrada (periodo a) definida por

1; O<t< g
F(t){o . 2
5 §<t<a

2 T [ /70,3/2
Resposta: f(s) = B =

1—e-0as ’
Mostre que
& s2 943
(@) L{coshatcosat} = m, (¢) L{senhatcosat} = %—4;,
2 2 g 2 2
(b) L{coshatsen at} = %ﬁl—ai’ (d) L{senhatsen at} = ﬁ.

Mostre que

g2, 22y 1 b
@@ LH{(s+a%) "} = 53 5N at 2a2tcos at,
(b) £7{s(s*+ a2)72} = 2—1atsen at,

15 10 D) N2 ,i 1
) L {s (s —|—a) }72asenat+2tcosat,

(d) 5_1{53 (32 + a2)72} = cosat — %tsen at.




