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Transformadas Integrais

15.1 Transformadas Integrais
Na Fisica Matemdtica freqiientemente encontramos pares de fun¢des relacionadas por uma expressio da forma

b
g(a):/ F(t)K(a,t) dt. (15.1)

A fungdo g(c) é denominada transformada (integral) def(¢) pelo nicleo K (a,t). A operagdo também pode
ser descrita como o mapeamento de uma fun¢do f(t) no espago ¢t para uma outra fungdo, g(«), no espago a.
Essa interpretac@o adquire significancia fisica na relacao tempo-freqiiéncia de transformadas de Fourier, como no
Exemplo 15.3.1, e nas relagdes espago real-espago momentum da Fisica Quantica da Secdo 15.6.

Transformada de Fourier
Uma das mais tteis entre o ndmero infinito de possiveis transformadas € a transformada de Fourier, dada por

g(w) = \/%/_ ft)e™" dt. (15.2)

Duas modifica¢des dessa forma, desenvolvidas na Secao 15.3, s@o as transformadas de Fourier de co-seno e as

transformadas de Fourier de seno:
2 OO
ge(w) = \[/ f(t) coswt dt, (15.3)
™ Jo

gs(w) = \/g : f(t)sen wt dt. (15.4)

A transformada de Fourier € baseada no nicleo ¢'“? e suas partes real e imaginaria tomadas separadamente, cos wt
e sen wt. Como esses niicleos sdo as fungdes usadas para descrever ondas, as transformadas de Fourier aparecem
com freqiiéncia em estudos de ondas e na extragdo de informagdes de ondas, em particular quando estfio envolvidas
informagoes de fase. A leitura de um interferometro estelar, por exemplo, envolve uma transformada de Fourier
do brilho em um disco estelar. A distribuicdo de elétrons em um dtomo pode ser obtida de uma transformada de
Fourier da amplitude de raios X espalhados. Na Mecénica Quantica, a origem fisica das relagdes de Fourier da
Secdo 15.6 € a natureza ondulatéria da matéria e a descri¢ao que fazemos da matéria em termos de ondas.

Exemplo 15.1.1  TrANSFORMADA DE FOURIER DA GAUSSIANA

. o 5 . s § L i85
A transformada de Fourier de uma funcdo gaussiana e =%t

1 . :
g(w) = it~ / g0t gt dt,

pode ser feita analiticamente completando o quadrado no expoente,

. 2
242 2 i
—a’t” +wt = —a” [t — — —

( 2(1@)
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o que verificamos avaliando o quadrado. Substituindo essa identidade, obtemos

1 —w?/4a? > —a?t?
g(w) = —e e dt,
V 2 J —00
deslocando a varidvel de integragdo t — ¢ + % Isso é justificado por uma aplica¢do do teorema de Cauchy
ao retangulo com vértices — 7T, T, T + 55, =T + 2% para T — o0, observando que o integrando nao tem
nenhuma singularidade nessa regido e que as integrais sobre os lados, de £T a +T + 53, se tornam despreziveis
para T — oo. Por fim, reescalonamos a varidvel de integragao como ¢ = at na integral (veja as Equagoes ((8.6) ¢

(8.8)):
[ea=gf efu-= VL

a

w

—00 aJ -

Substituindo esses resultados, encontramos

(w) 1 w?
—_— —— X Fo (_ 5
g a2 P\ " 4a2

mais uma vez uma gaussiana, mas em um espago w. Quanto maior for g, isto ¢, quanto mais estreita for a gaussiana
%55 _a242 < . 2 " . 2
original e~ *", mais larga serd sua transformada de Fourier ~ e~ e ]

Transformadas de Laplace, Mellin e Hankel

Trés outros nucleos tteis sao
g o tJn(at), gre=h,

Esses niicleos ddo origem as seguintes transformadas

o0
g(a) = / f(t)e *dt, Transformada de Laplace (15.5)
0

g(a) = / F()tT,(at) dt, Transformada de Hankel (Fourier-Bessel) (15.6)
0

g(a) = / f(t)t*1dt,  Transformada de Mellin. (15.7)
0

Claro que os tipos possiveis sdo ilimitados. Essas transformadas sdo uteis na andlise matemética e em aplicagoes
fisicas. Na verdade, ja4 usamos a transformada de Mellin sem chamd-la por seu nome, isto €, g(a) = (a — 1)1 é
a transformada de Mellin de f(t) = e~t. Veja E. C. Titchmarsh, Introduction to the Theory of Fourier Integrals,
2¢ ed., Nova York: Oxford University Press (1937), para mais transformadas de Mellin. E claro que também
poderfamos dizer que g() = n!/a"*! ¢ a transformada de Laplace de f(t) = t". Das t€s, a transformada de
Laplace é, de longe, a mais usada e serd discutida minuciosamente nas Secdes 15.8 a 15.12. A transformada de
Hankel, uma transformada de Fourier para uma expansio de fun¢do de Bessel, representa um caso-limite de uma
série de Fourier-Bessel. Ela ocorre em problemas de potencial em coordenadas cilindricas e ¢ muito aplicada em
acustica.

Linearidade

Todas essas transformadas integrais s@o lineares, isto €,
b
/ [lel (t) + (32f2 (f,)] K(Oé, t) dt
‘ b b
=¢ / F1() K (o, t) dt + c2 / f2() K (o, t) dt, (15.8)

b b
/ cf () K (a,t)dt :c/ F&)K(a,t)dt, (15.9)

em que c; € ¢y sdo constantes e f1(t) e fa(t) sdo fungdes para as quais a operagdo transformada € definida.
Representando nossa transformada integral linear pelo operador L, obtemos

gla) = Lf(). (15.10)
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Esperamos que exista um operador inverso £~ 1, tal que’
f(t) =L g(a). (15.11)

No caso de nossas trés transformadas de Fourier, £~! é dado na Secio 15.3. Em geral, a determinacdo da
transformada inversa € o principal problema da utilizagio de transformadas integrais. A transformada inversa de
Laplace € discutida na Se¢do 15.12. Se o leitor quiser detalhes sobre as transformadas inversas de Hankel e Mellin,
consulte as Leituras Adicionais no final do capitulo.

Solugéo relativamente facil -
Problema no ¢ Solugdo no espago

espaco da transformada > da transformada

A

Transformada Transformada
integral inversa

Problema Solugdo dificil Solugio do
original problema original

Figura 15.1: Esquema para transformadas integrais.

Transformadas integrais t€ém muitas aplicacdes e interpretagdes fisicas especiais que serdo observadas no
restante deste capitulo. A aplicagdo mais comum estd esquematizada na Figura 15.1. H4 problemas que sdo
dificeis de resolver (se ¢ que podem ser resolvidos) nas coordenadas originais (espago original), mas cuja
transformada pode ser resolvida com relativa facilidade. Nesses casos a transformada inversa transporta a solugdo
das coordenadas transformadas para o sistema original. O Exemplo 15.4.1 e o Exercicio 15.4.1 ilustram essa
técnica.

Exercicios
15.1.1  As transformadas de Fourier para uma funcdo de duas varidveis sio

1 = =
zmm:%/ /mwwwwmw

1 s y
Flrsy) = %/ /F(u,v)e*l(wﬂy) du dv.
—00

Usando f(z,y) = f([z? + y?]'/?), mostre que as transformadas de Hankel de ordem zero
F(p)= [ ) door)ar,
0

f(r) / pE(p)Jo(pr) dp,
0
sdo um caso especial das transformadas de Fourier.

Essa técnica pode ser generalizada para derivar as transformadas de Hankel de ordem v =
0, %, 1, %, ... (compare com L. N. Sneddon, Fourier Transforms, Nova York: McGraw-Hill (1951)).
Uma abordagem mais geral, valida para v > —%, ¢ apresentada em Sneddon, The Use of Integral
Transforms (Nova York: McGraw-Hill (1972)). Poderiamos também observar que as transformadas

de Hankel de ordem ndo-inteira v = i% se reduzem a transformadas de Fourier de seno e co-seno.

"Expectativa ndo é prova e, aqui, a prova da existéncia é complicada porque, na verdade, estamos em um espago de Hilbert de nimero
infinito de dimensdes. Provaremos a existéncia nos casos especiais de interesse por construgio propriamente dita.
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Admitindo a validade do par de equagdes transformada de Hankel-transformada inversa de Hankel

/ F(t) o (at)t dt,
)= [ stern(atiade
mostre que a fung¢do delta de Dirac tem uma representagio integral de Bessel
it—t)= t/oo I (at)Jp (at’)a da.
0

Essa expressdo € itil para desenvolver fungdes de Green em coordenadas cilindricas, em que as
autofungdes sdo fungoes de Bessel.

Pelas transformadas de Fourier, Equagdes (15.22) e (15.23), mostre que a transformacao

t—lnx

W —a—7
G(a):/ F(z)z* 'dx
0

. ~Y+ioco
Elg)= L/ G(a)z™“da.

278 S _ioo
Essas expressoes sdo as transformadas de Mellin. Uma troca similar de varidveis é empregada na
Segdo 15.12 para derivar a transformada inversa de Laplace.
Verifique as seguintes transformadas de Mellin:

(a) / z* 'sen (kz)dr = k~%(a — 1)!sen?, -l<a<l.

(b) / Lcos(kx)de = k™ (a~1)!cos7r—2of, O<a< i,

Sugestao Vocé pode forcar as integrais a uma forma tratdvel inserindo um fator de convergéncia
* e (ap0s integragao) fazendo b — 0. Além disso, cos kz + isen kx = eXp ikx.

15.2 Desenvolvimento da Integral de Fourier

No Capitulo 14 mostramos que séries de Fourier sdo dteis para representar certas fungdes (1) em um intervalo
limitado [0, 27], [~ L, L], e assim por diante, ou (2) para o intervalo infinito (—co, c0), se a funco for periédica.
Agora, voltamos nossa aten¢do para o problema de representar uma funcio ndo-periddica em uma faixa infinita.
Em termos fisicos isso significa resolver um pulso tnico ou pacote de ondas em ondas senoidais.

Ja vimos (Segdo 14.2) que, para o intervalo [—L, L], os coeficientes a,, ¢ b, podiam ser escritos como

-

1 g ¢
—Z/ f(t)cos%dt, (15.12)
=T,

1 L
by = E[L f(t)sennTﬂ-tdt. (15.13)

A série de Fourier resultante é

L o0
):%[ f(t)dt+%Zcosmm/ () cos*dt

+ "m’/ £(0) sen—dt (15.14)
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ou

2L/ f)dt+ = Z/ f(t (os—(ffr)dt (15.15)

n=1

Agora deixamos que o pardmetro L se aproxime de infinito, transformando o intervalo finito [— L, L] no intervalo
infinito (—o0, 00). Fazemos
nm

7T = % = Auw, com L — o0.
Entao, temos
r) — — Z Aw / f(t) cosw(t — x) dt, (15.16)
n—l ==
ou
/ (Zw/ f(t) cosw(t — x) dt, (15.17)
0

subsliluindo a soma infinita pela integral sobre w. O primeiro termo (correspondente a ag) se anulou, admitindo-se
que [ f(t) dt existe.

E preciso sallenlar que esse resultado (Equagdo (15.17)) € puramente formal. Nao pretende ser uma derivacao
rigorosa, mas pode se tornar rigorosa (compare com I. N. Sneddon, Fourier Transforms, Secéo 3.2). Consideramos
a Equacao (15.17) a integral de Fourier. Ela estd sujeita as Londlgocs de que f(x) é (1) continua parte por parte,
(2) diferencidvel parte por parte e (3) absolutamente integravel, isto &, LX |f(x)| dz é finita.

Integral de Fourier — Forma Exponencial

Nossa integral de Fourier (Equacdo (15.17) pode ser colocada em forma exponencial, observando que

() = = / dw/ t) cosw(t — x) dt, (15.18)

enquanto

— ([u)/ Jsenw(t — ) dt = 0; (15.19)

cos w(t —z) é uma fungdo par de w e sen w(t — ) € uma fungdo impar de w. Somando as Equagdes (15.18) (15.19)
(com um fator %), obtemos o teorema integral de Fourier

flz) = L e " dw /X f(t)e™t dt. (15.20)

276 s

A varidvel w introduzida aqui € uma varidvel matemadtica aleatéria. Em muitos problemas fisicos, entretanto,
ela corresponde a freqiiéncia angular w. Entdo podemos interpretar a Equagdo (15.18) ou (15.20) como uma
representagdo de f(z) em termos de uma distribui¢ao de trens de onda senoidais infinitamente longos de fregiiéncia
angular w, nos quais a freqiiéncia ¢ uma variavel continua.

Derivacao da Funcao Delta de Dirac
Se a ordem de integragdo da Equagdo (15.20) for invertida, podemos reescrevé-la como

f(z) /X .f'(t){217r /j ghalt *”Mw}dt. (15.20a)

—O00

Aparentemente, a quantidade entre colchetes se comporta como uma fungao 6(¢ — ). Poderiamos considerar que
a Equac@o (15.20) nos d4 uma representagdo da funcio delta de Dirac. Como alternativa, nés a consideramos uma
pista para uma nova derivacgao do teorema integral de Fourier.

Pela Equacdo ((1.171b) (deslocando a singularidade de t = 0 to t = ),

f(x) = lim / f(&)on(t — x)dt, (15.21a)

n—oo
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em que 4, (¢ — x) é uma seqiiéncia que define a distribuicio d(t — z). Note que a Equacio (15.21a) admite que
f(t) € continua em ¢ = x. Consideramos que 8, (t — z) ¢

senn(t — ) s o 0, 2=
on(t—2)= ——2 = — i) 15.21b
n(t — ) T(t—2) o [ne dw, ( )
usando a Equagdo (1.174). Substituindo na Equagiio (15.21a), temos
1 [ L
f(®)= lim — / f(t) / e =2 dy dt. (15.21¢)
n—oo 27T = -

Permutando a ordem de integraciio e entio considerando o limite quando n — oo, temos a Equagdo (15.20), o
teorema integral de Fourier.
Entendendo que ele deve ter a frente um sinal de integral, como na Equagio (15.21a), a identificagdo

1L~
(5(t~x):—/ P % (15.21d)

T J-c

fornece uma representacdo muito itil da fungio delta.

15.3 Transformadas de Fourier — Teorema da Inversio
Vamos definir g(w), a transformada de Fourier da fungdo f(t), por

g(w) = \/%_W /_ f(t)e™t dt. (15.22)

Transformada Exponencial
Entéo, pela Equacdo (15.20), temos a relagio inversa, -

i = \/% /OO gw)e ™™ dw. (15.23)

Note que as Equagdes (15.22) e (15.23) sio quase, mas nio exatamente, simétricas, diferindo no sinal de 1.

Aqui ha dois pontos que merecem comentdrio. Primeiro, a simetria 1 /v/2m é uma questio de 0op¢ao € ndo
de necessidade. Muitos autores anexardo todo o fator 1/27 da Equacdo (15.20) a uma das duas equacgoes:
Equagdo (15.22) ou Equagdo (15.23). Segundo, embora a integral de Fourier, Equacao (15.20), tenha sido alvo
de muita aten¢do na literatura matemadtica, estaremos interessados primordialmente na transformada de Fourier e
sua inversa. Elas sdo as equagdes que tém significancia fisica.

Quando passamos o par de transformadas de Fourier para o espaco tridimensional, ele se torna

g(k) = ﬁ / fx)e’r d’r, (15.23a)
fr) = ﬁ / g(k)e T @3k, ) (15.23b)

As integrais estdo em todo o espaco. A verificagdo, se quisermos, é imediata, substituindo o lado esquerdo de uma
Equagdo no integrando da outra Equacio e usando a funcdo delta tridimensional 2 A Equagao (15.23b) pode ser
interpretada como uma expansdo de uma fungdo f(r) em um continuo de autofungdes de onda plana; entdo, g(k)
se torna a amplitude da onda, exp(—ik - r).

Transformada de Co-Seno

Se f(x) for par ou impar, essas transformadas podem ser expressas de uma forma um pouco diferente. Considere,
em primeiro lugar, uma fung@o par f. com f.(z) = f.(—z). Escrevendo a exponencial da Equacao (15.22) em
forma trigonométrica,

ge(w) = \/% /_OO fe(t)(coswt + isen wt) dt

== \/5/ fe(t) coswt dt, (15.24)
T Jo ;

25(r1 —r2) = 8(zy — 2)8(y1 — y2)S(21 — z2) com integral de Fourier (21 — z2) = % JZ2 expliki(z1 — 22)] dky ete.
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sendo que a dependéncia de sen wt desaparece com a integragdo sobre o intervalo simétrico (—oo, 00). De modo
semelhante, uma vez que cos wt € par, as Equagoes (15.23) se transformam em

Feld) = \/ZAOO ge(w) coswz dw. (15.25)

As Equacgdes (15.24) e (15.25) sao conhecidas como transformadas de Fourier de co-seno.

Transformada de Seno
O par correspondente de transformadas de Fourier de seno é obtido admitindo que f,(x) = — fs(—x), impar, ¢
aplicando os mesmos argumentos de simetria. As equagdes sdo

gs(w) = \/Z/o fs(t)sen wt dt, > (15.26)

folz)= \/z /:O gs(w)sen wx dw. (15.27)

Pela iltima equag¢do podemos desenvolver a interpretagdo fisica de que f(z) estd sendo descrita por um continuo
de ondas senoidais. A amplitude de sen wz € dada por y/2/mgs(w), na qual gs(w) € a transformada de Fourier de
seno de f(x). Veremos que a Equagéo (15.27) € a integral andloga ao somatério (Equacio (14.24)). Interpretacoes
similares sdo validas para os casos de co-seno e exponencial.

Se considerarmos as Equacdes (15.22), (15.24) e (15.26) como as transformadas integrais diretas, descritas por
L Equagdo (15.10), Sec¢@io 15.1, as transformadas inversas correspondentes, £~ da Equacio (15.11), sdo dadas
pelas Equacoes (15.23), (15.25) e (15.27).

Note que cada uma das transformadas de Fourier de co-seno e de seno envolve somente valores positivos (e
zero) dos argumentos. Usamos a paridade de f () para estabelecer as transformadas; mas, uma vez estabelecidas as
transformadas, o comportamento das fungoes f e g para argumento negativo € irrelevante. Na verdade, as proprias
equagoes transformadas impdem uma paridade definida: par para a transformada de Fourier de co-seno e
impar para a transformada de Fourier de seno.

Exemplo 15.3.1  TrEM DE ONDAS FINITO

Uma importante aplicacdo da transformada de Fourier € a resoluc@o de um pulso finito em ondas senoidais. Imagine
que um trem de ondas sen wot ¢ seja limitado por célula de Kerr ou obturadores saturdveis de célula, de corante,
de modo que temos

Nm
sen wot, [t < —,
Ft)= v ' (15.28)
0, [t] > —.
wo

Isso corresponde a N ciclos de nosso trem de ondas original (Figura 15.2). Uma vez que f(t) € fmpar, podemos

usar a transformada de Fourier de seno (Equagao (15.26)) para obter

9 "N /wo
gs(w) = \/7/ sen wotsen wt dt. (15.29)
™ Jo

Integrando, encontramos nossa fungdo amplitude:

() =/ 2|

™

SGH[((.UO = w) (Nﬂ'/CU())] B sen[(wo + w) (Nﬂ'/u)o)]
2(wo — w) 2(wo + w)

(15.30)

E de consideravel interesse ver como gs(w) depende da fregiiéncia. Para wy € w & wy, somente o primeiro termo
serd de alguma importancia por causa dos denominadores. Ele esta representado no grafico da Figura 15.3. Essa é
a curva da amplitude para o padrao de difracdo de fenda tnica.
Ha zeros em .
o & = ii, iz, e assim por diante. (15.31)
wo wWo N N

3Note que um fator —i foi absorvido nessa g(w).
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Figura 15.2: Trem de ondas finito.

g,(w)

1 Nn

N2r 0)—0

J\/\/\ /\/\V/\

’VV\/ vV

w = CI)O
Figura 15.3: Transformada de Fourier de trem de ondas finito.

Para N grande, g, (w) também pode ser interpretada como uma distribuicao delta de Dirac, como na Secdo 1.15.
Uma vez que as distribuicdes fora do mdximo central sdo pequenas nesse caso, podemos considerar

Wo
Aw=—_ (15:32)
N
uma boa medida da dispersdo da freqiiéncia de nosso pulso de onda. E claro que, se N for grande (um pulso longo),
a dispersdo da freqiiéncia ser4 pequena. Por outro lado, se nosso pulso for limitado e ficar curto, N pequeno, a
distribui¢ao de freqiiéncia serd mais larga e 0s maximos secunddrios serdio mais importantes. ]

Principio da Incerteza .

Eis aqui um andlogo classico do famoso principio da incerteza da Mecanica Quantica. Se estivermos tratando com
ondas eletromagnéticas,

h

Q_w =F energia (de nosso féton)
T

hA

=S AE (15.33)
2w

sendo 4 a constante de Planck. Aqui, AE representa uma incerteza na energia de nosso pulso. Hi também uma
incerteza em relacdo ao tempo, porque nossa onda de N ciclos requer 2N /wq segundos para passar. Considerando
2N7

At , (15.34)
wo
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temos o produto dessas duas incertezas:

hAw 27N b wo 27N

AE - At = . = .
27 wo 2N wy

= h. (15.35)

Na verdade, o principio da incerteza de Heisenberg afirma que

AFE - At > —h—, (15.36)
4

e isso € claramente satisfeito em nosso exemplo.

Exercicios

15.3.1

(a) Mostre que g(—w) = g*(w) é uma condi¢@o necessdria e suficiente para f(x) ser real.

(b) Mostre que g(—w) = —g*(w) é uma condi¢@o necessdria e suficiente para f(x) ser imagindria
pura.

Nota: A condigio da parte (a) € usada no desenvolvimento das relacoes de dispersdo da Se¢do 7.2.

Seja F(w) a transformada (exponencial) de Fourier de f(z) ¢ G(w) a transformada de Fourier de
g(x) = f(z + a). Mostre que v
G(w) = e "“F(w).

fd - Ao 23

A funcido

lz| > 1
¢ uma fungdo escalonada finita simétrica.

(a) Ache g.(w), transformada de Fourier de co-seno de f(x).
(b) Considerando a transformada inversa de co-seno, mostre que

™ w

92 7
) = 7/ senwcoswxdw.
0

(c) Pela parte (b), mostre que

* sen w coswx 2l > 1,
/ —  dw= : |z =1,
0

w
; & < 1,

(a) Mostre que as transformadas de Fourier de seno e co-seno de e~ s3o

2 W 2 a
s =\ are W =Vigre

Sugestdo: Cada uma das transformadas pode ser relacionada com a outra por integracdo por

partes.
(b) Mostre que
* w sen wx
2—2—dw = —
0 wta
o
CcOSWT T
ﬁdw = —eﬂw,
0 w'ta 2a

Esses resultados também s@o obtidos por integracdo de contorno (Exercicio 7.1.14).
Ache a transformada de Fourier do pulso triangular (Figura 15.4).

_‘ h(l — a|$|), || < %,
e { 0, 2| > 1.

Nota: Essa fungdo dd uma outra seqiiéncia deltacom h = a e a — oc.
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15.3.6

15.3.7

15.3.8

15.3.9

15.3.10

4/(x)

—1/a l/a

Figura 15.4: Pulso triangular.

Defina uma seqiiéncia
n, |lz| < 5=,
On(z) = { ln

(Essa € a Equacdo (1.172)). Expresse ¢,,(z) como uma integral de Fourier (via o teorema integral
de Fourier, transformada inversa etc.). Por fim, mostre que podemos escrever

0(z) = lim §,(x) = i/ e~ dk.

n—00 2w -

Usando a seqiiéncia

plz) =

o(x) - / e~k k.

:g e

n7r exp(—n’z?),

mostre que

Nota: Lembre-se de que d(x) ¢ definida em termos de seu comportamento como parte de um
integrando (Secdo 1.15), em especial Equagdes (1.178) e (1.179).

Derive as representacdes de seno e co-seno de (¢ — ) que sdo compardveis com a representagio
exponencial, Equacgio (15.21d).

2 [ 2 [
Resposta. = / sen wtsen wx dw, = / cos wt cos wx dw.
™ Jo ™ Jo

Em uma cavidade ressonante, uma oscila¢do eletromagnética de freqiiéncia w se extingue como
A(f) _ Aoe‘w()t/2Qe~1wgt7 t>o0.

(Considere A(t) = 0, parat < 0.) O parametro ) ¢ uma medida da razdo entre energia armazenada
e perda de energia por ciclo. Calcule a distribui¢ao de freqiiéncia da oscilagdo, a* (w)a(w), em que
a(w) é a transformada de Fourier de A(t).
Nota: Quanto maior for (), mais inclinada serd sua linha de ressonancia. k

A2 |

Resposta: a” (w)a(w) = 3 (W —wo)? + (wo/2Q)%

Prove que

h /°° eWtdy [ exp(—gf)exp(—=¥pt), >0,
270 J_oo Bo —iT/2—hw | o, t<0.

Essa integral de Fourier aparece em uma variedade de problemas da Mecanica Quantica: penetracio
de barreira WKB (Wentzel-Kramers Brillouin), dispers@o, teoria da perturbacdo dependente do
tempo, e assim por diante.

Sugestdo: Tente integrag¢do de contorno.
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15.3.11

15.3.12

15.3.13

15.3.14

15.3.15

15.3.16

15.3.17

15.3.18

Verifique que as seguintes sdo transformadas integrais de Fourier uma da outra:

\/‘ \/ﬁ |z] < a, e Jo(ay),

0, |z| > a,
0, |z| < a,
2 1
\fﬁ ol >a, e Noalyl),
1
© Ko(alyl).

\/ Vaz + a2
(d) Vocé tem uma idéia de por que Iy(ay) ndo estd incluida nessa lista?

Sugestdo: Jy, Ny e Ky podem ser transformadas com muita facilidade usando uma representacio
exponencial, invertendo a ordem de integragio e empregando a representaciio exponencial da funcio
delta de Dirac (Secdo 15.2). Esses casos podem ser tratados igualmente bem como transformadas
de Fourier de co-seno.

Nota: A relagdo K parece conseqiiéncia de uma Equacio de fungdo de Green no Exercicio 9.7.14.
Um célculo do campo magnético de um circuito de corrente circular em coordenadas cilindricas
circulares leva a integral

ge o}
/ coskz k Ky (ka) dk
0

Mostre que essa integral € igual a
Ta

2(22 + a2)3/2"
Sugestdo: Tente diferenciar o Exercicio 15.3.11(c).

Como extensdo do Exercicio 15.3.11, mostre que

(a)/ Jo(y)dy =1, (b)/ No(y) dy = 0, (C)/ Ko(y)dy =

A integral de Fourier, Equagio (15.18), é considerada sem significado para f(t) = cos at. Mostre
que a integral de Fourier pode ser estendida para cobrir f(t) = cosat pela utilizagdo da fungio
delta de Dirac.

Amm

Mostre que

= 2 2 7]/2
/ sen kaJO(kp)dk;:{ (a */)) ) p < a,
b 0, p > a.

Aqui, a e p sdo positivos. A equagdo resulta da determinagio da distribui¢do de cargas em um disco
condutor isolado, de raio a. Note que a fungio a direita tem uma descontinuidade infinita p = .
Nota: A abordagem da transformada de Laplace aparece no Exercicio 15.10.8.

A fungdo f(r) tem uma transformada exponencial de Fourier,

g( = 3/2/f Ty — ( )3/2k2

Determine f(r).
Sugestao: Use coordenadas polares esféricas no espaco k.

Resposta: f(r) = .
T

(a) Calcule a transformada exponencial de Fourier de f(x) = e~®/®l,
(b) Calcule a transformada inversa empregando o célculo de residuos (Secio 7.1).

Mostre que as seguintes sdo transformadas de Fourier uma da outra.

2 oy —1/2
Zan(f) & \/;Tn(l')(l = ) 3 |.’Li 2kl 5

0, Eegh
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T, (z) é a polinomial de Chebyshev de enésima ordem.
Sugestdo: Com T}, (cos @) = cosn, a transformada de T}, (z)(1—22) /2 leva a uma representacio
integral de J,, (¢).

15.3.19 Mostre que a transformada exponencial de Fourier de

_J Paw),  |pl <1,
f(/l){o’ lul > 1

€ (24" /27)jn(kr). Aqui, P,(p1) é uma polinomial de Legendre e 4, (kr) é uma funcdo de Bessel
esférica.

15.3.20 Mostre que a transformada exponencial tridimensional de Fourier de uma funcdo radialmente
simétrica pode ser reescrita como uma transformada de Fourier de seno:

3/2 / f(r zkrd3 \/7/ rf sen krdr.

15321 (a) Mostre que f(z) = z71/2 é auto-reciproca sob as transformadas de Fourier de co-seno ¢ seno,

isto €,
\[/ 12 cosztdr =t~ 1/2,
\/7/ Zsen ztds =t~ /2,

(b) Use os resultados precedentes .para avaliar as integrais de Fresnel fo cos(y?)dy e

57 sen(y?) dy.

15.4 Transformada de Fourier de Derivadas

Na Secido 15.1, a Figura 15.1 delineia a técnica geral de usar transformadas de Fourier e transformadas inversas
para resolver um problema. Aqui damos um passo inicial na resolu¢io de Wma equacio diferencial obtendo a
transformada de Fourier de uma derivada.

Usando a forma exponencial, determinamos que a transformada de Fourier de f(z) é

o) = = [ s, (1537)
e para df (z)/dx, ¢

g1(w) = \/%/jo 2) s g | (15.38)

Integrando a Equagéo (15.38) por partes, obtemos

eiwx z
w) = —f(x) “¥dx. 15.39
Se f(x) desaparecer* quando x — 4-00, temos
g1(w) = —iwg(w); (15.40)

isto &, a transformada da derivada é (—iw) vezes a transformada da fungio original. Isso pode ser imediatamente
generalizado para a enésima derivada, dando como resultado

In(w) = (—iw)"g(w), (15.41)

contanto que todas as partes integradas desapare¢am quando  — =co. Esse é o poder da transformada de Fourier,
a razao por que ela ¢ tdo qtil para resolver equacdes diferenciais (parciais). A operagdo de diferenciacdo foi
substitufda por uma multiplica¢do no espaco w.

4A parte os casos como o Exercicio 15.3.6, f () deve desaparecer quando 2z — o0, para que a transformada de Fourier de f(z) exista.
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Exemplo 15.4.1 Equagio DE ONDA

Essa técnica pode ser usada com vantagem no tratamento de EDPs. Para ilustrar a técnica, vamos derivar uma
expressdo familiar da Fisica elementar. Uma corda infinitamente longa estd vibrando livremente. A amplitude y
das vibracdes (pequenas) satisfaz a Equagdo de onda

0%y 1 0%y
e P 15.42
or?  v? Ot? ( )
Vamos admitir uma condig¢do inicial

(e, 0) = flz)s (15.43)

em que f ¢ localizada, isto é, se aproxima de zero em z grande.
Aplicando nossa transformada de Fourier em z, o que significa multiplicar por ¢'**, ¢ integrando sobre z,
obtemos

' Pl t) o0 1 1 Byle,l) 4.
Bl o N ,la d = = "—(7' iza‘t df' ]544
/4OO orz © > 02 ; . ( )
ou Y (o)
: 1 é a,t '
iv)2 _ ’
(—i)?Y (a,t) = FCRE TR (15.45)
Aqui, usamos
1™ |
Y(a,t) = — y(z,t)e'** dz (15.46)
@)=—= [ s

¢ a Equacdo (15.41) para a derivada de segunda ordem. Note que a parte integrada da Equagdo (15.39) se anula:
a onda ainda ndo foi a 0o porque estd se propagando para diante no tempo e nao ha nenhuma fonte no infinito
porque f(+o0) = 0. Uma vez que ndo aparece nenhuma derivada em relaciio a «a, a Equacdo (15.45) €, na
verdade, uma EDO, ou seja, a Equagdo do oscilador linear. Essa transformagao, de uma EDP para uma EDO, € um
feito significativo. Resolvemos a Equagdo (15.45) sujeita as condigoes iniciais adequadas. Em ¢ = 0, aplicando a
Equacio (15.43), a Equagdo (15.46) se reduz a

1 e ;
Yo 0)=~— Faye*Ede = Fla). (15.47)
v 2T /(X,
A solucio geral da Equagio (15.45) em forma exponencial €
Y (o, t) = F(a)e™*. (15.48)

Usando a férmula de inversdo (Equagdo (15.23)), temos

1 ta ;
y(x,t) = \E/ Y (a,t)e™ " da, (15.49)

e, pela Equacdo (15.48),

1 7 ; :
y(z,t) = = / F(a)e™@FvY) do, (15.50)
—0o0
Uma vez que f(z) é a transformada inversa de Fourier de F'(a), :
y(z,t) = f(z F vt), (15.51)

correspondente as ondas que avangam nas dire¢des + € —x, respectivamente.
As combinagdes lineares de ondas particulares sdo dadas pela condi¢do de contorno da Equacao (15.43) e

alguma outra condi¢do de contorno, tal como uma restri¢ao sobre Ody/ot. |
A proeza que a transformada de Fourier realiza aqui merece destaque especial.
e Nossa transformada de Fourier converteu uma EDP em uma EDO, em que o “grau de transcendéncia” do
problema foi reduzido.
Na Seciio 15.9, transformadas de Laplace sdo usadas para converter EDOs (com coeficientes constantes) em
equacdes algébricas. Mais uma vez, o grau de transcendéncia ¢ reduzido. O problema ¢ simplificado, como mostra
a Figura 15.1.
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Exemplo 15.4.2  EDP po FLUXO DE CALOR

Para ilustrar outra transformacdo de uma EDP em uma EDO, vamos aplicar a transformada de Fourier 2 Equagio
diferencial parcial do fluxo de calor

o _ 0%
at  * Bz2

em que a solugdo 1 (x,t) € a temperatura no espago como uma funcio do tempo. Considerando a transformada de
Fourier de ambos os lados dessa Equagao (note que, aqui, somente w ¢ a varidvel da transformada conjugada para
x porque t € o tempo na EDP do fluxo de calor), em que

1 e :
U(w,t) = E[ Y(z,t)e"” dx,

isso resulta em uma EDO para a transformada de Fourier ¥ de v na varidvel de tempo t,

0 (w, t)

e —a?w?V(w, t).

Integrando, obtemos

In¥=-a?w’t+InC ou T = Qe @'t
em que a constante de integragdo C ainda pode depender de w e, em geral, é determinada por condi¢des iniciais. De
fato, C' = ¥(w, 0) € a distribui¢do espacial inicial de ¥, portanto é dada pela transformada (em z) da distribuicdo

espacial inicial de 1), a saber, ¥(z, 0). Colocando essa solu¢do de volta em nossa transformada inversa de Fourier,
temos como resultado

1 = ) 2 2
h(x,t) = — Clu)e ez & din
v == [ oW
Por simplicidade, aqui consideramos C' independente de w (admitindo uma distribui¢do de temperatura inicial de

fun¢do delta) e integramos completando o quadrado em w, como no Exemplo 15.1.1, fazendo as trocas adequadas
de varidveis e parAmetros (a®> — a?t, w — x,t — —w). Isso resulta na solugdo particular da EDP de fluxo de

calor,
C x?
Pz, t) = exXpl ——— 1,
p(z,t) = p( )

a 4a2t

que aparece como uma hipdtese inteligente no Capitulo 8. Na verdade, mostramos que 1 é a transformada inversa
de Fourier de C exp(—a®w?t). &l

Exemplo 15.4.3  InvERsAO DE EDP
Derive a integral de Fourier para a funcio de Green G da EDP de Poisson, que é uma solucgio de

V2Go(r,r') = —6(r —1').
Uma vez conhecida Gy, a solugio geral da EDP de Poisson,
V20 = —4np(r)

da eletrostatica, ¢ dada como
O(r) = /Go(r, r')dnp(r’) d3r'.
Aplicando V2 a @ e usando a EDP que a funcdo de Green satisfaz, verificamos que

V2®(r) = /V2G0(r, r')amp(r') d3r' = — /.5(1" — 1 )arp(r') d®r' = —4mp(x).
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Agora usamos a transformada de Fourier de G, que € go, € desta a da fungéo 4, escrevendo

’ 5 / d3p ; / d3p
2 ip-(r—r’) Y R ip-(r—r’)
v [atweme 0 s == f e

Como os integrandos de integrais de Fourier iguais devem ser os mesmos em (quase) todo lugar, o que resulta da

transformada inversa de Fourier, € com

VP t—r) = jpeip (r—r")
isso resulta em —p2go(p) = —1. Por conseguinte, a aplicacdo do laplaciano a integral de Fourier f(r) corresponde
a multiplicar sua transformada de Fourier g(p) por —p?. Substituir essa solugdo na transformada inversa de Fourier

para G resulta em

' d3p 1
— [ =T -
Gofryx') = / (2m)3p?2  Am|r—r'|

Podemos verificar a dltima parte desse resultado aplicando V2 a Gy novamente e lembrando, do Capitulo 1, que

2
v o r’l —4mé(r — 1').

A transformada inversa de Fourier pode ser avaliada usando coordenadas polares, explorando a simetria esférica
de p2. Por simplicidade, escrevemos R = r — r’ e denominamos 6 o 4ngulo entre R ¢ p,

- d3 . 2w
PR (p dp ePleosd g cos 6 de
p? 0

4 /°° sen pR
= dp
cosf=—1 R Jo p

dp szwsO
zR P
A / sen pR - 22
0

ety iy o il B
i R (pR) 7

em que f e @ sdo os angulos de p e = Sm ¢dr = T, do Exemplo 7.1.4. Dividindo por (27)3, obtemos
g 0 P

Go(R) = 1/(4mR), como afirmamos. Uma avahagdo dwsa trdmiormada de Fourier por integracio de Comorno é

dada no Exemplo 9.7.2. =l

Exercicios
154.1 A equagio de idade de Fermi unidimensional para a difusdo de néutrons que desaceleram em algum

meio (como grafite) €
0?q(z,7) Oq(z,T)
ox2 ot
Aqui, ¢ é o niimero de néutrons que desaceleram, caindo abaixo de alguma dada energia por segundo
por unidade de volume. A idade de Fermi, 7, ¢ uma medida da perda de energia.
Se ¢(z,0) = Sd(z), correspondente a uma fonte plana de néutrons em z = 0, emitindo S néutrons

por unidade de drea por segundo, derive a solugéo

2
e T /4T

~

=5 ;
o VarT

Sugestdo: Substitua q(z, 7) por

p(k,T) = e dz.

V2T /
Isso é andlogo 2 difuséo de calor em um meio infinito.

15.4.2 A Equagdo (15.41) resulta em

02(0) = —wg(w)
para a transformada de Fourier da derivada de segunda ordem de f(z). A condi¢do f(z) — 0
para  — oo pode ser ligeiramente relaxada. Ache a condigdo menos restritiva para a equagao
precedente para que go(w) seja valida.




