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9.5 Solugoes de Série — Método de Frobenius
Nesta se¢io desenvolvemos um método para obter uma solugio da EDO linear homogénea de segunda ordem. O
método, uma expansio de série, sempre funcionard, contanto que o ponto de expansdo ndo seja pior do que um
ponto singular regular. Em Fisica, essa condi¢do muito branda é quase sempre satisfeita.

Uma EDO linear homogénea de segunda ordem pode ser colocada na forma

d?y dy _
g2 T P@) - +Qz)y =0. (9.80)

A equacio é homogénea porque cada termo contém y(z) ou uma derivada; linear, porque cada y, dy/dz ou
d?y/dz? aparece como a primeira poténcia — e nenhum produto. Nesta se¢do desenvolvemos (a0 menos) uma
solucdo da Equacdo (9.80). Na Segio 9.6 desenvolvemos a segunda solugiio, independente, e provamos que nao
existe nenhuma terceira solucio independente. Por conseguinte, a solu¢do mais geral da Equagéo (9.80) pode
ser escrita como

|y(@) = e (@) + ey (@) (9.81)
Nosso problema fisico pode levar a uma EDO linear nao-homogénea, de segunda ordem
d*y dy
— 4+ P(z)—= = F(z)- 9.82
S+ P@) 2 +Qa)y = F@) 9.8

A fungdo da direita, F'(z), representa uma fonte (tal como uma carga eletrostatica) ou uma forga propulsora (tal
como em um oscilador for¢ado). Solugdes especificas dessa equagdo ndo-homogénea sdo abordadas rapidamente
no Exercicio 9.6.25. Elas sdo exploradas com um certo detalhe usando as técnicas de fungdo de Green, nas Secoes
9.7¢10.5, e com uma técnica de t ransformada de Laplace na Segdo 15.11. Denominando essa solugio ,, podemos
adicion4-la a qualquer solugdo da equagiio homogénea correspondente, a Equacdo (9.80). Dai, a solu¢iio mais geral
da Equacdo (9.82) é

[y(2) = 11 (2) + capa(a) + v @)- 9.83)

As constantes c; € ¢y serdo eventualmente fixadas por condi¢des de contorno.

Por enquanto, admitimos que F'(x) = 0 e que nossa equagao diferencial ¢ homogénea. Tentaremos desenvolver
uma solugo para nossa equago diferencial linear homogénea de segunda ordem, Equag@o (9.80), pela substituigdo
por uma série de poténcias com coeficientes indeterminados. Também estd disponivel como um pardmetro a
poténcia do menor termo da série que ndo se anula. Como ilustragdo, aplicamos o método a duas equacoes
diferenciais importantes, primeiro a equacio do oscilador linear (cldssico)

d2
d—;; +wly =0, (9.84)

com solucdes conhecidas y = senwz, cos wx.
Experimentamos
y(z) = 2¥(ap + a1z + azz® + agz® + - --)

o0
=S adtt, e #£0, (9.85)
A=0

”

com o expoente k e todos os coeficientes ay ainda indeterminados. Note que k ndo precisa ser um inteiro.
Diferenciando duas vezes, obtemos

gﬁ = Z ax(k 4 N1

= A=0

Py &

T2 = 2o+ Nk +A— 122,
A=0 -

Substituindo na Equacio (9.84), temos

Z ax(k + N (k+ X — 1)zhtA=2 4 2 Z axzkt* = 0. (9.86)
A=0 A=0
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Pela nossa andlise da unicidade da série de poténcias (Capitulo 5), os coeficientes de cada poténcia de x no lado
esquerdo da Equagdo (9.86) devem desaparecer individualmente.

A poténcia mais baixa de x que aparece na Equacdo (9.86) € x¥~2, para A = 0 no primeiro somatério. A
exigéncia de que o coeficiente desapareca® resulta em

(L()k?(k — 1) =0.

Escolhemos ay como o coeficiente dos termos mais baixos que néo desaparecem da série (Equagdo (9.85)); dai,
por defini¢do, ag # 0. Por conseguinte, temos

k(k —1) =0. 9.87)

Denominamos essa equacio, que vem do coeficiente da poténcia mais baixa de x, equacao indicial. A equacgdo
indicial e suas rafzes tém importancia critica para nossa andlise. Se k = 1, o coeficiente a; (k + 1)k de zF~1 deve
desaparecer, de modo que a; = 0. Claro que nesse exemplo devemos exigir que k=0ouk=1

Antes de considerarmos essas duas possibilidades para k, voltamos a Equacdo (9.86) e impomos que os
coeficientes liquidos restantes, digamos, o coeficiente de zk+3(j > 0), desaparecam. Estabelecemos A = j + 2 no
primeiro somatério e A = j no segundo. (Sdo somatérios independentes € A € um indice mudo). Isso resulta em

ajpa(k+j+2)(k+j+1)+w’a; =0

ou o
w

2= U G )kt +1)

Essa é uma relaciao de recorréncia de dois termos.® Dado a;, podemos calcular a1 € entio aj+4, ajt6, € assim
por diante, até o ponto que desejarmos. Note que, para esse exemplo, se comegarmos com ag, Equag@o (9.88) leva
aos coeficientes pares ag, ag, € assim por diante, € ignora ay, a3, as, € assim por diante. Visto que a; € arbitrdrio se
k = 0 e necessariamente zero se k = 1, vamos igualé-lo a zero (compare com os Exercicios 9.5.3¢€9.5.4) e entdo,
pela Equag@o (9.88)

(9.88)

a3=a5=a7=~~-:0,

e todos os coeficientes de nimero impar desaparecem. As poténcias impares de z na verdade reaparecerdo quando
for usada a segunda raiz da equagéo indicial.

Voltando 2 Equagdo (9.87), nossa equagdo indicial, em primeiro lugar experimentamos a solugéo k=0 A
relacfio de recorréncia (Equacéo (9.88)) se torna

2
w
P W ..U 9.89
GGG+ 1) O
oquelevaa
w? w?
ag = _aol—-i = ——2Ta0,
w? it
84=—Ggg—7 = +an,
w? wb ;
ag = —a45—6— = ——6Tao, e assim por diante.
Por inspegdo (e indugdo matematica),
2n
w
an = (—1)"——(2n),ao, (9.90)
e nossa solugdo é
2 4 6
o(@)emo = ao|1— W2 4 W) _ CEARTIN (—— 9.91)

21 4! 6!

8Ver a unicidade de séries de poténcia, Se¢do 5.7.
9 A relagiio de recorréncia pode envolver trés termos, isto é, a2, dependendo de a; e a; 2. A Equagdo (13.2) para as fungdes de Hermite
fornecem um exemplo desse comportamento.
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Se escolhermos a raiz da equagéo indicial k£ = 1 (Equagdo (9.88)), a relagdo de recorréncia se torna

2 9.9
Gjyo = —0j . .92)
N "G+3)(+2)
Substituindo em j = 0, 2, 4, sucessivamente, obtemos
B w? B w2
ag = —aom = —ﬁao,
w2 w?
a4 = —azﬁ = +an,
= —q w_2 = Zi e assim por diante
a6 = —Gap— = 71 305 P .
Mais uma vez, por inspe¢do e indu¢do matematica,
n_W 9.93
azn = (—1) mao- (9.93)
Para essa escolha, K = 1, obtemos
(wz)? | (wo)t (o)
Y@=t = aox[l T T
_ag (wz)® | (w)b (wz)"
_Z[(‘”).— TR T
= @senwx. 9.94)
w

Para resumir essa abordagem, podemos escrever a Equagdo (9.86) esquematicamente, como mostra a Figura 9.2.
Pela unicidade da série de poténcias (Segdo 5.7), o coeficiente total de cada poténcia de x deve desaparecer por si
s6. A exigéncia de que o primeiro coeficiente (1) desaparega leva a equagdo indicial, Equagdo (9.87). O segundo
coeficiente é manipulado estabelecendo a1 = 0. A desaparigdo do coeficiente de z* (e de poténcias mais altas,
tomadas uma por vez) leva a relacdo de recorréncia, Equagdo (9.88).

1 1 v

a](k+l)k|x"‘1+ ay(k+ 2k +1) [xk+ | aylk+ 3k +2) | £+ 14
+| agw? k4| a0

L

|—=o ']—=o L——o

agktk— D)4~

k¥l gy

Figura 9.2: Relagéo de recorréncia de expansio de série de poténcias.

Essa substitui¢do de série, conhecida como método de Frobenius, nos deu duas solucdes de série da equagio do
oscilador linear. Contudo, ha dois pontos nessas solu¢des de série que precisam ser muito enfatizados:

1. A solugdo de série sempre deve ser substituida de volta na equagdo diferencial para ver se funtiona, uma
precaugdo contra erros algébricos e 16gicos. Se funcionar, ela € uma solug@o.

2. A aceitabilidade de uma solug¢io de série depende de sua convergéncia (incluindo convergéncia assintética). E
bem possivel que o método de Frobenius dé uma solugdo de série que satisfaga a equacao diferencial original
quando substituida na equagio, mas que néo convirja na regido de interesse. A equacéo diferencial de Legendre
ilustra essa situacao.

Expansao em Torno de x,
A Equagdo (9.85) é uma expansio em torno da origem, o =0. E perfeitamente possivel substituir a Equagdo (9.85)
por

y(z) = Z ax(i —z0)"*?,  ag #0. (9.95)
A=0
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De fato, no caso das equagdes de Legendre, Chebyshev e hipergeométricas, escolher zp = 1 tem algumas
vantagens. O ponto xp ndo deve ser escolhido em uma singularidade essencial — ou nosso método de Frobenius
provavelmente falhard. A série resultante (z¢ um ponto ordinario ou um ponto singular regular) serd valida onde ela
convergir. Vocé pode esperar algum tipo de divergéncia quando |z — zg| = |25 — Zo|, em que z, é a singularidade
mais préxima de z¢ (no plano complexo).

Simetria de Solucoes
Vamos observar que obtemos uma soluc¢do de simetria par, y;(z) = y1(—z), e uma de simetria {mpar, y2(z) =
—yo(—1). Isso ndo é apenas um acidente, mas uma conseqiiéncia direta da forma da EDO. Escrevendo uma EDO

geral como
L(z)y(z) =0, (9.96)

na qual £(z) é o operador diferencial, vemos que, para a equagéo do oscilador linear (Equag@o (9.84)), L(x) é par
sob paridade; isto €,
L{g) = L{==z). ' 9.97)
Sempre que o operador diferencial tiver uma paridade ou simetria especifica, par ou impar, podemos permutar
+z e —z, e a Equacdo (9.96) se torna
+L(z)y(—z) =0, (9.98)

+ se L(z) for par, — se L£(x) for impar. E claro que, se y(z) for uma solugéo da equacdo diferencial, y(—z)
também é uma solucdo. Entdo, qualquer solug@o pode ser resolvida em partes par e impar,

y(z) = 3 [y(@) + y(—2)] + 3 [y(z) — y(—2)], (9.99)

sendo que o primeiro colchete da direita dd uma solug@o par, e o segundo, uma solu¢io fmpar.

Se nos referirmos & Secdo 9.4, podemos ver que todas as equagdes (ou operadores diferenciais) de Legendre,
Chebyshev, Bessel, oscilador harménico simples e Hermite exibem essa paridade par; isto €, sua P(z) na
Equacdo (9.80) é impar e Q(x) é par. Solucdes de todas essas equagdes podem ser apresentadas como séries
de poténcias pares de z e séries separadas de poténcias impares de z. O operador diferencial de Laguerre néo tem
simetria par nem impar; daf, ndo podemos esperar que suas solucdes exibam paridade par ou impar. Nossa énfase
na paridade se origina primariamente da importancia da paridade na Mecanica Quéntica. Constatamos que func¢des
de onda habitualmente sdo pares ou impares, o que quer dizer que elas tém uma paridade definida. A maioria das
interagdes (o decaimento beta é uma grande exceg@o) também € par ou {mpar, e o resultado € que a paridade é
conservada.

Limitacoes da Abordagem de Série — Equacao de Bessel
Essa abordagem sobre a equagio do oscilador linear talvez tenha sido um pouco fécil demais. Substituindo as séries
de poténcias (Equacdo (9.85)) na equagdo diferencial (Equag@o (9.84)), obtemos duas solugdes independentes sem
problema algum.

Para ter uma idéia do que pode acontecer, tentamos resolver a equagdo de Bessel,

%y + 2y + (2 —n®)y =0, - (9.100)

usando y’ em lugar de dy/dz e y” em lugar de d?y/dz?. Novamente, admitindo uma solugdo da forma

oo
.’L‘) — Z a/\mk—}»/\’ .
A=0

diferenciamos e substituimos na Equagio (9.100). O resultado €

o0 (oo}
Z (k+N)(k+ X = Db + 3 " ax(k+ \)zF+
A=0 A=0
+ Z ax k+A+2 z a)\n2 k+/\ (9101)
A=0

Fazendo )\ = 0, obtemos o coeficiente de =¥, a poténcia mais baixa de x que aparece do lado esquerdo,

ao[k(k—1) +k—n?] =0, (9.102)
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e novamente ag # 0 por defini¢do. Por conseguinte, a Equag@o (9.102) resulta na equagio indicial

k¥ =mf=0, (9.103)

com solucdes k = £n.
E interessante examinar o coeficiente de 5+ também. Nesse caso, obtemos

ai[(k+1)k+k+1-n%] =0,

ou
aj(k+1-n)(k+1+n)=0. (9.104)

Para k = +n,nem k + 1 — nnem k + 1 + n desaparece, e nés devemos exigir que a; = 0.10
Passando para o coeficiente de z*+J para k = n, fazemos A = j no primeiro, segundo e quarto termos da
Equacdo (9.101) e A = j — 2 no terceiro termo. Impondo que o coeficiente resultante de xF+1 desaparega, obtemos

a;[(n+)(n+j—1)+ (n+4) —n’] +a;2 =0.
Quando j é substituido por j + 2, essa expressdo pode ser reescrita para j > 0 como

1

Ajto = —Q; . 9.105
SR RN ) =
que € a relacdo de recorréncia desejada. A aplicagdo repetida dessa relagao de recorréncia leva a
s s = 1 e aon!
2T T %@n+2) T 22U(n+ 1)
"~ —a 1 " aon!
YT TR+ 4)  22(n+2)”
ag = —a ! = aon! e assim por diante
6= TM2n+6)  2%3l(n+3) i :
e, em geral,
agn!
=(-1)—7-—-. 9.106
a2p ( ) 22Pp!(n +p)! ( )
Inserindo esses coeficientes em nossa solugio de série admitida, temos
nlz? nlzd
=apz"|1— — el 9.107
y(z) = a0z [ Pl(n+ 1) | 2420+ 2)] } ©.107)
Em forma de somatdrio
= :
nlg™t2
= _1)J S
y(@) = a0 j;)( 555 1 + )]
o<} 1 T n+2j
=ao2"n! ) (-1 ——=| = : 9.108
o2"n! ) Vowsrile) S

No Capitulo 11 o somatério final é identificado como a fungdo de Bessel Jy,(z). Note que essa solugio, Jy,(z),
tem simetria par ou simetria fmpar,!! como seria de esperar da forma da equagdo de Bessel.

Quando kK = —n e n ndo é um inteiro, podemos gerar uma segunda série distinta, a ser rotulada J_,(x).
Contudo, quando —n € um inteiro negativo, comega a dificuldade. A relagio de recorréncia para os coeficientes a;
ainda é dada pela Equagdo (9.105), mas com 2n substituido por —2n. Entdo, quando j +2 = 2n ou j = 2(n — 1),
o coeficiente a2 aumenta demais e ndo temos nenhuma solugdo de série. Essa catdstrofe pode ser remediada na
Equag@o (9.108), como € feito no Capitulo 11, e o resultado € que

J_n(z) = (-1)"Jp(2), n um inteiro. (9.109)

10k = n = —1 sdo excegdes.
117, () é uma fungo par se n for um inteiro par, uma fungfo impar se n for um inteiro impar. Para n néo-inteiro, o ™ ndo tem tal simetria
simples.
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A segunda solu¢do simplesmente reproduz a primeira. Ndo conseguimos construir uma segunda solugdo
independente para a equagao de Bessel por essa técnica de série quando n € um inteiro.

Substituindo em uma série infinita, obtivemos duas solu¢des para a equacdo do oscilador linear e uma para a
equacdo de Bessel (duas se n ndo for um inteiro). A resposta as perguntas “Sempre podemos fazer isso?”, “Esse
método sempre funcionard?” € ndo, ndo podemos fazer isso sempre. Esse método de solucdo de série nem sempre
funcionara.

Singularidades Regulares e Irregulares

O sucesso do método de substitui¢do de série depende das raizes da equag@o indicial e do grau de singularidade dos
coeficientes na equacdo diferencial. Para entender melhor o efeito dos coeficientes da equagio nessa abordagem
ingénua de substituicdo de série, considere quatro equagdes simples:

6
g = 2Y=0 (9.110a)
6
y'— =y=0, (9.110b)
X
1 2
v+ y — “_2y —0, (9:110c)
T T :
1 a?
1" -
¥+ Fy’ - Y= 0. (9.1104d)

O leitor pode mostrar com facilidade que, para a Equagéo (9.110a), a equacdo indicial é
K —k-6=0,

resultando em k = 3, —2. Visto que a equagdo € homogénea em x (contando d?/dz? como z~2), ndo hd nenhuma
relacdo de recorréncia. Contudo, ficamos. com duas solugdes perfeitamente boas, z3ex2.

A Equagio (9.110b) difere da Equag@o (9.110a) por somente uma poténcia de x, mas isso envia a equagdo
indicial a

: —6(10 = 0,

sem absolutamente nenhuma solugdo, porque concordamos que ag # 0. Nossa substitui¢do de série funcionou
para a Equagdo (9.110a), que tinha s6 uma singularidade regular, mas ndo para a Equacdo (9.110b), que tem um
ponto singular irregular na origem.

Continuando com a Equacdo (9.110c), adicionamos um termo y’/z. A equacdo indicial €

kK —a?=0,

mas, novamente, nio ha nenhuma relaco de recorréncia. As solugdes sdo y = %, z~%, ambas séries de um tinico

termo, perfeitamente aceitdveis.
Quando mudamos a poténcia de x no coeficiente de y’ de —1, para —2, Equagdo (9.110d), hd uma dréstica
mudanca na solugio. A equacdo indicial (com apenas o termo y’ contribuindo) se torna

k=0.
H4 uma relac@o de recorréncia,
2 . .
& —§i—1)
Gj+1 = +a;————-.
Jkd J g 4 1
A menos que o parimetro a seja selecionado para fazer com que a série termine, temos
. i
lim |2 = lim J(_]i_)_
j—oo | aj j—oo j+1
2
= lim J— = 00.
j—oo g

Dai, nossa solucio de série diverge para todo z # 0. Mais uma vez, nosso método funcionou para a
Equagio (9.110c) com uma singularidade regular, mas falhou quando tinhamos a singularidade irregular da

Equacéo (9.110d).
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Teorema de Fuchs

A resposta a pergunta bdsica, quando podemos esperar que o método de substituigéo de série funcione, € dada pelo
teorema de Fuchs, que afirma que sempre podemos obter ao menos uma solugdo de série de poténcias, contanto
que estejamos expandindo em torno de um ponto que é um ponto ordindrio ou, na pior das hipéteses, um ponto
singular regular.

Se tentarmos uma expansdo em torno de uma singularidade irregular ou essencial, nosso método pode
falhar, como falhou para as Equagdes (9.110b) e (9.110d). Felizmente, as equacdes mais importantes da Fisica
Matemdtica, listadas na Se¢io 9.4, ndo tém nenhuma singularidade irregular no plano finito. Uma discussdo mais
detalhada do teorema de Fuchs aparece na Secao 9.6.

Pela Tabela 9.4, Sec@o 9.4, o infinito € visto como um ponto singular para todas as equagdes consideradas. Para
ilustrar ainda melhor o teorema de Fuchs, a equagdo de Legendre (tendo infinito como uma singularidade regular)
tem uma solug@o de série convergente em poténcias negativas do argumento (Segéo 12.10). Ao contrério, a equacdo
de Bessel (com uma singularidade irregular no infinito) resulta em séries assintéticas (Segdes 5.10 e 11.6). Essas
solucdes assintdticas sdo de extrema utilidade.

Resumo
Se estivermos expandindo em torno de um ponto ordinério ou, na pior das hipéteses, em torno de uma singularidade
regular, a abordagem de substitui¢do de série resultard em pelo menos uma solugéo (teorema de Fuchs).
Obter uma ou duas solugdes distintas depende das raizes da equac@o indicial.
1. Se as duas raizes da equagdo indicial forem lguaxs podemos obter s6 uma solugao por esse método de
substituicdo de série.
2. Se a diferenga entre as duas raizes for um niimero néo-inteiro, podem ser obtidas duas solucoes independentes.
3. Se adiferenca entre as duas raizes for um nimero inteiro, a maior das duas resultard em uma solugio.

A menor raiz pode ou ndo dar uma solugéo, dependendo do comportamento dos coeficientes. Na equac@o do
oscilador linear obtemos duas solugdes; para a equagio de Bessel, obtemos s6 uma soluc@o.

A utilidade da solugdo de série em termos do que € a soluc@o (isto é, nimeros) depende da rapidez de
convergéncia da série e da disponibilidade dos coeficientes. Muitas EDOs n4o resultardo em relagdes de recorréncia
simples e atraentes para os coeficientes. Em geral, a série disponivel provavelmente serd util para |z| (ou |z — zg|)
muito pequeno. Podemos utilizar computadores para determinar coeficientes adicionais de série usando uma
linguagem simbélica como Mathematica,'? Maple,'® ou Reduce.'* Entretanto, para trabalho numérico, muitas
vezes o melhor serd a integracdo numeérica direta.

Exercicios

9.5.1 Teorema da unicidade. A fungdo y(z) satisfaz uma equacdo diferencial linear homogénea de
segunda ordem. Em = = z9, y(z) = yo e dy/dz = y;. Mostre que y(z) € tnica e que nenhuma
outra solugdo dessa equagdo diferencial passa pelos pontos (o, ¥o) com uma inclinagdo de yj.
Sugestdo: Admita que uma segunda solug@o satisfaga essas condi¢des e compare com as expansoes
da série de Taylor.

9.5.2 Tentou-se uma solugao de série da Equagdo (9.80) por expansdo em torno do ponto z = zg. Se xg
€ um ponto ordinario, mostre que a equagio indicial tem raizes kK = 0, 1.

9.5.3 No desenvolvimento de uma solugdo de série da equac@o do oscilador harménico simples (OHS),
o segundo coeficiente da série a; foi desprezado exceto para o igualar a zero. Desenvolva uma

segunda equacio do tipo indicial a partir do coeficiente da préxima poténcia mais baixa de z, %1,

(a) (equagdo OHS com k£ = 0). Mostre que se pode atribuir qualquer valor finito a a; (incluindo
Z€ero).
(b) (equacdo OHS com k = 1). Mostre que a; deve ser igualado a zero.

954 Analise as solugdes de série das seguintes equacdes diferenciais para ver quando a; pode ser
igualado a zero sem que nada seja irrevogavelmente perdido e quando a; deve ser igualado a zero.
(a) Legendre, (b) Chebysheyv, (c) Bessel, (d) Hermite.

12S. Wolfram, Mathematica, A System for Doing Mathematics by Computer, Nova York: Addison Wesley (1991).
13A. Heck, Introduction to Maple, Nova York: Springer (1993).
14G. Rayna, Reduce Software for Algebraic Computation, Nova York: Springer (1987).




434 Fisica Matemética Arfken e Weber ELSEVIER

Resposta: (a) Legendre, (b) Chebyshev e (d) Hermite: Para k = 0, a1
pode ser igualado a zero; para k = 1, a1, deve ser igualado

a zero.
(c) Bessel: a; deve ser igualado a zero (exceto para
k=4n=-1

=)
9.5.5 Resolva a equagéo de Legendre

(1-2%)y" — 22y’ +n(n+1)y =0

por substitui¢do direta de série.
(a) Verifique que a equagdo indicial €
k(k—1)=0.
(b) Usando k = 0, obtenha uma série de poténcias pares de z (a; = 0).

e [1 B n(n2'+ 1)332+ n(n——2)(n4—'|— 1)(n+3)x4+“.:}’

em que

jG+1)—n(n+ 1)a~
G+DG+2)

(c) Usando k = 1, desenvolva.uma série de poténcias impares de = (a1 = 1).

n—1)(n n—1)(n—3)(n n+4
e = - B LD, =004 ot O

Gj42 =

onde G+1)6+2) -nn+1)

G+aG+3)

(d) Mostre que ambas as solugdes, Ypar € Yimpar» divergem para z = +1 se a série continuar até
o infinito.

(e) Por fim, mostre que, por uma escolha adequada de n, uma série por vez pode ser convertida em
um polindmio, evitando assim a catéstrofe da divergéncia. Em Mecanica Quantica essa restri¢do
de n a valores inteiros corresponde a quantizacio do momento angular.

9.5.6  Desenvolva solugdes de série para a equagdo diferencial de Hermite
(a) v’ — 2zy’ + 2ay = 0.

aj+2 =

Resposta: k(k — 1) = 0, equacdo indicial.

Parak =0,
J =t ;
Qi = 20—
j+2 J(J+1)(]+2) (.] )a
2(—a)z?  22(—a)(2 — a)zt
ypm:a0[1+ (2') + ( )El' ) +]
Parak =1,

jtl—a .
a.7+2 a] (.7+2)(]+3) (J par)?

21— a)r3  22(1-0a)(3—a)z®
yimpar:‘“[m+ T 5! el

(b) Mostre que ambas as solugdes de série sdo convergentes para todo x, sendo que, para indices
grandes, a razdo entre coeficientes sucessivos se comporta como a razdo correspondente na
expansio de exp(z?). .

(¢) Mostre que, por escolha adequada de «, as solugdes de série podem ser abreviadas e convertidas
a polindmios finitos. (Esses polindmios, adequadamente normalizados, se tornam polindmios
de Hermite na Secdo 13.1.)
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9.5.7 A EDO de Laguerre é
zL!(z) + (1 — z)L},(z) + nLn(z) = 0.
Desenvolva uma soluciio de série selecionando o pardmetro n para transformar sua série em um
polindmio.

9.5.8 Resolva e equacdo de Chebyshev
(1 - 2?) Ty — 2T}, + n’T, =0,

por substitui¢io de série. Quais restricdes sdo impostas a n se vocé exigir que a solugdo da série
convirja para * = +1?
Resposta: A série infinita realmente converge para = +1 € nao
existe nenhuma restri¢io imposta a n (compare com o Exercicio 5.2.16).
9.5.9 Resolva
(1 - 2?)U} () — 32U, () + n(n + 2)Un(z) =0,

escolhendo a raiz da equagdo indicial para obter uma série impar de poténcias de z. Uma vez que
a série divergir para z = 1, escolha n para converté-la em um polindmio.

k(k—1) = 0.

Parak =1,
G+ DE+3) —n(n+2)

: a;.
i G+2)G+3) d

9.5.10  Obtenha uma solugdo de série da eqﬁagﬁo hipergeométrica

z(z —1)y" + [1+a+b)z — ]y +aby =0.

Teste sua solugdo para convergéncia. .
9.5.11  Obtenha duas solugdes de série da equago hipergeométrica confluente

zy" + (c—z)y —ay =0.

Teste suas solugdes para convergéncia.
9.5.12 Uma anslise baseada na Mecanica Quéntica do efeito de Stark (coordenadas parabdlicas) leva a

equacdo diferencial
d du i m2 1 2
— &= = ———--F =0.
d&(gdi) * <2E€+"‘ €1 )“

Aqui, o é uma constante de separagdo, E ¢ a energia total e F' ¢ uma constante, em que Fzéa
energia potencial acrescentada ao sistema pela introdugdo de um campo elétrico. Usando a maior
raiz da equagdo indicial, desenvolva uma solugdo de série de poténcias em torno de § = 0. Avalie
os trés primeiros coeficientes em termos de a,.

2

Equagdo indicial k2 — QZ— =0,
2
_ o emj2f,_ @ o __E e, ...
u() = aof {1 m+1§+{2(m+1)(m+2) 4(m+2)}£+ }

Note que a perturbagio F' ndo aparece até a inclusdo de as.

9.5.13  Para o caso especial de ndo haver nenhuma dependéncia azimutal, a andlise de Mecénica Quantica
do fon molecular do hidrogénio leva a equagado

a
dn

e o
[(1 n)dn + au + Bn*u = 0.
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Desenvolva uma solugdo de série de poténcias para u(7). Avalie os trés primeiros coeficientes que
ndo desaparecem em termos de ao.

Equaco indicial k(k—1)=0,
2—« 2-o)(12—a) p
= 1 2 N PSR O
Uk=1 aon{ + 6 " + [ 120 20 T
9.5.14  Para uma boa aproximaco, a interagao de dois niicleos pode ser descrita por um potencial mesonico
V _ Ae—ax ’
z
atrativo para A negativo. Desenvolva uma solugéo de série da equacéo de onda de Schrodinger
resultante. 2 P
(4
2m dz? i Jp=0
através dos trés coeficientes que ndo desaparecem.
Y=ao{z+14'2% + %[%A’z —E —aA|23+--},
em que “linha” indica multiplicagdo por 2m /A2,
9.5.15 A energia potencial de um elétron préximo ao nicleo de um dtomo complexo € dada por
7 2
V= Te(l +bir+ b27‘2),
em que os coeficientes by e by surgem de efeitos de screening. Para o caso de momento angular
zero, mostre que os trés primeiros termos da solugcdo da equagdo de Schrodinger tém a mesma
forma que os do Exercicio 9.5.14. Por translacdo adequada de coeficientes ou pardmetros, escreva
os trés primeiros termos em uma expansao de série da fungio de onda.
9.5.16  Se o pardmetro a? na Equagdo (9.110d) for igual a 2, a Equagdo (9.110d) se torna
1 2
" 7 _
Y+ poct et 0.
Pela equagio indicial e pela relagdo de recorréncia, derive uma solugdo y = 1+ 2z +2z2. Verifique
que ela é de fato uma soluc@o substituindo-a de volta na equagéo diferencial.
9.5.17 A fungdo modificada de Bessel Iy(z) satisfaz a equago diferencial
d? d
zQWIO (z)+ J)@I@(l‘) — 22Iy(x) = 0.
Pelo Exercicio 7.3.4 verifica-se que o termo dominante em uma expansdo assintética é
61}
Iy(z) ~ :
o(z) V2
Suponha uma série da forma e
Lifz) o — & {14+bic  +bz 24}
z) ~ T T <o
0 Smn 1 2
Determine os coeficientes by € by.
Resposta: b; = é, by = %.
9.5.18 A solugio par da série de poténcias de equagdo de Legendre é dada pelo Exercicio 9.5.5. Considere

ao = 1 e n um inteiro que ndo seja par, digamos, n = 0, 5. Calcule as somas parciais da série através
de 7200 7400 2600 22000 para z = 0,95(0,01)1,00. Além disso, escreva o termo individual
correspondente a cada uma dessas poténcias.

Nota: Esse célculo nao constitui prova de convergéncia em z = 0, 99 ou divergénciaem x = 1, 00,
mas vocé talvez possa ver a diferenca no comportamento da seqii€éncia de somas parciais para esses
dois valores de z.




