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Resposta: v(t) = voe ™.

9.2.16 A equagdo de Bernoulli,
d
2+ f@)y = 9@,
¢ nfio-linear para n # 0 ou 1. Mostre que a substitui¢do u = y' " reduz a equagdo de Bernoulli a
uma equagio linear (veja a secéo 18.4). _
d
Resposta: ﬁ + (1 —n)f(z)u=(1-n)g(z).
9217 Resolva a equaco linear de primeira ordem, Equagdo (9.25), admitindo que y(z) = u(z)v(z),
onde v(z) é uma solugio da equagdo homogénea correspondente [g(z) = 0]. Este é o método de
variaciio de parametros devido a Lagrange. Aplicamos o método a equagGes de segunda ordem
no Exercicio 9.6.25. )
9.2.18 (a) Resolva o Exemplo 9.2.1 para uma velocidade inicial v; = 60 mi /h, quando o para-quedas se

abre. Ache v(t). (b) Para um para-quedista em queda livre, use o coeficiente de atrito b = 0, 25 kg /m
e massa m = 70 kg. Qual é a velocidade limitadora neste caso?

9.3 Separacao de Variaveis

As equacdes da Fisica Matematica listadas na Sec¢do 9.1 séo todas equagdes diferenciais parciais. Nossa primeira
técnica para sua solugdio subdivide a equagdo diferencial parcial de n varidveis em n equagoes diferenciais
ordindrias. Cada separagdio introduz uma constante de separacdo arbitrdria. Se temos 7 varidveis, temos de
introduzir n — 1 constantes, determinadas pelas condigdes impostas no problema que estamos resolvendo.

Coordenadas Cartesianas
Em coordenadas cartesianas, a equagéo de Helmholtz se torna

Y 0% %
5;+6—y2+@+k2¢=0, (9.34)

usando a Equacio (2.27) para o laplaciano. No momento, deixe que k? seja uma constante. Talvez o modo mais
simples de tratar uma equagdo diferencial parcial como a Equagdo (9.34) seja subdividi-la em um conjunto de
equagdes diferenciais ordindrias, o que pode ser feito como segue. Seja

[4(z,3,2) = X@Y (1) Z(2) 939

e substitua essa expressdo de volta na Equagdo (9.34). Como sabemos que a Equagdo (9.35) é valida? Quando
os operadores diferenciais em vdrias varidveis sdo aditivos na EDP, isto é, quando ndo hd nenhum produto de
operadores diferenciais em varidveis diferentes, o método de separagdo costuma funcionar. Continuamos a fazer
as coisas no espirito do “vamos experimentar para ver se funciona”. Se nossa tentativa for bem-sucedida, entdo a
Equagdio (9.35) ser4 justificada. Se ndo for bem-sucedida, logo saberemos ¢ entdo tentaremos um outro ataque, tal
como fungdes de Green, transformadas integrais ou andlise numérica de forga bruta. Admitindo que %) seja dada
pela Equagio (9.35), a Equac@o (9.34) se torna
d’X 2y &£z

X~ 4 XY — P XV Z =0, (9.36)

YZ—
dz? dy? dz2

Dividindo por ¢y = XY Z e rearranjandos os termos, obtemos

1 d?X 1d?Yy 1d%°Z

e =Ko — = (9.37)

X dz? Y dy? 7 dz?
A Equagdo (9.37) exibe uma separagdo de varidveis. O lado esquerdo € uma funcdo de z apenas, ao passo que o
lado direito depende somente de y € z e ndo de z. Mas z, y e z sdo todas coordenadas independentes. O fato de
a igualdade de ambos os lados depender de varidveis diferentes significa que o comportamento de z como uma
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varidvel independente néo é determinado por y e z. Por conseguinte, cada lado deve ser igual a uma constante, uma
constante de separagdo. Escolhemos?

1 d?X 5
1d?Y 1d%°Z
g2, =0y e g2
B -var zar = (9.39)

Agora, voltando nossa atengdo para a Equagdo (9.39), obtemos

12y 1 d2
PY _ o p 1dZ

Y af 742 (9.40)

e conseguimos uma segunda separagdo. Agora temos uma fun¢io de y igualada a uma fun¢io de z, como antes.

Nos a resolvemos, como antes, igualando cada lado a uma outra constante de separacao, 2 _m2,
1d%Y .
1422,
Sl chec NS 12 2 - _p? 42
7 42 E“+1*+m n®, , (9.42)

introduzindo uma constante n? por k? = {2 + m? 4 n? para produzir um conjunto simétrico de equagdes. Agora
temos trés EDOs ((9.38), (9.41) e (9.42)) para substituir a Equagdo (9.34). Nossa suposi¢do (Equagdo (9.35)) foi
bem-sucedida e, por conseguinte, justificada.

Nossa solugdo deve ser rotulada de acordo com a escolha que fizemos das constantes [, m € n, isto €,

'lem(xyy: Z) = Xl(:E)Ym(y)Zn(z)- (9.43)

Contanto que sujeitos as condicdes do problema que est4 sendo resolvido e a condigdo k2 = (2 + m? + n?, pode-
mos escolher I/, m e n como quisermos, e a Equagdo (9.43) ainda serd uma solugdo da Equacdo (9.34), contanto
que X;(z) seja uma solugdo da Equagdo (9.38), e assim por diante. N6s desenvolvemos a solu¢do mais geral da
Equac@o (9.34) considerando uma combinacao linear de solucdes 1;,,,,

U= amiin (9.44)
lym '

Por fim, os coeficientes da constante a;,, sdo escolhidos de modo a permitir que ¥ satisfaca as condicdes de
fronteira do problema, que, como regra, leva a um conjunto discreto de valores [, m.

Coordenadas Cilindricas Circulares
Como nossa fungio desconhecida ¢ depende de p, ¢ e z, a equagdo de Helmholtz se torna (veja a Secdo 2.4 para
Vv?)

V39(p, 0, 2) + E*9(p, ¢, 2) = 0, (9:45)
= b} 9%y 02 '
) 1 4 2,
pap( (9p)+ 2 95 352 T gz TRY=0 (9.46)

Como antes, admitimos uma forma fatorada para 1,

[4(p. 0. 2) = P(0)2(¢) Z(2). | 9.47)
Substituindo na Equac@o (9.46), temos
®Z d [ dP PZ d*® d?Z 9
b el — P®Z = 0. 4
pdp( ) 2d2+P<I>d2—|—k ®Z =0 (9.48)

2ZA escolha de sinal, completamente arbitrdria aqui, em problemas especificos serd fixada pela necessidade de satisfazer condigGes de
contorno especificas.
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Todas as derivadas parciais se tornaram derivadas ordindrias. Dividindo por P®Z e passando a derivada z para o
lado direito, temos como resultado

1 d( dP) 1 d?® 52 1d2Z

e | - 4

tesaE N T Tz e

Novamente, uma func¢@o de z do lado direito parece depender de uma funcdo de p e ¢ do lado esquerdo.
Resolvemos isso igualando cada lado da equagio (9.49) 2 mesma constante. Vamos escolher® —I2. Entio,

&z
_— Z .
12 l (9.50)
¢ d ( dP 1 d%®
1
——| p—— ——— k=2 51
pP dp (p dp ) 20 dg? )
Fazendo k? + [2 = n?, multiplicando por p?, e rearranjando termos, obtemos
p d /[ dP 9 9 1 d?®
el (Il = 9.52
Pdp(”dp)”” 3 dy? ©-52)
Podemos estabelecer o lado direito para m? e
d*® 9
Por fim, para a dependéncia de p, temos
d [ dP o 15 Np
pdp<pdp)+(np ~m?)P =0. (9.54)

Essa é a equacdo diferencial de Bessel. As solugdes e suas propriedades sdo apresentadas no Capitulo 11. A
separacdo de variaveis da equag@o de Laplace em coordenadas parabdlicas também d4 origem a equacdo de Bessel.
Podemos observar que a equagio de Bessel € notdria pela variedade de disfarces sob os quais pode aparecer. Se o
leitor quiser uma tabulago extensiva de possiveis formas, pode consultar Tables of Functions por Jahnke e Emde.*

A equagdo de Helmholtz original, uma EDP tridimensional, foi substituida por trés EDOs, Equacoes (9.50),
(9.53) e (9.54). Uma solugdo da equagio de Helmholtz €

»(p, ¢, 2) = P(p)2(9)Z(2)- (9.55)

Identificando as solugdes especificas P, @, Z por indices, vemos que a solu¢cdo mais geral da equac@o de Helmholtz
€ uma combinacao linear das solugdes de produto:

(o, p,2) = Zamnpmn(p)‘bm(ﬂo)zn(z)' (9.56)

m,n

Coordenadas Polares Esféricas
Vamos tentar separar a equacio de Helmholtz, mais uma vez com k2 constante, em coordenadas pelares esféricas.
Usando a Equagido (2.48), obtemos

1 & (209\, 0 (. 0 1 ) L,
r2send [56“95; (T ar) + 75 (sen 56 ) sag 57| = F Y 9.57)

Agora, por analogia com a Equac@o (9.35), experimentamos

[#(r,8,¢) = R()©(6)2(p). | 9.58)

3A escolha de sinal da constante de separacio é arbitrdria. Contudo, escolhemos um sinal de menos para a coordenada
axial z na expectativa de uma possivel dependéncia exponencial de z (pela Equag@o (9.50)). Escolhemos um sinal positivo para a
coordenada azimutal ¢ na expectativa de uma dependéncia periddica de ¢ (pela Equag@o (9.53)).

4E. Jahnke e E. Emde, Tables of functions, 42%. ed. revista, Nova York: Dover (1945), p. 146; também E. Jahnke, F. Emde e F. Losch, Tables
of Higher Functions, 6% ed., Nova York: McGraw-Hill (1960).
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Substituindo de volta na Equagéo (9.57) e dividindo por RO®, temos

1 d [ ,dR 1 d e 1 &,
R dr ( %) M-y (““"w) M e %)

Note que, agora, todas as derivadas s3o derivadas ordindrias em vez de parciais. Multiplicando por P
mbozsen?6, podemos isolar (1/®)(d?®/dp?) para obter’

1820  , o[ 5 1 d[,dR 1 d de
1d® gl L AR L emp™ )], 60
Bdp2 " 0[ L= = (’" dr) % 5enf© de(se“ do)] )

A Equagio (9.60) relaciona uma fungdo apenas de ¢ a uma fungdo de 7 e de 6 apenas. Uma vez que 7,0 € ¢ sdo
varidveis independentes, igualamos cada lado da Equagdo (9.60) a uma constante. Em quase todos os problemas
fisicos ¢ aparecerd como um angulo de azimute. Isso sugere uma solugdo periédica em vez de uma exponencial.
Com isso em mente, vamos usar —m? como a constante de separa¢do que, nesse caso, deve ser um inteiro ao
quadrado. Entéo,

1 d*®(yp) = 2
F o =-m 9.61)
¢ 2
1 d /[ 4dR 1 d doe m g
e R | M e e il SR B - | 9.62
r2R dr (T dr ) 2 son60 46 ( senf do ) r2 sen20 ©-62)

Multiplicando a Equagio (9.62) por r2 e rearranjando os termos, obtemos

2

Rdr\ dr ~ senf® df do sen26”

Mais uma vez, as varidveis sdo separadas. Igualamos cada lado a uma constante, ), e finalmente obtemos

1 d do m?
wend 40 <sen0w> = _—sen20® +Q0O =0, (9.64)
1 d /[ ,dR 2 QR
— 222 T P .65
r2dr(r dr)+kR 12 0 (9.65)

Mais uma vez substituimos a equacdo diferencial parcial de trés varidveis por trés EDOs. As solucdes dessas EDOs

sdo discutidas nos Capitulos 11 e 12. No Capitulo 12, por exemplo, a Equagao (9.64) € identificada como a equagdo

associada de Legendre, na qual a constante Q se torna (I 4 1); ! é um inteiro ndo-negativo porque 6 € uma varidvel

angular. Se k2 é uma constante (positiva), a Equagdo (9.65) se torna a equagdo esférica de Bessel da Segdo 11.7.
Novamente, nossa solu¢do mais geral pode ser escrita

Yom(r;0,0) = Y a@mRQ(r)Oqm(8)@m (). (9.66)
Q,m

A restri¢do de que k? seja uma constante é desnecessariamente severa. O processo de separagao ainda serd possivel
para k? tdo geral quanto ’

B = Fr) + 59(6) + s hl) + K2, ©.67)
No problema do dtomo de hidrogénio, um dos exemplos mais importantes da equagio de onda de Schrodinger
com uma solugo de forma fechada é k? = f(r), com k? independente de 6, . A Equag@o (9.65) para o dtomo de
hidrogénio se torna a equacao associada de Laguerre.

A grande importincia dessa separagdo de varidveis em coordenadas polares esféricas se origina do fato de
que o caso k> = k?(r) abrange uma imensa parte da Fisica: uma grande quantidade das teorias de gravitagdo,
eletrostitica e da fisica atbmica, nuclear e de particulas. Além disso, com k2 = kz(r), a dependéncia angular €
isolada nas Equagdes (9.61) e (9.64), que podem ser resolvidas exatamente.

r2sen20

5 Aqui, a ordem na qual as vari4veis sdo separadas ndo é Ginica. Muitos textos de Mecanica Quantica mostram primeiro a subdivisdo da
dependéncia de 7.
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Por fim, para ilustrar como a constante m na Equacdo (9.61) € restrita, observamos que ¢ em coordenadas
polares esféricas e cilindricas é um angulo de azimute. Se este € um problema cldssico, certamente vamos exigir
que a solugdo azimutal ®(¢p) seja de valor tinico; isto &,

D(p +2m) = O(p). (9.68)

Isso equivale a exigir que a solucio azimutal tenha um perfodo de 27.° Por conseguinte, m deve ser um inteiro.
Qual inteiro serd depende dos detalhes do problema. Se o inteiro |m| > 1, entdo ® terd o periodo 27 /m. Sempre
que uma coordenada corresponde a um eixo de translagdo ou a um angulo de azimute, a equagdo separada tem a
forma

d*®(p) 2
para ¢, o angulo de azimute, e
a2z (2) 5
72 = +a*Z(z) (9.69)

para z, um eixo de translagio do sistema de coordenadas cilindricas. Claro que as solugdes sdo senaz e cos az,
para —a?, e a funcdo hiperbélica correspondente (ou exponenciais) sen haz e cos haz para, +a2.

Tabela 9.2 Solugdes em coordenadas polares esféricas®

Y= ;alm¢zm

L s Py
2 Wiy =0 pn{ 200 )[R0 | o |
s vroveo e { i M e o
m # 54

senmgp
9Referéncias para algumas das fungdes P;™(cos @), m = 0, Se¢do 12.1;
QJ(cos6), Segdo 12.10; j; (kr), ny(kr), zl(kr) e ky(kr), Segdo 11.7.

bcos mip e senmgp podem ser substituidos por etime,

0, Segdo 12.

Entre outras EDOs que aparecem de vez em quando estdo as equagdes de Laguerre e as equagdes associadas de
Laguerre do problema de suprema importincia do dtomo de hidrogénio na Mecanica Quantica:

d’y dy
deQ +(1- m)% +ay =0, 9.70)
d?y dy
Pela teoria da Mecanica Quantica do oscilador linear, temos a equagdo de Hermite
d?y dy .
— —2rx—— =0. 42
7a? xdw +2ay =0 9.72)

Por fim, de vez em quando encontramos a equagio diferencial de Chebysheyv,
(1-2 )d Y _ 2% in2y—o. (9.73)
dz? iz

Para referéncia conveniente, as formas das solu¢des da equagdo de Laplace, da equagdo de Helmholtz e da equagdo
de difusdo para coordenadas polares esféricas estdo reunidas na Tabela 9.2. As solucdes da equagdo de Laplace em
coordenadas cilindricas circulares sdo apresentadas na Tabela 9.3.

6Isso também se aplica 4 maioria dos problemas de Mecanica Quantica, mas o argumento é muito mais complicado. Se m ndo for um
inteiro, as relagdes de grupo de rotagdo e as relagdes de operador progressivo (Se¢do 4.3) sdo rompidas. Compare com E. Merzbacher, Single
valuedness of wave functions. Am. J. Phys. 30: 237 (1962).
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Propriedades gerais que resultam da forma das equagdes diferenciais sao discutidas no Capitulo 10. As solugdes
individuais sdo desenvolvidas e aplicadas nos Capitulos 11-13.

O fisico praticante pode encontrar, e provavelmente encontrard, outras EDOs de segunda ordem, algumas das
quais talvez seja possivel transformar nos exemplos estudados aqui. Algumas dessas EDOs podem ser resolvidas
pelas técnicas das Segdes 9.5 e 9.6. Outras talvez precisem de um computador para uma solugdo numérica.

Tabela 9.3 Solu¢des em coordenadas cilindricas circulares

1/) = Z amawma
2 250 — _ YJm(Oép) cosmey e~ %
a. v d) + o 1/} =0 d)ma - { Nm(ap) senmep Pz
ity s 77 25 e _ Ly (ap) Ccos mp cos az
b. V ",b (67 7/} =0 wma . { Km(ap) senmep senoz
o e e { L HEY

aReferéncias para as fungdes radiais sio Jpm, (ap), Segdo 11.1; N (ap), Segdo 11.3; Iy (aup) €
Km(ap), Secdo 11.5.

Referimo-nos a segunda edi¢éo deste texto para outros importantes sistemas de coordenadas.

e Para colocar em perspectiva o método de separag@o para resolver EDPs, vamos revisa-lo como uma conseqiiéncia
de uma simetria da EDP. Considere como exemplo a equagfio estaciondria de Schrodinger Hy = E com
um potencial V (r) que depende somente da distancia radial r. Entdo, essa EDP € invariante sob rotagdes que
compreendem um grupo SO(3). Seu gerador diagonal é o operador de momento angular orbital L, = —i%,
e sua invariante quadrética (de Casimir) é L2. Visto que ambas comutam com H (veja a Segdo 4.3), acabamos
com trés equagdes de autovalor separadas:

Hy=Ey, L%=I1+1)y, Lyp=mip.

Substituindo L2 em L2 por seu autovalor m?, a EDO para L? se torna a EDO de Legendre e, de modo
semelhante, H1) = E1 se torna a EDO radial do método de separagdo em coordenadas polares esféricas.
o Para coordenadas cilindricas, a EDP ¢ invariante sob rotagdes em torno do eixo z somente, o que forma um
subgrupo de SO(3). Essa invariancia resulta no gerador L, = —i0/8y e na EDO azimutal separada L, = m1,
como antes. Se o potencial V for invariante sob translagdes ao longo do eixo z, entdo o gerador —i0/09z dd a |

EDO separada na varidvel z.
e Em geral (veja a Secdo 4.3), hd n geradores mutuamente comutativos H;, com autovalores m; do (classico)
grupo de Lie, G de ordem n e as invariantes de Casimir correspondentes C; com autovalores ¢;, que resultam

nas EDOs separadas
Hi¢ = mi/‘/j: Cz’l[" = Cﬂ/) )
além da EDO Hvy = Ev (agora) radial.

Exercicios |
9.3.1 Deixando o operador V2 +k? agir sobre a forma geral a1%,(,y, z) + a2¥5(z, y, 2), mostre que ‘
ela é linear, isto é, que (V2 4+-k2)(a1%; + a2thy) = a1 (V2 +k2)1h; + a2 (V2 +k%)1,. ‘

9.3.2 Mostre que a equacio de Helmholtz, 3

V3 + k% =0,

ainda é separdvel em coordenadas cilindricas circulares se k2 for generalizada para k% + f(p) + 1
(1/p*)9(¢) + h(2). |
9.3.3 Separe varidveis na equag@o de Helmholtz em coordenadas polares esféricas, subdividindo em j
primeiro lugar a dependéncia radial. Mostre que suas equagdes separadas t€ém a mesma forma |
que as Equacgdes (9.61), (9.64) e (9.65). i
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9.34 Verifique que
V2P(r,0,9) + |k + f(r) + 2g( )+ g (p) |$(r,6,¢) = 0

é separdvel (em coordenadas polares esféricas). As fungdes f,g e h sﬁo fungdes s6 das duas
variaveis indicadas; k2 é uma constante.

9.3.5 Uma particula atdmica (na Mecanica Quéntica) estd confinada dentro de uma caixa retangular de
lados a, b e c. A particula é descrita por uma fungdo de onda ¢ que satisfaz a equagdo de onda de
Schrodinger

h2 9
oY v ="Ey.

A fung@o de onda deve se anular em cada superflcle da caixa (mas ndo para ser identicamente zero).

Essa condicio impde restrigdes as constantes de separagdo e, portanto, a energia E. Qual € o menor

valor de F para o qual tal solugéo pode ser obtida?
201 1 1
Resposta: E = B (E Fomm 0—2)

2m b2
9.3.6 Para um sélido esférico homogéneo com difusibilidade térmica constante K, e nenhuma fonte de
calor, a equagdo de condugio de calor se torna
oT(r,t
gt"’ ) = KVPT(r,1).

Admita uma solugdo da forma
T = R(r)T'(¢)

e separe varidveis. Mostre que a equacdo radial pode assumir a forma padrio

g R dR
r? STt -+ [@?r? —n(n + 1)|R = 0; n = inteiro.
As solucdes dessa equagdo sdo denominadas funcdes esféricas de Bessel.

9.3.7 Separe varidveis na equagdo de difusdo do Exercicio 9.3.6 em coordenadas cilindricas circulares.
Admita que vocé pode desprezar efeitos finais e considere T' = T'(p, t).

9.3.8 O operador de momento angular da mecanica quantica é dado por L = —i (r x V). Mostre que
L-Ly=Il(l+1)

leva a equagdo associada de Legendre.
Sugestdo: Os Exercicios 1.9.9 e 2.5.16 podem ajudar.

9.3.9 A equagio de onda unidimensional de Schrodinger para uma particula em um campo de potencial
V =1kz?¢
h? d% 9
%W = k ’(,[J = Ez/)(a:)

(a) Usando £ = ax e uma constante A, temos

mostre que

(b) Substituindo
»(E) = y(€)e /2,

mostre que y(€) satisfaz a equagéo diferencial de Hermite.




