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9.3.10  Verifique que as seguintes sdo solugcdes da equacdo de Laplace:

r<z
r—z

1
@4y =1/r,7 #0, (b)ﬂpz:gln

Nota: As z derivadas de 1/r geram os polindmios de Legendre, P, (cos @), Exercicio 12.1.7. As z
derivadas de (1/27) In[(r + z)/(r — z)] geram as fun¢des de Legendre, Q,, (cos 0).

9.3.11  Se ¥ é uma solucio da equacio de Laplace, V2¥ = 0, mostre que ¥ /9z também € uma solugo.

9.4 Pontos Singulares
Nesta secdo apresentamos o conceito de ponto singular ou singularidade (como aplicado a uma equagdo
diferencial). O interesse nesse conceito surge de sua utilidade para (1) classificar EDOs e (2) investigar a viabilidade
de uma solugdo de série. Essa viabilidade € o t6pico do teorema de Fuchs, Segdes 9.5 € 9.6.

Todas as EDOs listadas na Secdo 9.3 podem ser resolvidas para d?y/dz?. Usando a notagdo d?y/dz? = o,

temos’
v = fle.y.9). 9.74)

Se escrevermos nossa equagéo diferencial homogénea de segunda ordem (em y) como
y"+ P(z)y + Qz)y =0, (9.75)

estamos prontos para definir pontos ordinarios e singulares. Se as fungdes P(z) e Q(x) permanecerem finitas em

T = T, 0 ponto T = To serd um ponto ordindrio. Contudo, se P(z) ou Q(z) (ou ambos) divergir 2 medida que

T — T, 0 ponto T serd um ponto singular. Usando a Equagéo (9.75), podemos distinguir entre duas espécies de

pontos, singulares.

1. Se P(z) ou Q(z) divergir, 2 medida que x — x¢, mas (x — zo)P(z) e
(z — 70)?Q(x) permanecerem finitas, 2 medida que z — o, entdo = o serd denominado ponto singular
regular ou ndo-essencial. '

2. Se P(z) divergir mais rapidamente do que 1/(z — z¢), de modo que (z — zo) P (z) vai ao infinito, 2 medida que
& — o ou Q(z) divergir mais rapidamente do que 1/(z — zo)?, de modo que (T — z¢)?Q(z) vai ao infinito, 2
medida que z — x¢, entdo o ponto z = x serd denominado singularidade irregular ou essencial.

Essas defini¢oes sdo vélidas para todos os valores finitos de o. A andlise do ponto z — oo € semelhante ao
tratamento de fungdes de uma varidvel complexa (Secdo 6.6). Estabelecemos = = 1/z, substituimos na equagio
diferencial e entdo deixamos que z — 0. Trocando varidveis nas derivadas, temos

dy() _dy(e)ds 1) ady(eT)

dr  dz dr 22 dz dz 76y
d’y(z) _ d [dy(z)]dz _ (=22 o, W) ()
dz? dz| dz |dz dz dz2
dy(z~*) d*y(z~")
_ 9,3 4
=% P + z 12 .77
Usando esses resultados, transformamos a Equagdo (9.75) em
d*y dy
4 = -
St 22 = 22P(:71)] = +Q(= )y = 0. (9.78)

Nesse caso, o comportamento de z = oco(z = 0) depende do comportamento dos novos coeficientes,
2z — P(z71) Q(z™1)
e GO e i P 4
22 A

a medida que z — 0. Se essas duas expressdes permanecerem finitas, o ponto z = oo € um ponto ordindrio. Se
elas divergirem néo mais rapidamente do que 1/z e 1/22, respectivamente, o ponto = oo serd um ponto singular
regular; caso contrério, serd um ponto singular irregular (uma singularidade essencial).

7Essa notago “com linha”, y’ = dy/dz, foi introduzida por Lagrange no final do século XVIII como uma abreviagdo para a notagio de
Leibniz, mais explicita, porém mais trabalhosa, dy/dz.



426 Fisica Matemética Arfken e Weber ELSEVIER

Exemplo 9.4.1

A equacdo de Bessel é

2y’ +zy + (® —n®)y =0. (9.79)

Comparando-a com a Equag@o (9.75), temos

2
PE)=2, Q@=1-1,

Tabela 9.4
Singularidade  Singularidade
Regular Irregular

Equacio T = o=

1. Hipergeométrica 0,1,00 =
z(z—1y"+[(1+a+bz—cy +aby=0.

2. Legendre —-1,1,00 -
1 -2y —2zy +1(l+ 1)y =0.

3. Chebyshev -1,1,00 -
(1 —z2)y" —zy’ +n?y=0.

4. Hipergeométrica confluente 0 00
zy”" 4+ (c—z)y —ay =0.

5. Bessel 0 00

2%y’ + 2y + (22 —n?)y =0..

6. Laguerre® 0 00
2y’ +(1—-2z)y +ay=0.

7.  Oscilador harmonico simples - 00
y// 2t w2y =0.

8. Hermite - 00

y" — 2zy’ + 2ay = 0.

@ As equagdes associadas tém os mesmos pontos singulares.

0 que mostra que o ponto z = 0 é uma singularidade regular. Por inspe¢do, vemos que ndo hd outros pontos
singulares na faixa finita. A medida que z — oo(z — 0), temos, pela Equagdo (9.78), os coeficientes

22 — 2 1 —n2z2
o Rkl LA
22 24

Uma vez que a tiltima expressdo diverge como 2%, o ponto z = co é uma singularidade irregular, ou essencial. s

As equagdes diferenciais ordindrias da Secdo 9.3, mais duas outras equagdes, a hipergeométrica e a
hipergeométrica confluente, tém pontos singulares, como mostra a Tabela 9.4.

Veremos que todas as primeiras trés equagdes da Tabela 9.4, hipergeométrica, Legendre e Chebyshev, tém trés
pontos singulares regulares. A equago hipergeométrica, com singularidades regulares em 0, 1 e oo € considerada
o padrio, a forma candnica. Entdo, as solu¢des das outras duas podem ser expressas em termos das solugoes dela,
as fungdes hipergeométricas, o que faremos no Capitulo 13.

De modo semelhante, a equagdo hipergeométrica confluente é considerada a forma canodnica de uma equagéo
diferencial linear de segunda ordem com um ponto singular regular e um ponto singular irregular.

Exercicios
94.1 Mostre que a equagio de Legendre tem singularidades regulares em z = —1, 1, e co.
94.2 Mostre que a equagdo de Laguerre, assim como a equacdo de Bessel, tem uma singularidade regular

em z = 0 e uma singularidade irrégular em z = oco.
94.3 Mostre que a substituicdo

==
T — zx’ a=—I, b=1+1, e=1

converte a equagdo hipergeométrica na equagéo de Legendre.




