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Calculando o lado esquerdo explicitamente

. T-L 2
/ dx 1 l_l_\/_l"'t,
0

V1 = 2xt + 2 t J

usando a formula do bindémio

. % X e 3
‘“*”“=Z(Qﬁ“=zr@+f%é—kf%

k=0

e fazendo 2k — 1 =/, obtemos

1, Vi+e - r3) l
S R P VI ¥/ ) (R 7 L
de maneira que
1
L ré) _
/0 Px)dx = parpada—pas (= 13,5,..)
€
1 r'$) 7 —
Ay =@+ l)VP(%_i_ 1/2)12,(1 — 7D (I=1,3,5,..).

A série resultante

or,) =V 3

1=4,8.5:::-

A\ @+ D))
<~) I3 + 1)/2Ir@2 — 1)/2] Py(cos 6)

a

¢ uniformemente convergente para todos os r =< r, < a (mesmo que r; esteja proximo
de a, a convergéncia € lenta) e satisfaz todas as condi¢cdes do problema.

9.7 AS FUNCOES DE BESSEL

O estudo da EDP de Helmholtz no sistema de coordenadas cilindrico nos conduziu a
equacao diferencial ordinaria de Bessel

d? 1d 2
Zzz+—l+<l—%>y=0~

X x dx

O parametro m é muito freqlientemente um inteiro (veja a Segao 8.2, Exemp!o 1), masi
por vezes, isso nao acontece. Estudaremos o caso geral em que m f’; um ndmero rea
arbitrario, que pode ser considerado nao-negativo. Para enfatizar isso, usaremos O
simbolo u em vez de m.* -

2 2
u+1d_y+(l_%)y=o.

dx?2 ' x dx

Esta é a equacao diferencial de Bessel de ordem w. Suas solugdes sio conhecidas

il ALY 7 y or
* Adotaremos a convengio de representar escalares arbitrarios por letras gregas e inteiros (ndo-negativos) P
letras latinas.
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como fungées cilindricas; entre estas, as mais bem conhecidas sio as funcoes de Bes-
sel.

Observagao. Se u for fixo, entdo a equagao diferencial de Bessel nido parecera ser uma equacao
caracteristica. Lembre-se, no entanto, que ela pode provir (Segao 9.2) de

2
dR 1 dR 2
-+ (=B )R-,

r2
que ¢ uma equagao caracteristica, se procurarmos determinar k2 a partir das condigdes de con-
torno impostas a R. O autovalor foi “‘suprimido’’ pela substituicdo x = kr. Estudaremos, em

primeiro lugar, as fungdes cilindricas como fungodes de x e, mais tarde, voltaremos ao problema
do autovalor para a fungao R(r).

Considere a solugao da equagio diferencial de Bessel sob a forma de uma série de
Frobenius, '

o0
YO0 = QU
n=0
Reescreva a equagao sob a forma
X%y + xy' + (x2 = p?y = 0,
e substitua na série. A equacao indicial sera
2 2
ag(s* — u%) =0
e fornecera as raizess = +ues = —p. A férmula de recorréncia

1
TGt et —u+

an = (n>2)

reduz-se a férmula

- 1

ay = — Cr & mn 2 (n-=2),

no caso em que s = u, e dai seguem-se todos os coeficientes pares, a partir de a,. Para
coeficientes impares, a equagio para a, sera

ail(s + 1)* = p®] = a;Qu + 1) = 0;

isso exige que a, = 0, o que, por sua vez, implica que todos os coeficientes impares se
anulam. A solugao é uma fungéo par de x, multiplicada por x#. Por conveniéncia, faca
n = 2k; entao

1

= Gy o k2D |

Aplique esta formula k vezes para exprimir as; em fungao de a,:

o e, 1
dak = () sy o,
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E costume, e conveniente, padronizar as solugdes escolhendo

1
~20(1 + p)
Use, agora, I'(w + 1) (w + D + 2)...(u + k) = T'(w + k + 1) e obtenha uma série

explicita para a solugdo y(x), que é representada por Ju(x) e chamada de funcdo de
"Bessel de ordem p (da primeira espécie):

Qo

= k 1 +2k
Ju(x) = kZ=:0 (=1) m 4+ 1)2w+2k

A série convE:rge para todos os valores de x, ndo importa qual o valor de p .(pelo’ teste
da razdo). Se w for um inteiro (u = m), entdo J, (x) € univoca, e a série acima € uma
série de Maclaurin. Se w ndo for um inteiro, entdo J,(x) possuira um ponto de ramlf}-
cacfo na origem. Os ramos de J, (x) sdo determinados pelos ramos de x* e sua quanti-

dade pode ser finita (u racional) ou infinita (u irracional). E interessante observar que

se fizermos u variar continuamente, entio Ju(x) serd uma fungdo continua de p para
qualquer x fixo ndo-nulo* (uma série uniformemente convergente de fungdes conti-
nuas). ) .

Considere agora a segunda solugio da equagao de Bessel. A raizs = —u forne-
cera

ails+ D% —p?l=ai(l —2u) =0,

. Juntamente com '
1
Uy, = — ———5 < Qn— n > 2).
n n(n L 2#) n '2 (

Vemos, imediatamente, que surgirao algumas dificuldades quar}do (a) u € um inteiro, €
(b) » é um meio-inteiro.t No entanto, consideremos em primeiro lugar o caso em que
u nao é nenhum dos dois casos acima.- Segue-se, entéo,. que a,; = 0 e todos os coef{-
cientes impares se anulam, enquanto que todos os coeficientes pares ficam l?em defini-
dos pela formula de recorréncia, dando origem a uma solugdo que possui a mesma
forma que J, (x), com a diferenga de que u sera substituido por —u. Esta solucao €
chamada de fun¢ao de Bessel (de primeira espécie) de ordem —u.:

- 1 2%k—
I = D e et

Pode-se mostrar que J_, (x) € linearmente independente de J, (x) (0s te/rmos lideres sao
x* e x™*, respectivamente) e a solucdo geral da equacdo de Bessel sera

y(x) = cJu(x) + caJ_u(x) _(u# inteiro, u + meio-inteiEo).

Considere agora o caso em que u é um meio inteiro. Entdo, 2u sera um inteiro impar.
A férmula de recorréncia define todos os coeficientes pares em termos de a,, exata-
mente como antes. No entanto, nio funcionara para os coeﬁciqntes impares: Er}quanto
quea;as as, . - -, sy _ » devem ser nulos, isso ndo € necessariamente verdaidelrf) paéa
as (Se w = 1/2, o fenémeno aparece imediatamente com a,). No entanto, nio ha nada

*Poderiamos ter escrito J(u, x), mas J, (x) é tradicional. . ; a0 o
’rg‘:x :eja, 122325 520 5 Rigorosax‘;lente falando, deveriamos dizer ‘‘metade de um inteiro impar’’, mas 2

terminologia acima é muito comum entre os fisicos.
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que nos impeca de fazera,, = 0 pornossa prépria escolha. Se isso for feito, entdao todos os
coeficientes impares subseqiientes deverio ser nulos e poderemos definir J_, (x) exata-
mente pela mesma formula de antes. A vantagem Obvia desta escolha é que J_u(x)
permanece uma fungao continua de u, quando u passa por um valor meio-inteiro. E ainda
verdade que J_, (x) é linearmente independente de J,, (x) e ainda temos a solugio geral

Y(x) = c1Ju(x) + coJ_u(x)-  (n= meio-inteiro)‘.

Finalmente, suponha que u seja um inteiro. Tentamos, mais uma vez, preservar a

continuidade de J_, (x) com rela¢do a u. Podemos eliminar todos os coeficientes impa-

res como acima, mas teremos dificuldades para definir o coeficiente a,. A razio é que

I'(—p + 1) = » sempre que p é um inteiro positivo.* i
Naturalmente, poderiamos respeitar a férmula de a,, que implica

1
k
= (U pre — o F o

desde que adotemos a convengéo légica de que ay, = 0 para k < u [ pois I'(k — /.L +1)
possui um pélo]. Este recurso preservara a formula paraJ_, (x) juntamente com a con-
tinuidade de J_, (x) com relagdo a u, mas a soma deveri agora, em verdade, principiar
comk = m:t :

— - _ 1)k 1 —m+-2k
T = 2 0 prg =y i

Mudando a variavel do somatério por k = k' + m, obtemos

© " 1 , .
e __1\mtk m+2k.
T = 2 ™ @ T m D

No entanto, isso nada mais é do que (—1)"/,4x). Concluimos que, em nossa tentativa
de preservar a continuidade de J_, (x), perdemos infelizmente a independéncia linear
das solugdes J, (x) € J_, (x). ) |

Este comportamento se deve ao fato de que, quando as raizes da equagéo indicial
diferem por um inteiro, uma das solu¢des da equagio diferencial de Bessel pode pos-
suir singularidades logaritmicas (veja a Segao 3.5, Exemplo 4). Com efeito, para o caso
© = m = inteiro, a segunda solug¢do pode ser procurada (e obtida) sob a forma

00 -]
ya(x) = logx X cox®t" 4+ 3 apx"tP.
n=0 p=0
Dependendo da padronizagao, tais solugoes sio conhecidas como fungées de Bessel
da segunda espécie, representadas por Y,(x), ou funcoes de Neumann, representadas
por N,, (x).*! Adiamos o tratamento destas solugdes para uma se¢io posterior; por
enquanto, acharemos algumas das propriedades das fungdes J,, (x).
Segue-se, da série de Frobenius para Ju.(x), que

Jl‘(x) = x“f (x),

*Se p = 0, entdo J, (x) seri idéntico a J_, (x), e deveremos procurar a segunda solugdo de outra maneira.
tFazemos agora u = m, de acordo com nossa convengio sobre letras gregas e latinas.
*Alguns autores, contudo, usam o simbolo Y, (x) para representar as fungées de Neumann.
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em que f(x) é uma fung@o par analitica, que nao se anula na origem. Portanto, J,(0) = 0,
exceto se u = 0, caso em que J,(0) = 1.
A derivada de f{x) sera

BOON: 5 2 1 i
#e) S (_)_9_)) - Z OV e hrE e F et

e podera ser relacionada comJ,, ; (x): Substitua k pér k + 1 e verifique que

Jut1(x) |

f ——3 —
o que deduz uma férmula util:

AL AT

dx | x X# k2 0).

Semelhantemente, nao € dificil verificar que
d
2 X ] = X*Jua(x) (=D

Combinando estas duas relagdes, deduzimos as formulas de recorréncia

B0 + Jua () = 20,00)

St = Jpa() = 22>,

Fica agora claro e muitas outras relagdes de recorréncia, incluindo a férmula de
diferenciacdo e as operagdes de elevar e baixar ordem podem ser deduzidas para as
fungoes de Bessel.T A relacao

Jur1(®) _ d | Jux)
—xﬂ_—_dx[x“] 2 0)

nos permite deduzir uma férmula interessante que exprime J,(x) em fungao de Jyx)
[ou, em geral,J, (x) em termos de J, _ x (x)]. Dividindo a equagao acima por x, obtemos

540y e [J_@]

x++U T xdx| xe

que mostra o que devemos fazer com J,, (x)/x* a fim de obter uma razdo semelhante de
ordem imediatamente superior, ou seja J, 4 4(x)/x**1. Comegando com u =0 e

aplicando esta regra m vezes, obtemos .
Inx) _ (_1 dY" Y S A
=~ (— SS) V@ 0w ) = 5" (= 5 4) o),

tObserve que sdo validas para todos os valores de p e nao estio ligadas a nenhum problema de autovalores. O
mesmo acontece com as solugdes da equagio de Legendre, embora as demonstragdes da Secio 8.5 tenham sido
aplicadas somente para / = inteiro (devido ao uso da fungdo geradora). -
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que significa que o operador diferencial —(1/x)(d/dx) deve ser aplicado m vezes a J(x),
e o resultado multiplicado por x™ para obtermos J,(x). Observe a semelhanca com a
formula de Rodrigues para P(x), onde o operador diferencial mais simples, d/dx, é
aplicado [ vezes.

Para fungoes de Bessel de ordem inteira, existe também uma fungao ge' ora da
forma

00

f—
TU—1IDI2 Z 1 (x) (t # 0).
m=—w
Observe que, neste caso, a série da direita nao é uma série de Maclaurin, mas sim uma
série de Laurentem?. A formulaacima é freqiientemente escrita sob a forma (fagar = ¢')

. +w .
elx senf __ Z eszJm(x),

m=—00

onde a série do lado direito € agora uma série de Fourier (complexa) da funcao e e 9,

Para discutir as propriedades de ortogonalidade das fun¢oes de Bessel, voltaremos
a separacao da equagao de Helmholtz em coordenadas cilindricas (Secao 9.2). Por
simplicidade, suponha que ¢(r, 6, z) independe de z. Entao, V% + k% = 0 separa-se
em

d e

—‘10—2 - )\2@ = 0
e
d dR 2 )\2
] T Retel —= )R = 0.
dr(r dr) + (k P r>
Na maioria dos casos, A, = —m?(m = 0, 1, 2, ...), de maneira que R(r) satisfaz

d( dR 2_@f> _

Se as condi¢coes de contorno forem impostas sobre R(r), entao esta equagao
tornar-se-a uma equagao de autovalor com autovalor k% (observe que supusemos m? ja
determinado). Esta é uma equagao do tipo de Sturm-Liouville. Algumas das condi¢oes
fisicas mais comuns exigirao que
a) parar = 0, R(r) seja finita, e
b) parar = a, R(r) deve satisfazer

dR

R(a) = 0 (Dirichlet) o = = 0 (Neumann),
ou o -
AR + B ‘fi_R = (0 (condigoes de contorno intermediarias).
4 =a

Da discussao da Secao 9.3, segue-se que as condigoes (a) e (b) garantem a ortogonali-
dade das fungoes R,(r) (com peso r) no intervalo 0 < r =< a.

Em termos de funcoes de Bessel, as condigdes de contorno acima implicam que
somente a solucao J,(kr) sera admissivel [N,(kr) nao € finita quando r = 0] e o para-
metro k deve ser obtido de




.de maneira que
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Jn(ka) = 0,

kJl(ka) = 0,  onde Ji(x) = (d/dx)n(x),

ou

AJn(ka) + BiJ}(ka) = 0.

Todas as fungoes de Bessel (dejpnmeira espécie) tém carater oscilatorio e possuem
uma quantidade infinita de raizes.'Represente as raizes nao-triviais* de J(x) por ay,
(n =1,2,3, ...). Elas estio listadas nas tabelas de funcdés de Bessel. Os valores de k
apropriados as condi¢oes de Dirichlet sao, entao,

kmn = amn/a (=005 1625 relt il By s s

Para obter as condi¢cdes de Neumann, devemos resolver a equagio (observe que k # 0)

d
d_xJM(x)L':ka = 0.

As raizes de J,,(x) estdo também tabeladas. Representando-as por B,,,, obtemos
Kmn = Bmn/Q m=01,2,...,n=12,...).

Para as condi¢des de contorno intermedidrias, ndo podemos esperar que as raizes da
equacao

- AJ(ka) + BkJj(ka) = 0

estejam, em geral, tabeladas, pois A e B sao arbitrarias, mas podem ser calculadas, se

necessario, pela analise numérica. ) )
Desta maneira, em todos os trés casos considerados, obtemos um conjunto infi-

nito de fungdes caracteristicas mutuamente ortogonais
Ri(r) = Ju(kmn?)

e esperamos ser capazes® de desenvolver qualquer fungdo (razoavelmente bem com-
portada) f{(r) por meio da série :

-

fr) = E anJm(kmnr):

n=1

chamada série de Fourier-Bessel de ordem m. Para obter os coeficientes a,, podemos
multiplicar ambos os lados por rJ,(km.r) € integrar com relagdo a r de 0 a a; por
ortogonalidade i

[7 ROty dr = e [ KPP b,
- J0 0

a, = fg f(r)r"m(kmn’r) dr .
Jo rTm(mn )Y dr

*x = 0 é sempre uma raiz de J,{x) [exceto quando m = 0, caso em que J4(0) = 1]. Esta raiz nao possui intergsse
no caso das condigoes de’ Dirichlet.
+Por analogiaicom o caso das séries de Fourier e de: Fourier-Legendre.
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E conveniente calcular, de uma vez por todas, a integral de normalizagao
% 2
N, = /0 ris(kmnr)T dr.

Cam esta finalidade, recordemo-nos da equagao

d 2
E(’%I;) i —":—R = —Kk%R.

Substituimos R(r_) por J,(kr) e a escrevemos duas vezes, uma com k = k,,,, de maneira
que J',,.(k,,,,,r) satisfaca as condi¢oes de contorno, e a segunda vez para k arbitrdrio, de
maneira que J,(kr) ndo necessita satisfazer as condi¢cbes de contorno:

d[ d m?
d_rl:" aJm(kmnr )] . m(Kmnr) = — Kl Tk,

d[ d »
E[’EI?J"‘U”)] ~ %1“ m(kr) = —K?rl(kr).

Multiplicamos agora as equagdes por J,(kr) € por J(k.), respectivamente, subtrai-

n;)os e integramos sobre (0, a). Empregando a integragdo por partes do lado esquerdo,
obtemos

sl i
rJn(kr) s Inkmnt) — rlp(kmnr) ;; Im(kr)

= (k* — k2,) /0 ro (kY (k) dr.
0

§uponha agora que as condigdes de contorno sio condi¢cdes de Dirichlet. Esta
relagao se reduz, entio, a '

aJm(ka)kanr;L(kmna) = (k2 = kr%m)/: P (Kmn? Win(kr) dr.

que ¢ ainda vdlida para todo k. Diferenciando esta expressiao com relagio a'k,* obte-
mos '

-aaly(ka)kpndm(knna) = 2k /;) i P (Kt W (kr) dr

Fg Y~ k2 /0 * Fulnnr P (kr) dr.

Faga agora k — k,,,. O tltimo termo se anula e obtemos

# 2
/0 Wnlknnr)P* dr = 5 Uik},

que € a integral de normalizagio desejada para as éondi¢6es de Dirichlet. Outras

~condi¢des de contorno podem ser tratadas de maneira semelhante.

A integral de normalizacdo acima (para as condi¢des de Dirichlet) pode ser posta

. sob forma mais apropriada para calculos efetivos. [As tabelas das fungoes de Bessel

*As fungoes J (kr) sdo analiticas com relalgéo ao parametro k.
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em geral ndo fornecem as derivadas de J,(x)]. A partir das relagoes de recorréncia
pagina 362, segue-se também queft

D _ i) - L

- (=1
di{}l)(;) = - wt1(x) + ;—LJu(x)
Po} conéeguinte se a é uma raiz de J.(x), teremos
Do) _ g o) = —Dsa(a)

de maneira que o integral de normalizagao pode ser escrito como
a a2 5
/ r[Jm(kmnr)]2 dr = _2— [Jm+1(kmna)] s
0

onde k,, é a raiz de J (ka) = 0. ; y )
Varias funcoes de Bessel de ordens inteiras estao representadas na Fig. 9.2,

Exemplo 1. Vibragoes livres de uma membrana circular.~Jé foi mostrado, na Sﬂeg?iz
8.8, que as vibragoes livres de uma menibrana retangular sdo descritas pela equacao

onda

a2u+_(:ﬁzi=_1_ (33‘_ <c2=.z>.
0x2 dy2  c2 or2 I

Fungoes de Bessel

Fig. 9.2 Fungoes de Bessel.

brana
A dedugéo é valida para uma membrana de qualquer forma, mas para unllla(l3 r:e;r:uagéo
circular deveriamos usar o sistema de coordenadas polares, de maneira q

se torna

+Estas sdo as formulas de diferenciagdo para as fungoes de Bessel.
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Consideraremos uma membrana engastada em seu contorno, de maneira que
u(r, 0; 1) satisfaca a condigdo de contorno de Dirichlet:

u(a, 0;t) =0,

em que g € o raio da membrana. As condi¢des iniciais consistem em especificar os
deslocamentos transversos e as velocidades, quando ¢ = 0:

u(r, 0;0) = uo(r, 0, (7, 8:0) = vo(r, 6).

Fazemos u = ROT e separamos as varidveis:

2
%: T, o = M6,

d’R | 1dR A

S +--F+(=2A+Z)rR=0.

dr? rodr &
As fungdes T(1) sdo trigonométricas ou exponenciais. Rejeitamos as tltimas, baseados
em consideragdes fisicas, de maneira que A = 0.* Fazemos A = —k%e kc = w. Em vez
de usarmos fungoes trigonométricas reais, podemos representar 7(z) sob a forma

T.(F) & g7t

com a convengao de que w pode ser ou positivo ou negativo. Esta forma é muito
compacta e incorpora tanto cos wf como sen wf. Além disso, o raciocinio usual de
periodicidade exige que

A= —m? m=0,1,2,..),
conduzindo as fungoes*

0,.(0) = A,, cos m6 + B,,senma@.
A equagao radial sera agora

d°R | 1dR m?
Eff‘;mﬂ“("?—

Sua solugao geral serat

R(r) = CyJm(kr) + CyN,(kr).

*De qualquer maneira, pode-se mostrar que as condigdes de contorno nio podem ser satisfeitas se A > 0.
*Parece que nao hd vantagem em usar a representagio complexa e*™, pois surgirdo, mais tarde, alguns pro-
blemas notacionais. "
tAs fungoes de Neumann N, (x) foram mencionadas na p- 361.




368 FISICA MATEMATICA °

Como as fungdes de Neumann N,(x) ndo sdo finitas no ponto x = 0, devem ser rejei-
tadas (escolhendo C, = 0). A condi¢ao de contorno em r = a exige que

Ju(ka) =0 (m=0,1,2,...).

Esta equagao determina os autovalores k do problema. Em fungéo dos zeros das fun-
¢oes de Bessel, temos

Kini = oin/a m=20,1,2,...,n=1,2,3,...).
As primeiras quatro raizes das cinco primeiras equagdes de Bessel séo dadas na Ta-
bela 9.1.

Podemos agora escrever a solugio completa de nosso problema sob a _forma de
uma série dupla. Como a solugio deve ser real, os coeficientes com e™’ e et

Tabela 9.1
n=1 n=2 n=23 n=4
m =0 2,404 5,520 8,654 11,792
m=1 3,832 7,016 10,173 13,323
m=2 5:135 8,417 11,620 14,796
m=3 6,379 i 9,760 13,017 16,224
m=4 7,586 11,064 14,373 17,616

devem ser um o conjugado complexo do outro, e teremos

u(r, 6;1) = 2 . Jid (amn 5—) [(Amnei”“"t + Apne ™) cos mo

m=0 n=
+ (Bune™™ + Bune™*m")senmf],

onde wpy = Ckmp = amdcla). Os coeficientes A, € By, SegUem-se, entao, das condi-
¢oes iniciais. Faga t = 0. Entao,

uo(r, 0) = i i Jm (amn 2) [(Amn + A—mn) cos mf + (an + Emn)sen mo]

m=0 n=1

Esta expressio ¢, evidentemente, uma série de Fourier-Bessel emr, e igualmente uma
série de Fourier em 6. A fim de determinar A, multiplicamos ambos os lados por

2

J .
rdp (am,n, ;) cos m'6

e integramos com relagdo ar de 0 aa, e com relagao a 6 de 0 a 27. Devido a ortogona-
lidade das funcdes trigonométricas, somente sobreviverao, do lado direito, os termos
em cosseno com m = m’, com a constante de normalizagao
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T sem #0,

27 2 b s {
0do =
fo ag i o A - e R

Além disso, devido a ortogonalidade das fungbes de Bessel, somente os termos com
n = n' sobreviverao do lado direito, com a constante de normaliza¢do

G A\ éz
‘/; r[Jm' <am’n’ E):I dr = _2_ [Jm’+l(am'n')]2'

Por conseguinte, obtemos a eXpressao

a 27 9
[) /; uo(r, 6) cos mé - rJy, (amn ‘_:) drdo = zza_' [Jm+1(amn)]2(Amn' -+ A_mn)

(se m # 0)
e uma expressao semelhante com um fator 2 adicional do lado direito, se m = 0.
Vemos que A, ainda ndo estd totalmente determinado (somente sua parte real

segue-se da formula acima). Isso nao é inesperado, pois ndo usamos a segunda condi-
¢ao inicial. Diferenciando u(r, 6; t) em relacao a t e fazendo entdo ¢t = 0, obtemos

oy(r, ) = 3. . X I (amn E’) iWmn[(Amn — Amn) cos mf + (B, — B,)senmé).

Pela mesma técnica anterior, podemos deduzir que

a 27 5 .
fo /0 vo(r, 0) cos mf - rJ,, (amn C—Z) dr do = i%wm[JmH(am,,)]?(Amn e )
(se m = 0),

e semelhantemente para m = 0 (com o fator 2). Os coeficientes A, podem ser calcu-
lados e descritos pelas formulas

a 27 -
/(; /0 uo(r, 6) — (—vi vo(r, 0)] cos mb - vJ,, (amn 2) dr do
Ao = , 7@ an P o=
a 27 .
fo /; —uo(r, 6) — ,w—;; vo(r, 0)] rJo (a(m 2) dr db
A T (a0 P 7= %
em qU€ Wy, = Chkmn = api(cla), para todo m.

Os coeficientes B, sio calculados de maneira semelhante. E facil verificar que é
necessario somente substituir cos m6 por sen n na formula de A,, (observe que o
caso m = ( estd agora ausente).

Talvez sejam convenientes algumas palavras sobre a interpretacao fisica dos re-
sultados. As freqiiéncias

WOmn = amp(c/@)  (m=0,1,2,...,n=1,2,..)
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840 as freqiiéncias naturais da membrana e cada termo da série dupla representa um
modo natural de vibra¢do.t Cada freqiiéncia possui dois modos correspondentes, um
com cos m6 e o outro senm@, exibindo degenerescéncia dupla. As excegdes sao 0s casos
em que m = 0, representando os modos que possuem simetria radial. Eles sdo ndo-
degenerados.*

~ Os modos naturais possuem suas configuracdes caracteristicas de linhas nodais
(compare é_om a Secao 8.8, p. 321). Algumas destas configuracdes estao esbocadas
a seguir (Fig. 9.3) e suas freqiiéncias estao dadas em fungao da freqiiéncia fundamental
Wy = 2,40(c/a). .

Os modos naturais de vibragao formam uma ferramenta muito conveniente para a

analise de movimento arbitrario de uma membrana. Suponha, por exemplo, que a dis-
tribui¢ao inicial dos deslocamentos e das velocidades exibe simetria radial$

ug = uo(r), vy = vo(r).

Segue-se, entao, das formulas para A ,,, € para B, que somente os termos com m = 0
estarao presentes na solugao, que pode agora ser representada por uma série simples
(de Fourier-Bessel):

Q. Do &

wg; (Fundamental) * w1 =1,594 wy, wo; =2,136 wy;
60°
@)‘43&: %50 @ 0,546a
wge=2,296 wy, w3 =2,653 wy, wp=2,918 wy,
22,5 45
0,610a @0:27)2%
0,638a
wy =3,156 wy; wyo= 3,501 wy; w3 = 3,600
%o %60
w51=3,652 w1 Y
Fig. 9.3

 TMuito freqiientemente chamado de modo normal de vibragao.

*Falando mais rigorosamente, as fregiiéncias (autovalores) w, sao nao-degenerados.
§Ou invariancia com relagio a rotagdes, em uma linguagem mais sofisticada.

FUNGCOES ESPECIAIS |7l
L r o s s
u(r, ) = > Jo <a0n ‘—I) [Aone™ + Ap,e 0],
n=1

Em geral, um modo dado estara ausente da série dupla para u(r, 6; t) desde que as
distribuigdes iniciais ur, 6) e v(r, 6) sejam ortogonais a0 modo correspondente. Em
outras palavras, os modos que ndo estardo presentes no estado de movimento inicial
(dado por u, e por vy) ndo serdo ‘‘excitados’ em nenhum instante posterior. Na lin-
guagem da fisica, os modos sdo ‘‘independentes entre si’’, no sentido em que nio ha
troca de energia entre modos individuais.

Exemplo 2. A superficie lateral de um cilindro de aco muito longo, de raio b = 10 ¢cm é
mantida a uma temperatura constante u, = 100°C. Inicialmente, o cilindro esta a tem-
peratura uniforme u, = 500°C. Deseja-se calcular a temperatura no centro do cilindro
¢ a taxa segundo a qual o cilindro perde calor em cal/cm - s (por unidade de compri-
mento) no instante ¢ = 4 minutos.

Solugao. Aproxime a solugao considerando um cilindro infinito. A temperatura no
interior serd uma fungae somente de r e de 7, e devera satisfazer a EDP (em coorde-

nadas cilindricas)
1o ouy_ 1 du
ror\’ or] a2 9t

sujeita a condigao de contorno u(b, t) = u, e a condicio inicial u(r, 0) = u,.
Para 0 aco, a® = kfcp = 0,126 cm?/s (veja a Secao 8.4). De acordo com o método
de separacdo de varidveis, procuramos solucoes da EDP da forma

u(r,t) = R(HT(2).
Entao

d( dR dar

= R = = -4

dr( o + A 0, 7 a“\T.
A constante de separacao \ deveria ser determinada a partir das condicdes de con-
torno aplicadas a funcdo R(r). Surge uma complicagio devida ao fato de que a condi-
¢ao de contorno é nao-homogénea. Esperamos poder construir nossa solucio na forma
de uma série

u(r, t) = z)\: A\Ry(r)T\(2)

(em relagao aos valores permissiveis de \), mas ainda nio esta claro que condi¢ao
deveriamos impor a cada fungao individual Ry(r).

Felizmente, o problema desfaz-se devido ao fato de que u, = constante é também
uma solu¢ao da EDP e podemos escrever

u(r’ t) = U + Z)\: A}\R)\(V)T)\(t),

exigindo agora que todos 0s Ry(r) se anulem em r = b. Isso assegura que toda a série
se anulard em r = b e que a solugao u(r, t) satisfard a condi¢ao de contorno

A distribuigao inicial de temperaturas possui simetria axial.
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u(b, t) = uj. Portanto
Ap6s termos fixado as condicéés de contorno, podemos ter esperancas em deter- 2 b »
minar os A\, de tal maneira que a condi¢ao inicial seja satisfeita e de que o problema (4o — u1) b Jo | @on 5 rdr
possa ser resolvido. A, = 5 :
; b2[J1(aon)]?
A integral

Observagdo. Uma outra maneira de encarar esta idéia é perceber que podemos deslocar a origem
da escala de temperaturas sem afetar a validade das equagoes da condugéo do calor. Em vez de
usarmos a escala centigrada, podemos usar uma nova escala com o ‘‘zero” em 100° centigrados.
Podemos, entio, resolver o problema na nova escala e, a0 fim, voltarmos a escala centigrada.

b
r b2 A0on
/; Jo (a0n l—7> rdr = O?/; Jo(2)z dz

pode ser calculada explicit ; S s s .
& pégine 368 plicitamente. Uma maneira de calculé-la € utilizar a férmula (veja

A equagao de 7(t), juntamente com a segunda lei da termodinamica, exige que A
seja ndo-negativo. Para A = 0, a equagao radial

d’R | 1dR

$oh s B Rii=< d

dr? + r dr e v a[le(x)] = xJo(x).
possui a solugdo Ry = A, + B, log r, que nao ¢ aceitavel, pois B, log r nao ¢ finito Isso fornece imediatamente [+, T p
quando r = 0, e A, ndo se anula em r = b.* Conseqgiientemente, A > 0.Fazendo 070 (2)zdz = xJ (x) de maneira que
A = k2, x = kr, e reduzindo a equagao radial a equagao diferencial de Bessel de ordem 2y —

i zero, temos = __OJ(““I; Y

. aond 1(Qon
‘ d% 1dy e a solugdo serdq
| it xaTr=0

o Jo(a()n,/b)e—mﬁna'-’/b’-’)t
=1 aognty (aOn)

Usando J4(0) = 1, achamos que a temperatura no centro do cilindro é dada por

“ onde y(x) = R(r). A solugao relevante é]o(x) [N{x) nao é finita quando r = 0], e os u(r,t) = u; + 2(uo — uy)
n

autovalores seguem-se da condigao de Dirichlet

Jo(kb) = 0,
fornecendo »  ,—(agna®/b%t
2 u0,1) = uy + 200 — u)) = ¥ £
2 ag > 1 0 uy) = —_— .
An = Kon = b_2n (n=123,.. ¥ u ngl oond1(@0n)
Esta série converge muito rapidamente para ¢ grande. As tabelas das funcoes de Bes-

Achando T(t) por meio desta equagio, obtemos a série sel* fornecem

[

Qo 1

u(r, 1) = uy + 2, AxJdo (aon g) P Ll 2,40, % 2 = 5,52,
n=1

J1(2,40) = 0,52, J.(5,52) = -0,34.

Resta-nos satisfazer a condicao inicial
Evide 3 RS
ntemente, a razao dos dois primeiros termos da série fica determinada pelo fator

exp [_ %;‘iﬂf,}

uy = uy + 2, Ao (0401; Ii)) .

n=]1

Isso é uma série de Fourier-Bessel (de ordem zero) para a fungao O expoente é

f(r) = up — uy = const.
(5,522 — 2,40%) x 0,126 x 4 X 60

102

> 7.5;

—_—

*A solugao R(r) = constante, que multiplica 7(z) = constante, fornece a solugdo constante da EDP. J4 temos
*
Por exemplo, Jahnke e Emde, Tables of Higher Functions.

uma, ¥ = y, = constante, e nao necessitamos de nenhuma outra.

—
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Como e~"% = 0,0005, segue-se que o segundo termo pode ser desprezado. Se ¢t = 4
min, o primeiro termo fornece

ad1at _ 2,40 X 0,126 X 4 X 60 _ | .
b2 s 100 = s ’

de maneira que a temperatura procurada é

e—1,75
24x0,5

A taxa de variagao do fluxo de calor (por unidade de area e unidade de tempo) em
um ponto qualquer é dada pela densidade de corrente térmica (veja a p. 302)

u =100 + 2 x 400 x 212°C.

q = —kgrad u,
onde k = condutividade térmica = 0,11 cal/cm - s - °C, no caso do ago.
No nosso caso, grad u no ponto r = b sera normal a superficie, e |grad u| = du/dr.
Usando Jyx) = —J(x), obtemos, da série para u:

- 2k(u0 N ul) Zw: e-—(agnagle)t

qlr=b b

n=1
Multiplicando por 27bh, obtemos a perda de calor por unidade de comprimento do
cilindro:
= 2
Q = drk(uo — uy) Y, e @0ne”/6D,

n=1

E mais uma vez Obvio que somente necessitamos considerar o primeiro termo desta
série, fornecendo

Q = 4w X 0,11 X 400 X e~ »™ = 96 cal/ cm-s.

9.8 FUNQ()ES DE LEGENDRE ASSOCIADAS E HARMONICAS
ESFERICAS

A equagao de onda

V2¢ — l ﬁ

cZ 912

pode ser separada no sistema de coordenadas esféricas, dando origem as quatro equa- .
¢oes diferenciais ordinarias seguintes (veja a Segao 9.1):

T 2 d’®
Eﬁ — X‘T = 0, 3¢.—2

d de A
Zfo_(se“oﬁ> + <—sen 0Ny + —1> 0 =0,

- )\1‘1’-: 0,

sen 6

R
%(ﬁ ‘fl—r> + (=M% 4+ )R = 0.




