s 11. FUNCOES DE BESSEL

1.5 Funcoes Modificadas de Bessel I,,(x) e K, (x)

A equacgao de Helmholtz,
V2 + k% =0,

separada em coordenadas cilindricas circulares, leva a Equagdo (11.22a), a equagdo de Bessel. A Equacdo (11.22a)
é satisfeita pelas funcoes de Bessel e Neumann J,, (kp) e N, (kp) e qualquer combinagdo linear, tal como as fungoes
de Hankel H."” (kp)e H,S2) (kp). Agora, a equacdo de Helmholtz descreve a parte espacial de fendmenos de onda.
Se, em vez disso, tivermos um problema de difuséo, entdo a equagdo de Helmholtz ¢ substituida por

V2 — K2y = 0] (11.108)

A andloga da Equacdo (11.22a) é

o 1 !
pzd—szu(k’p) + /)(;T)Y,,(k:p) — (k*0* + *)Y, (kp) = 0. (11.109)

A equacdo de Helmholtz pode ser transformada na equacao de difusao pela transformagio £ — ik. De modo
semelhante, k — ¢k muda a Equacdo (11.22a) para a Equacao (11.109) e mostra que

Y, (kp) = Z.(ikp).

As solugdes da Equagao (11.109) sao funcdes de Bessel de argumento imagindrio. Para obter uma solu¢do que
¢ regular na origem, consideramos Z,, a fungio regular de Bessel J,,. E costumeiro (e conveniente) escolher a
normalizacdo de modo que

Y, (z) =I,(z) =i J,(iz). (11.110)

(Aqui, a varidvel kp esta sendo substituida por z por simplicidade.) A normalizagdo 7~ extra cancela os " de
cada termo e transforma I, (z) em real. Muitas vezes isso € escrito como

Ein) o2 L ey, (11.111)

Iy e I sao mostradas na Figura 11.10.

Figura 11.10: Fungoes modificadas de Bessel.
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Forma de Série
Em termos de série infinita, isso equivale a remover o sinal (—1)® na Equacdo (11.5) e escrever

0 1 IQS+V 00 1 / .
L,(a:):z;)m(2> : I_V(a:)zzom< : (11.112)

Para v inteiro essa expressao da como resultado
Litz) = I_yilx). (11.113)5

Relacoes de Recorréncia

As relagdes de recorréncia satisfeitas por I, (x) podem ser desenvolvidas pelas expansoes de série, mas talvez
seja mais facil trabalhar a partir das relagdes de recorréncia existentes para J,,(x). Vamos substituir 2 por —iz e
reescrever a Equacao (11.110) como

J,(x) = I, (—iz). (11.114)

Entdo, a Equacgdo (11.10) se torna

2
P,y (—iz) + 47, (i) = %i"[l,(f’ix).

Substituindo x por iz, temos a relagdo de recorréncia para I, (z),

\ 2
I_1(z) — L1 (z) = %Iy(x). (11.115)

A Equacao (11.12) se transforma em
I_1(z) + Iy1(x) = 21 (z). (11.116)

Essas sfo as relagdes de recorréncia usadas no Exercicio 11.1.14. Vale a pena destacar que, embora duas relagdes
de recorréncia, Equagdes (11.115) e (11.116) ou o Exercicio 11.5.7, especifiquem a EDO de segunda ordem, o
inverso ndo ¢ verdadeiro. A EDO néo fixa unicamente as relagdes de recorréncia. As Equacdes (11.115) e (11.116)
e o Exercicio 11.5.7 ddo um exemplo.

Pela Equagdo (11.113) vé-se que temos apenas uma soluc¢@o independente quando v é um inteiro exatamente
como nas fungdes de Bessel J,. A escolha de uma segunda solucdo independente da Equacdo (11.108) é,
em esséncia, uma questdo de conveniéncia. A segunda solugdo dada aqui é selecionada com base em seu
comportamento assintético — como mostraremos na proxima se¢do. A confusio de escolha e notacdo para essa
solucdo talvez seja maior do que em qualquer outro lugar dessa drea.'® Muitos autores'® preferem definir uma
segunda solugdo em termos da func¢io de Hankel H, ,El) (z) por

™

K, (g) = i H{ (ia) = gwl [, (iz) + iN, (iz)]. (1L.117)

O fator ¥ torna K, (z) real quando z ¢ real. Usando as Equacdes (11.60) e (11.110), poder;ms transformar a
Equagio (11.117) em?
I~V i II/
K (z) = T12@ - L&) (11.118)
2 sen v

analoga a Equagdo (11.60) para N, (z). A escolha da Equagdo (11.117) como defini¢io é um tanto infeliz, no
sentido de que a fungdo K, (z) ndo satisfaz as mesmas relagdes de recorréncia que I,,(x) (compare com os
Exercicios 11.5.7 ¢ 11.5.8). Para evitar esse aborrecimento, outros autores?! inclufram um fator adicional de

18Encontramos uma discussdo e comparacio de notacoes em Math. Tables Aids Comput. 1: 207-308 (1944).
19Watson, Morse ed Feshbach, Jeffreys e Jeffreys (sem o 7/2).

20Para fndice inteiro n consideramos o limite v — n.

2I'Whittaker e Watson, veja Leituras Adicionais do Capitulo 13.
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cosvm, 0 que permite que K, satisfaca as mesmas relacoes de recorréncia que as [, mas tem a desvantagem
defazer K, = Oparav =1,3,5, ...
43 s . . ~ P 1) 7. %
A expansdo de série de K, (x) resulta diretamente da forma de série de HY )(za:). Os termos de ordem mais

baixa sdo (confrontar as Equacdes (11.61) e (11.62))

Ko(z)=—Inz —y+In2+---,
K, (@) =2 =10l + s (11.119)

Como a fungao modificada de Bessel I, estd relacionada a fungio de Bessel J,,, tanto quanto senh estd relacionada a
seno, [, e a segunda solugdo K, as vezes sdo denominadas fungoes hiperbdlicas de Bessel. K e K sdo mostradas
na Figura 11.10.

Io(z) e Ko(x) tém as representagdes integrais

Iy(z) = %/ cosh(x cos ) db, (11.120)

0

= °° cos(zt) dt
Ko(a:):/o cos(xsenht)dt:/o W7 z > 0. (11.121)

A Equac@o (11.120) pode ser derivada da Equac@o (11.30) para Jy(z) ou pode ser considerada um caso especial
do Exercicio 11.5.4, v = 0. A representagio integral de Ky, Equagdo (11.121), é uma transformada de Fourier
e pode ser mais bem derivada com transformadas de Fourier, Capitulo 15, ou com fungdes de Green, Secdo 9.7.
Uma variedade de outras formas de representagdes integrais (incluindo v # 0) aparece nos exercicios. Essas
representacoes integrais sdo uteis no desenvolvimento dc formas assintdticas (Se¢ao 11.6) e em conexdo com
transformadas de Fourier, Capitulo 15.

Para colocar as fun¢des modificadas de Bessel I, (z) e K, () na perspectiva adequada, nés as introduzimos
aqui porque:
o Essas fungdes sdo solugdes da equagio modificada de Bessel, uma equagéo encontrada com muita freqiiéncia.
e Elas sdo necessdrias para problemas fisicos especificos, tais como os de difusdo.
o K, () dd uma fun¢do de Green, Se¢do 9.7.
o K, (x) leva a uma determinagfo conveniente de comportamento assintético (Secdo 11.6).

Exercicios
11.5.1  Mostre que

C(:c/2)(t+1/t): Z [n(l')tn

n=—oo

gerando assim fun¢des modificadas de Bessel, I, (z).

Verifique as seguimes identidades

(@) 1= Io(x +2Z ) o (2

n=1

(b) e =Ip(z)+2 Z L. ()

n= l

) e =1 +2Z )" In(z),

(d) coshz = Iy(x) + 2 Z Ion(z),
n=1

(¢) senh z = 221%,] )

n=1

(a) Pela funcao geradora do Exercicio 11 S 1, mostre que

(@) = 5 § explla/2)(e+1/0) .
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(b) Para n = v, ndo sendo inteiro, mostre que a representacdo integral precedente pode ser
generalizada para

1 dt

I(x) = — » exp[(x/2)( + 1/t)} e

211

O contorno C' é 0 mesmo que o contorno para J,, (), Figura 11.7.

11.54 Parav > — 5, mostre que [,,(z) pode ser representada por

iy 1 i o i +zcos 6 2v
Iplz = 7r1/2(1/%)!<2> /0 e sen“’6 do
if z P +zp o\v—1/2
SO N L+ (1 d
71—1/2(1/%)'<2> '/71() ( p ) P

2 P v /2 5
_m<§> /0 cosh(z cos 0)sen“” 0 db.

Uma cavidade cilindrica tem raio a e altura [, Figura 11.3. As extremidades, z = 0 e [ estdo em
potencial zero. As paredes cilindricas, p = a, t8m um potencial V' = V (¢, z).

(a) Mostre que o potencial eletrostatico ®(p, ¢, z) tem a forma funcional

o0 o0
D(p,p, 2 Z Z I (knp)sen knz - (ampsen me + bpyy cosmy),

m=0n=1

em que k, = nw/l.
(b) Mostre que os coeficientes @y, € by, sio dados por’

2w pl
@mn | _ 2 _ | senmep
b } Wl[m(k,‘n(l)/o /0 Vi z)sen n { cos My }dngO'

Sugestdo: Expanda V(yp,z) como uma séric dupla e use a ortogonalidade das fungdes
trigonométricas.

Verifique que K, (x) ¢ dada por

e, a partir dessa expressdo, mostre que
Kjila) =K jz):
Mostre que K, () satisfaz as relagdes de recorréncia

Kyr(a) — Ko@) = — 2 Ko (2),
Ku—l(-%') + KV.H(.’L’) = 72K{,<CC)

Se K, = e*™ K, mostre que K, satisfaz as mesmas relagdes de recorréncia que I,,.

Para v > — 1 mostre que K, (z) pode ser representada por

al/2

z iy —zcosht 2v ﬂ— 7T
Kji(z)= G—l)'<2) /0 e senh”"t dt, —5 <argz <3

2
) / efzp(pQ o 1)1/*1/2 dp
1

22Quando m = 0, no coeficiente é substituido por 1.




