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Equacoes Diferenciais

9.1 Equacoes Diferenciais Parciais
Introducao
Em Fisica, saber qual é a forca em uma equag@o de movimento usualmente leva a uma equagao diferencial. Por isso,
quase todas as numerosas partes avancadas da Fisica Teérica sdo formuladas em termos de equacdes diferenciais.
As vezes elas sdo equacdes diferenciais ordinérias de uma s6 varidvel (abreviadas para EDOs). Na maioria das
vezes sio equagdes diferenciais parciais (EDPs) de duas ou mais variveis.

Vamos lembrar que, no célculo, a operagdo de considerar uma derivada ordinéria ou parcial é uma operacio
linear (£),!

d(ap(@) + W(z)) _ dp , ,dv

dz dac+bdac’

para EDOs que envolvem derivadas de uma tnica varidvel z ¢ nenhuma poténcia quadritica, (dy/ dr)?, ou de
ordens mais altas. De modo semelhante, para derivagdes parciais,

Oap(z,y) +b¥(z,y) _ Op(z,y)  ,09(,y)
oz oz or

Em geral,
L(ap + b)) = al(p) + bL().
Assim, EDOs e\EDPs aparecem como equagdes de operador linear,
Ly =F, " 9.1)

em que F' é uma fungdo (fonte) conhecida de uma varidvel (para EDOs) ou de mais varidveis (para EDPs), £ € uma
combinagio linear de derivadas e 9 é a fungio desconhecida ou solugéo. Qualquer combinag@o linear de solugdes
é novamente uma solugéio se F' = 0; este é o principio de superposi¢ao para EDPs homogeéneas.

Uma vez que a dinimica de muitos sistemas fisicos envolve apenas duas derivadas (por exemplo, aceleracdo
na Mecanica Cldssica e o operador de energia cinética, ~ V2, na Mecanica Quantica), equacdes diferenciais
de segunda ordem ocorrem com muita freqiiéncia na Fisica. (As equagGes de Maxwell e Dirac sdo de primeira
ordem, mas envolvem duas fungdes desconhecidas. A eliminacdo de uma dessas fungdes resulta em uma equagdo
diferencial de segunda ordem para a outra (compare com a Segéo 1.9.)

Exemplos de EDPs
Entre as EDPs encontradas com maior freqiiéncia estdo as seguintes:
1. Equaggo de Laplace, V2 =0.
Essa equacdo muito comum e muito importante ocorre em estudos de

(a) fendmenos eletromagnéticos, incluindo eletrostdtica, dielétricos, correntes estdveis e magnetostatica,
(b) hidrodindmica (escoamento irrotacional de fluido perfeito e ondas superficiais),
(c) fluxo de calor,
(d) gravitagio.

!Estamos especialmente interessados em operadores lineares porque na Mecanica Quéntica as quantidades fisicas sdo representadas por
operadores lineares em um espago de Hilbert, complexo, de nimero infinito de dimensdes.
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2. Equacio de Poisson, V29 = —p/eo.
Em contraste com a equagdo homogénea de Laplace, a equagdo de Poisson € ndo-homogénea com um
termo de fonte —p/eg.
3. Asequagdes de onda (Helmholtz) e as equagdes de difusdo independentes de tempo, V2 + k%) =0.
Essas equagdes aparecem em fendmenos tdo diversos como
(a) ondas eldsticas em sélidos, incluindo cordas, barras e membranas vibratdrias,
(b) som ou acustica,
(c) ondas eletromagnéticas,
(d) reatores nucleares.
4. A equagdo de difusdo dependente de tempo

1 0y
Vip=—-—L
¥ a? ot
e as formas quadridimensionais correspondentes que envolvem o d’alembertiano, um andlogo
: quadridimensional do laplaciano no espago de Minkowski,
' 162
_ 92 _ 2
09, =0 —géﬁ—v :

5. A equagio de onda dependente de tempo, 8%t = 0.
. A equacdo de potencial escalar, 3%¢ = p/eo.
Assim como a equacio de Poisson, essa equacio é ndo-homogénea com um termo de fonte p/eg.
7. A equagio de Klein-Gordon, 9%yp = —pu%4), e as equagdes vetoriais correspondentes, nas quais a fungdo
escalar 1) é substituida por uma fung@o vetorial. Outras formas, mais complicadas, sdo comuns.
8. A equagdo de onda de Schrodinger,

=)

Ry L 0

P o
= = F
2mV Y+ Vi v,

| para o caso independente de tempo. (
’3 9. As equagdes para ondas eldsticas e fluidos viscosos e a equagdo da telegrafia.
10. Equagdes diferenciais parciais acopladas de Maxwell para campos elétricos e magnéticos e as de Dirac para
fungdes de onda relativistas de elétron. Para equacoes de Maxwell, veja a Introducdo e também a Seg¢do 1.9.

Algumas técnicas gerais para resolver EDPs de segunda ordem sdo discutidas nesta segao.

1. Separagio de varidveis quando a EDP ¢ subdividida em EDOs que sdo relacionadas por constantes comuns que
aparecem como autovalores de operadores lineares, £ = l1), usualmente de uma s6 varidvel. Esse método
guarda uma relagdo muito proxima com simetrias da EDP e um grupo de transformacoes (veja a Segdo 4.2).
A equagio de Helmholtz, exemplo 3 da lista, tem essa forma, em que o autovalor k? pode surgir pela separagdo
do tempo t das varidveis espaciais. Da mesma forma, no exemplo 8 a energia E € o autovalor que surge pela
separagdo de ¢ de r na equacdo de Schrodinger. Examinamos isso no Capitulo 10 com mais detalhes. A Sec¢do
9.2 serve como introducdo. EDOs podem ser atacadas pelo método de série de poténcias de Frobenius na Se¢do
9.5. O método nem sempre funciona, mas, quando funciona, ¢ o método mais simples.

2. Conversio de uma EDP em uma equag@o integral usando fun¢des de Green aplica-se a EDPs nao-homogéneas,
tais como os exemplos 2 e 6 dados acima. Uma introdug@o a técnica da func¢@o de Green € dada na Seg¢do 9.7.

3. Outros métodos analiticos, tais como a utilizagdo de transformadas integrais, sdo desenvolvidos e aplicados no
Capitulo 15.

Ocasionalmente encontramos equagdes de ordens mais altas. Tanto na teoria do movimento lento de um fluido
viscoso quanto na teoria de um corpo elastico, encontramos a equagao

(V?)?y =o.

Felizmente, essas equacdes de ordens mais altas sdo relativamente raras e nao serdo discutidas aqui.

Embora nem tdo freqiientes e talvez nem tdo importantes como as EDOs de segunda ordem, EDOs de primeira
ordem aparecem na Fisica Tedrica e as vezes sdo etapas intermediarias para EDOs de segunda ordem. As solugdes
de alguns tipos mais importantes de EDOs de primeira ordem sdo desenvolvidas na Se¢do 9.2. EDPs de primeira
ordem sempre podem ser reduzidas a EDOs. Esse processo € direto, porém longo, e envolve uma procura de
caracteristicas que sdo apresentadas resumidamente no texto a seguir; para mais detalhes, referimo-nos a literatura.
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Classes de EDPs e Caracteristicas
EDPs de segunda ordem formam trés classes: (i) EDPs elipticas envolvem V2 ou ¢ 29?2 / 8t2+ V2 (ii) EDPs
parabélicas, ad/dt+ V?2; (i) EDPs hiperb6licas, =29 /0t>— V. Esses operadores candnicos aparecem por
uma troca de varidveis ¢ = &(z,y), n = n(z,y) em um operador linear (para duas varidveis apenas, por
simplicidade)
02 02 0? 9] 0
L=a—+2b——+c— +d— +e—+ f, 9.2
B50E * “ompy T gt 0gy iy Y e
que pode ser reduzido para as formas candnicas (i), (ii), (iii) conforme o discriminante D = ac — b > 0, = 0, ou
< 0. Se &(z, y) for determinada pela EDP de primeira ordem, mas nio-linear,

o\’ AVES ¢

o(5) +=(3) () (%) -0 0
entdo o coeficiente de 92/ 9% em L (isto §, Equagio (9.3)) é zero. Se 7 for uma solucgdo independente da
mesma Equagio (9.3), entdo o coeficiente de §%/0n? também é zero. O operador remanescente, 82 /9¢0n, em
L é caracteristico do caso hiperbélico (iii) com D < 0 (a = 0 = clevaa D = —b? < 0), em que a forma
quadrética de aA\? + 2b\ + ¢ é fatorada e, portanto, a Equaco (9.3) tem duas solugdes independentes &(z,v),
n(z,y). No caso eliptico (i) com D > 0, as duas solugdes &, 7 s3o conjugadas complexas que, quando substituidas
na Equagdo (9.2), removem a derivada mista de segunda ordem em vez dos outros termos de segunda ordem,
resultando na forma canénica (i). No caso parabélico (ii) com D = 0, somente 82 /9¢ 2 permanece em £, enquanto

os coeficientes das outras derivadas de segunda ordem desaparecem.
Se os coeficientes a, b, c em L sdo fungdes das coordenadas, entdo essa classificagdo € apenas local; isto é, seu

tipo pode mudar quando as coordenadas variam.
Vamos ilustrar a fisica subjacente ao caso hiperbélico examinando a equagéo de onda, Equagdo (9.2) (em 1+ 1

dimensdes, por simplicidade)
162 &
== — = |J¥=0.
c? ot2  9x?

Visto que a Equacgéo (9.3) agora se torna

() (6 - (52 (&) -
ot oz) \ot oz)\ot o0x)
e ¢ fatorada, determinamos a soluc@o de 0¢/0t — cO€/0x = 0. Esta é uma fungdo arbitrdria £ = F(z + ct), e
& = G(z — ct) resolve 9/0t + cO&/0x = 0, o que é imediatamente verificado. Por superposi¢go linear, uma
solugdo geral da equagdo de onda é 1 = F(z + ct) + G(z — ct). Para fungbes periédicas F, G reconhecemos
as retas  + ct e x — ct como as fases de ondas planas ou frentes de onda, em que nem todas as derivadas de
segunda ordem de 1) na equagé@o de onda sdo bem definidas. Os raios da dptica geométrica sdo normais a frentes
de onda. Assim, as retas que sdo solugdes da Equagdo (9.3) e recebem o nome de caracteristicas ou as vezes
bicaracteristicas (para EDPs de segunda ordem) correspondem, na literatura matemaética, a frentes de onda da
solugd@o da Optica geométrica da equacdo de onda.

Para o caso eliptico, vamos considerar a equagdo de Laplace,

0%y 0%

a2zt =0

para um potencial ¢ de duas variaveis. Aqui, a equagdo caracteristica,

9¢\ 2 2

or oy 62: 8y or By
tem solugdes conjugadas complexas: £ = F(z + iy) para 9/0z + 1(0&/0y) = 0e & = G(z — iy) para
9¢/0z — i(0&/dy) = 0. Portanto, uma solugdo geral da equagdo de Laplace é ¢ = F(z + iy) + G(z — 1y),

bem como as partes real e imaginaria de 1, que sdo denominadas fung¢des harménicas, enquanto as solugdes
polinomiais s3o denominadas polinémios harménicos.
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Em Mecénica Quantica, a forma de Wentzel-Kramers-Brillouin (WKB), 1 = exp(—iS/h), para a solucdo da
equagio de Schrodinger, uma EDP parabdlica complexa,

W2 o aw

leva a equagdo de Hamilton-Jacobi da Mecanica Classica,

1 oS
= (VS)?2+V = 5 94
no limite de & — 0. A cldssica agdo S obedece 2 equagio de Hamilton-Jacobi, que € a andloga da Equacgdo (9.3) da
equacdo de Schrodinger. Substituindo V ¢ = —it) V S/h, 9y /0t = —ip(0S/0t)/h na equagdo de Schrodinger,
descartando 1), o fator global que ndo desaparece, € tomando o limite da equacdo resultante, a medida que h — 0,
obtemos, de fato, a Equacéo (9.4).

Achar solugdes de EDPs resolvendo para as caracteristicas é uma das diversas técnicas gerais. Se o leitor quiser
mais exemplos, consulte H. Bateman, Partial Differential Equations of Mathematical Physics, Nova York: Dover
(1944); K. E. Gustafson, Partial Differential Equations and Hilbert Space Methods, 2% ed., Nova York: Wiley
(1987), nova tiragem, Dover (1998).

Para derivar e apreciar mais o método matemdtico por tras dessas solugdes de EDPs hiperbdlicas, parabdlicas
e elipticas, vamos reconsiderar a EDP (9.2) com coeficientes constantes e, a principio, d = e = f = 0 por
simplicidade. De acordo com a forma das solugdes de frente de onda, buscamos uma solugdo ¢ = F(§) da
Equagio (9.2) com uma fungdo ¢ = £(¢, z) usando as varidveis ¢, z em vez de z, y. Ento, as derivadas parciais se
tornam

dy _ O¢dF JEdF 8% ¢ dF <8§)2d2F

dr Oz df’ Ot otde’ 0z dx2dé ' \9z) de*’

2y 8% dF 3¢ 0t d°F % B¢ dF <8§>2d2F

920t dzoi e T owot e o o & \ot) @

usando a regra da cadeia da diferenciagfo. Quando ¢ depende de z e ¢ linearmente, essas derivadas parciais de 9
resultam em um inico termo e, como conseqiiéncia, resolvem nossa EDP (9.2). Por £ = ax + (3t linear, obtemos

02 d’F &2 d*F - d’F
_—g:a2—2» Qp :aﬁ_ga Q_ll]_:ﬂ2—f:
az? dé Oxot d¢ ot? d¢
e nossa EDP (9.2) se torna equivalente a aniloga da Equacéo (9.3),
2
(c?a+2aBb + B°c) — i) =0. 9.5)

d¢®

Uma solugido de 4 d—gg— = 06 leva a trivial 1 = kiz + kot + k3 com k; constantes que é linear nas coordenadas e

para a qual todas as derivadas de segunda ordem desaparecem. Por outro lado, por a?a+2a8b+F% =0, obtemos
as razdes

Bl bt (t?-ad)") =ra 9.6)
a ¢
como solugdes da Equacg@o (9.5) com %g— # 0 em geral. As retas §; = = + rit e §, = z + 7ot resolverdo a EDP
(9.2), com 9(z,t) = F (&) + G(&,) correspondendo a generalizagdo de nossos exemplos precedentes de EDPs
hiperbdlica e eliptica.

Para o caso parabélico, em que b?> = ac, h4 somente uma razdo da Equagdo (9.6), Ba = 7 = —b/c, e uma
(solugdo, ¥(z,t) = F(z — bt/c). Para achar a segunda solugio geral de nossa EDP (9.2), fazemos (solugdo
experimental) o Ansatz ¥(z,t) = y(z,t) - G(z — bt/c). Substituindo essa expressdo na Equacdo (9.2),
encontramos

a"/’o +2b8 wO awO

@ Bz azot T O
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para 1, uma vez que substituir /' — G, G resolve a Equagdo (9.5) com d*G/ d¢? # 0 em geral. A solugdo 1,
pode ser qualquer solugdo de nossa EDP (9.2), incluindo as triviais, como 1, = = € ¢, = t. Assim, obtemos a
solugio parabdlica geral,

P(z,t) = F(a: - gt) 3 wo(x,t)G(x - gt>

com Y, = T ou Py = t, etc.

Com o mesmo Ansatz achamos solu¢des de nossa EDP (9.2) com um termo de fonte, por exemplo, f # 0, mas,
ainda d = e = 0 e a, b, c constantes.

Em seguida determinamos as caracteristicas, isto é, curvas as derivadas de segunda ordem das solug¢do 1 ndo
s3o bem definidas. Essas curvas sdo as frentes de onda ao longo das quais as solucdes de nossa EDP hiperbélica
(9.2) se propagam. Resolvemos nossa EDP com um termo de fonte f # 0 e condi¢des de fronteira de Cauchy (veja
a Tabela 9.1) adequadas para EDPs hiperbélicas, em que 1 e sua derivada parcial normal 91/ 9n sdo especificadas
sobre uma curva aberta.

C oz '=z(8); t = t(s),

sendo o parAmetro s o comprimento sobre C. Entdo, dr = (dz, dt) é tangente e fi ds = (dt, —dz) € normal a curva
C, e as derivadas de primeira ordem tangencial e normal sdo dadas pela regra da cadeia

d _ g, dr _ Opdz Oyt

ds ‘ds 6xds+6tds
dy . opdt Bda
Fal e ds 9t ds

Por essas duas equacdes lineares, 9v/0t e 01 /dx podem ser determinadas sobre C, contanto que

T 2
lz—s H !Z_(@e) (&Y 40
& 2| \s

Para as derivadas de segunda ordem usamos novamente a regra da cadeia

doy dz 0%y  dt 0%y
ds 0x  ds 0z® ' ds dzot’
a0y _du 0 dt 0%
ds 0t  ds 0zot = ds o2

(9.72)

(9.7b)

Por nossa EDP (9.2) e Equacdes (9.7a,b), que sdo lineares nas derivadas de segunda ordem, elas ndo podem ser
calculadas quando o determinante desaparece, isto €,

a 2b g 5 )
dt dx dt dx
Q‘?— ﬂ 0 = —_— e g = V. .
e O a = 2bd o +c T3 0 9.8)
0 gz dt )
ds ds

Pela Equagio (9.8), que define as caracteristicas, constatamos que a razio tangente dz/dt obedece a

dx dx
C(E> — 2b— +a=0,

entao, N
dx

E = p= (-0, 9.9

Para os exemplos anteriores de equagdo de onda hiperbdlica (e de potencial eliptico), b = 0 e a, ¢ sdo constantes,
portanto as solugdes ¢; = x + tr; da Equagdo (9.6) coincidem com as caracteristicas da Equagao ( 9.9).
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EDPs Nao-Lineares
EDOs e EDPs ndo-lineares sdo uma drea importante e de rdpido crescimento. Antes j encontramos a mais simples
das equacgdes lineares de onda,

—— +c— =0,

como a EDP de primeira ordem das frentes de onda da equagéo de onda. A mais simples das equacoes de onda
nio-lineares,
o

oy

resulta se a velocidade local de propagac@o, ¢, ndo é constante, mas depende da onda 7). Quando uma equagdo nao-
linear tem uma solucdo da forma v(z,t) = A cos(kz — wt), em que w(k) varia com k, de modo que w” (k) # 0,
entdo ela é denominada dispersiva. Talvez a mais conhecida equagdo dispersiva ndo-linear seja a equagdo de
Korteweg-deVries

oY oy %Y

ot -1—1/169c + 923 0, 9.11)
que modela a propagagdo sem perda de ondas de 4guas rasas e outros fendmenos. Ela é muito conhecida por
suas solugdes séliton. Um séliton é uma onda em movimento que tem-a propriedade de persistir durante uma
intera¢do com um outro séliton: apGs passarem uma pela outra, elas emergem com a mesma forma e com a mesma
velocidade e adquirem ndo mais do que uma mudanga de fase. Seja 1¥(§ = = — ct) essa onda em movimento.
Quando substituida na Equacéo (9.11), o resultado é a EDO néao-linear

d d®
(¢_C)%+¥‘f o, ©.12)
que pode ser integrada para dar
d? .
EZ) =cyp — % (9.13)

Nzo h4 nenhuma constante de integragdo aditiva na Equagdo (9.13) para garantir que d2+/d¢ 2 50comeyp — 0
para £ grande, portanto 9 estd localizada na caracteristica £ = 0 ou z = ct. Multiplicando a Equac@o (9.13) por
dip /d¢ e integrando novamente, temos como resultado

ap\* 5 ¢°

em que dip/d¢ — 0 para € grande. Considerando a raiz da Equag@o (9.14) e integrando mais uma vez, temos como

resultado a solug@o séliton
3c

~ cosh?(vez5)

Alguns t6picos ndo-lineares, por exemplo, a equagdo logistica e a instalagdo do caos, sdo novamente abordadas no
Capitulo 18. Se o leitor quiser mais detalhes e literatura, consulte J. Guckenheimer, P. Holmes e F. John, Nonlinear
Oscillations, Dynamical Systems and Bifurcations of Vector Fields, edi¢do revista, Nova York: Springer-Verlag
(1990).

P(z — ct) 9.15)

-

Condicoes de Contorno

Em geral, quando conhecemos um sistema fisico em algum ponto do tempo e a lei que governa o processo fisico,

entdo conseguimos prever o desenvolvimento subsegiiente. Tais valores iniciais sdo as condi¢des de contorno mais

comuns associadas com EDOs e EDPs. Achar solugdes que se ajustam a pontos, curvas ou superficies dadas

corresponde a problemas de valor de contorno. Habitualmente as solu¢des devem satisfazer certas condi¢des de

contorno impostas (por exemplo, assintéticas). Essas condi¢des podem assumir trés formas:

1. Condicoes de contorno de Cauchy. O valor de uma fun¢fo e derivada normal especificado sobre o contorno.
Em eletrostatica isso significaria , o potencial, e E,,, a componente normal do campo elétrico.

2. Condigoes de contorno de Dirichlet. O valor de uma fungio especificado sobre o contorno.

3. Condicoes de contorno de Neumann. A derivada normal (gradiente normal) de uma funcéo especificada sobre
o contorno. No caso da eletrostatica, isso seria E,, e, portanto, o, a densidade superficial de carga.
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Um resumo da relagio entre esses trés tipos de condigcdes de contorno e os trés tipos de equagdes parciais
diferenciais bidimensionais é dado na Tabela 9.1. Se o leitor se interessar por discussdes mais extensas dessas
equacdes diferenciais parciais, pode consultar Morse e Feshbach, Capitulo 6 (veja Leituras Adicionais).

Partes da Tabela 9.1 sdo simplesmente uma questdo de manter consisténcia interna ou de bom senso. Por
exemplo, para a equagiio de Poisson com uma superficie fechada, as condi¢des de Dirichlet levam a uma solugio
tinica, estdvel. As condi¢des de Neumann, independentes das condi¢des de Dirichlet, levam, da mesma forma, a
uma solugdo tnica, estdvel, independente da solugdo de Dirichlet. Por conseguinte, as condi¢des de contorno de
Cauchy (isto é, Dirichlet mais Neumann) poderiam levar a uma inconsisténcia.

Tabela 9.1
Condigoes de contorno Tipo de equagdo diferencial parcial
Condicoes Eliptica Hiperbdlica Parabdlica
Laplace, Poisson Equacdo de onda em Equagdo de difusio
em (z,y) (z,t) em (z,t)
Cauchy
Superficie aberta Resultados ndo-fisicos ~ Solu¢ao unica, estavel Muito restritiva
(instabilidade)
Superficie fechada Muito restritiva Muito restritiva Muito restritiva
Dirichlet
Superficie aberta Insuficiente Insuficiente Solucio tinica, estavel,
em uma s direcao
Superficie fechada Solucao tinica, estavel Solucdo ndo-tinica Muito restritiva
Neumann
Superficie aberta Insuficiente Insuficiente Solucio tnica, estavel
em uma s6 direcdo
Superficie fechada Solucdo tnica, estavel Solugdo ndo-tinica Muito restritiva

O termo condigdes de contorno inclui como um caso especial o conceito de condigdes iniciais. Por exemplo,
especificar a posigdo inicial zo e a velocidade inicial vy em algum problema de dindmica corresponderia as
condigdes de contorno de Cauchy. A tnica diferenga na utilizacdo presente de condigdes de contorno nesses
problemas unidimensionais € que vamos aplicar as condi¢des em ambas as extremidades do intervalo permitido
da varidvel.

9.2 Equacoes Diferenciais de Primeira Ordem

A Fisica envolve algumas equagdes diferenciais de primeira ordem. Para ndo deixar nada de fora (e fazer uma
revisio), é bom abordar esse assunto brevemente. Aqui, consideramos equagdes diferenciais da forma geral

dy __P(z,y)
= =f@y) = R _(9.16)

A Equagcio (9.16) é claramente uma equagio diferencial ordindria de primeira ordem. Ela ¢ de primeira ordem
porque contém somente a derivada de primeira ordem e nenhuma derivada de ordem mais alta. E ordindria porque
atinica derivada, dy/dz, é uma derivada ordindria ou total. A Equacdo (9.16) pode ser ou ndo linear, embora vamos
tratar explicitamente do caso linear mais adiante, Equac@o (9.25).

Variaveis Separaveis
Fregiientemente a Equagédo (9.16) terd a forma especial

_P(z)
Qly)

dy B B
W o) = ©.17

Entdo ela pode ser reescrita como

P(z)dz + Q(y) dy = 0.




