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Equacodes elipticas

Uma Equacio de Diferengas Substituindo a Equacao de Laplace
Se u é uma fungdo de duas varidveis x e y, podemos formar duas diferengas centrais

u(x+ h, y)—2u(x,y) +u(x—h, y) e u(x, y+h)—2u(x,y)+ulx,y-h).

Decorre entdo de (6) da Sec¢do 9.8 que as aproximagdes por diferengas finitas para as derivadas
parciais segundas u e u sao dadas por

Fu 1
}x—: = h—z[u(x +h,y)—2u(x,y)+u(x—h, y)] 1)
Pu 1
ay—: = ;z—[u(x, y+h)—2u(x,y)+u(x,y— h)]. )
Somando (1) e (2), obtemos a aproximacao de cinco pontos do laplaciano:
SolE i el [
P + > t u(x +h, y)+ u(x,y + h)+ u(x —h, y) + u(x, y— h) — 4u(x, y)|.
2 2
Logo, podemos substituir a equagao de Laplace jx ; + i‘y 2“ =0 pela equagao de diferencas

ux+h,y) +ulx,y+h) +ux—nh,y) +ulx, y—h)—4u(x,y)=0 (3

Adotando a notacao u(x, y) = ue

ux+ h,y) = T
ux,y + h) = U, i
ux—h,y)=u,_

55 2

u(x,)’—h)=u. 3

Lj=1






elacionados uns com os outros e, possnvelmentc, com valores conhecidos de u no caso de um pont
da malha estar no contorno C. Obtemos entdo um sistema de equagoes algébricas lmeares que
resolvemos em relaqio as mcégmtas U 0 excmplo a seguir :lustra 0 método para uma regizo




No Problema 14 do Exercicio 12.5, solicitou-se a resolu¢ao do problema de contorno
Fu  Fu
&2 T ay2
u©0,y)=0, u2,y)=y2-y), 0<y<2

u(x,0)=0, w(x,2)= {

=0, O0<x<2, O<y<2

X O<x<l
2—-x, 1<x<2

Slse Yl




utilizando o principio da superposi¢ao. Para aplicar o métodﬂo nurr.lériCO que ora estamos esn’Jdando,
comecemos com um tamanho de malha 4 = 2/3. Como se V€ na Figura 15.2, essa c.ascolha dé quatro
pontos interiores e oito pontos fronteira. Os niimeros proximos dos pontos fronteira sdo os valores
exatos de u obtidos das condi¢cdes especiﬁcadas ao longo daquele contorno Por exemplo em

P, =PQ3h, h) = P(2, 3 ) temosx Zey= =2 ¢ assim acondlgao u(2, y) da u(2, 3 e 3 (2 )- =

Analogamente, em P13 =P( 3 =2)a condlgao u(x, 2) da u( -5 o) = < Aphcamos agora (4) a cada
ponto interior. Por exemplo, em P, temos i=1ej = 1, de forma que (4) se escreve

+ U +u -4u =O.
Mt % 01

Como u,, = u(O, 3)=0eu = u( 3 , 0) =0, a equagido precedente se torna — du, +u, +u,=0.
Repetindo o processo em le, P, e P,,, obtemos as equagdes adicionais

-4u“+ o, + il -

U, - 4“21 ) U,=-—

(6)

u2| + ulz —4u22 = —

fumd ojoe O









Nesse caso, Mathematica da
7 51 177
=—=0,2277, =—=0,3951
0.10M, %1 = 54 317 148

ull=a=

47 13 135
U = -2—2-4- — 0,2098, Uy = -3—5 = 0,4063, Uzp = 2—24 = 0,6027

145 131 39
U3 = HS- = 0,3237, U3 = 522 = 0,5848, Uzz = -6—4 = 0,6094. .

Apés simplificar (7), € interessante notar que a matriz 9 X 9 de coeficientes €
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iteuér:sm i‘c,l:;);?zdemm l » €M que uma grande porcentagem dos elementos é constituida
: (8) € também um exemplo de matriz em faixa. Esses tipos de matriz sa0

caracterizados pelas propriedades de que os elem . ;
. t .
faixas) paralelas a ela sdo todos diferentes de zcro,en os na diagonal principal e nas diagonais (0U



Iteracao de Gauss-Seidel

Problemas que envolvem solugGes aproximadas de equagdes de derivadas parciais invariavelmente
conduzem a grandes sistemas de equagdes algébricas lineares. Nio é raro termos de resolver sistemas
que envolvem centenas de equagdes. Embora um método direto de resolugdo, como a eliminagio
gaussiana, nao altere os elementos nulos fora das faixas em uma matriz como (8), tal método preenche
com elementos ndo-zero os lugares entre as faixas. E como o armazenamento de matrizes muito
grandes utiliza grande parte da meméria do computador, costuma-se resolver um sistema grande de
maneira indireta. Um método comum é a chamada iteracio de Gauss-Seidel.

llustraremos esse método para o sistema (6).* Por uma questao de simplicidade, vamos substituir
as varidveis de indice duplo Upps Uy Uy € U, POT X, X,, X, € X, respectivamente.

FXEWPLO 3

Passo 1: Resolva cada equagdo em relagao as varidveis da diagonal principal do sistema. Isto é.
em (6) resolva a primeira equacao em relagdo ax, asegnndaequagéoemrclaﬁoaxzeusimpor

diante:
X = 0,25x; +0,25x5
Xy = 0,2511 -~ 0,25x4 +0,2222
x3 =0,25x; + 0,25x4 +0,1667
Xy = 0,25x5 +0,25x3 +0,3889.

9

Podemos obter diretamente essas equagdes utilizando (5) de preferéncia a (4) nos pontos interiores.



passo 2: Iteragdes. Comegamos formulando uma suposigio inicial para os valores de x . x.. x_e x
gy P g

Se fosse tratado simplesmente de um sistema de equagdes lineares e se nada soubéssemos sobre a
solugdo, poderfamos comegar com x; = 0, x, = 0, x, = 0 e x, = 0. Mas como a solugio de (9)
representa aproximagoes de uma solugao de um problema de contorno, parece natural tomar como
hipotese inicial para os valores de x, = u, , X, =u, , X, =u,, e x, = u,, a média de todas as condigoes
de contorno. Nesse caso, a média dos nimeros nos oito pontos fronteira da Figura 15.2 ¢
aproximadamente 0,4. Assim, nossa suposigdo inicial € x, = x, = x, = x, = 0,4. As iteragoes do
método de Gauss-Seidel utilizam os valores de x tdo logo eles sejam calculados. Note que a primeira
equagdo em (9) depende somente de x, e x,; assim, fazendo x, e x, = 0,4, obtemos x, =0,2. Como a
segunda e a terceira equagdes dependem de x, e x,, utilizamos os valores recém-calculados x, = 0,2
e x, = 0,4, para obter x, = 0,3722 e x, = 0,3167. A quarta equagio depende de x, e x;; utilizamos,
pois, os novos valores x, = 0,3722 e X, = 0,3167 para obter x, = 0.5611. Em resumo, a primeira

. 2
iteracao deu os valores
X = 0,2, = 0,3722, X = 0,3167, X, = 0,5611.

Note qudo préximos esses nimeros jé estao dos valores efetivos dados no final do [jlxerpplo 1.
‘ - . o temmw —N0 27776y =0.3167 na primeira equagao,






Equacoes elipticas — Exercicios 1-2-3-4

Nos Problemas 1 - 4, utilize (4) para aproximar a solu¢do da equacio de Laplace nos pontos interiores
regiao dada. Use a simetria sempre que possivel.

1. u(0,y)=0, u(3,y)=y2-y), 0<y<2
u(x,0)=0, u(x,2)=x3-x), 0<x<3
tamanho da malha: s =1 u(0,y) =0, u(2,y) =0, O<y<l
u(x,0)=100, u(x,1)=0, 0 <x <2

tamanho da malha: 4 =1/2
3. u(0,y)=0, u(l,y)=0, 0<y<l

u(x,0)=0, u(x,1)=senmx, 0 <x <l
tamanho da malha: 1 =1/3
4. u(0,y)=108y*(1-y), u(1,y)=0, 0<y<l

u(x,0)=0, u(x,1)=0, 0<x<l1
tamanho da malha: 4 =1/3



Equacoes elipticas — Exercicios 5-6




Equacoes elipticas — Exercicios 7a-7b-8

. . U a zd
especial da equag@o de Poisson o2 ¥ ay2 = f(x,). Mostre que a substituigio da equagio de Poisson

por uma equagdo de diferencas €
Uqj U U WL, Y i 4“0 = h*f (x, y).

b 4

interiores da regido da Figura 15.6. O tamanho da malha é h =
de ABCD e u = 0 em todos os pontos ao longo de DEFGA.

iteracao de Gauss-Seidel. A

8. Com o resultado da parte (a) do Problema 7, aproxin
2 2

a_Li it 3_124 = —64 nos pontos interiores da regliodaF

ox> dy "

ponto do contorno da regido. Se necessario, use a ite




Equacoes parabdlicas

Vamos estudar nesta se¢@o dois métodos para aproximar a solucao de um problema de contorg 4,
tipo

cj_::::, O<x<a, t>0
w(0,1)=T,, wa,t)=T,, t>0 (1)

ux,0)= f(x), O<x<a.

A equagdo P&stc problema € a equagao unidimensional do calor e é, como sabemos pela Secdo 12.1,
uma equacao de derivadas parciais parabélica. As constantes T, e T, representam temperaturas nas






“l‘ ...l

(+ 1)*linha do
tempo
S sl
Jj*linhado ——+# .
tempo U 1,5 Y Yy
f—h—|
A 2 3.
Figura 15.8 Figura 15.9

Cduumuﬂuﬂs&uid&méupﬁeuafamhc)muﬁmmm
hnhlod&ﬂmmﬁ0+lrlﬂnb-m¢iﬁmdomm&j'ﬁnh&m
ﬂ'ﬂ'&-;'}':“&ﬁ;hﬂm&m(jsl)dependemdacondit;loinicial
=u(x,0)= na linha do tempo de ordem =0). Esse tipo de numérico
:z.! . ) = tempo zero (j = 0). Esse tipo de processo



EXEMPLO 1

Considere o problema de contorno
*u
ax2
u(0,1)=0, u(l,n)=0, 0<¢r<05
u(x,0)=senmx, 0< x <1.

= ;‘, O0<x<l, 0<t<0,5

Primeiro identificamos ¢ = 1, a =1 e T = 0,5. Escolhendo, digamos, n = 5 e m = 50, entdo
h=1/5=02,k=0,5/50=0,01,A=025e

1
x‘,=i§, i=0,1,2,3,4,5

7100

omjoes i 0,1,2, sy 50.

Assim, (3) se escreve
ui‘j# = 0,25(u',+ " - 2uij+ U 1.)‘

Fazendo j = 0 nessa férmula, obtemos uma férmula para as aproximacgoes da temperatura u# nd
primeira linha do tempo:

ui. = 0,25(u“ 1,0 * 2“.'.0 * 4 v 0).






:;?BEL;\S ifmll “ Ol;sp,rcoximagio POT uma equagio explicita de =~ JAPELA 1 Cosiomope

ereng 2, k=001, 4 =025 Tempo x=020 x =040 x = 0,60 x =030
Tempo x=0,20 x =040 x =0,60 x =080 025 0,0478 0,0774 0,0774 0,0478
0,00 0,5878 0,9511 0,9511 0,5878 0,26 0,0432 0,0700 0,0700 0,0432
0,01 0,5317 0,8602 0,8602 0,5317 0,27 0,0391 0,0633 0,0633 0,0391
0,02 0,4809 0,7781 0,7781 0,4809 0,28 0,0354 0,0572 0,0572 0,0354
0,03 0,4350 0,7038 0,7038 0,4350 0,29 0,0320 0,0518 0,0518 0,0320
0,04 0,3934 0,6366 0,6366 0,3934 0,30 0,0289 0,0468 0,0468 0,0289
0,05 0,3559 0,5758 0,5758 0,3559 0,31 0,0262 0,0424 0,0424 0,0262
0,06 0,3219 0,5208 0,5208 0,3219 0,32 0,0237 0,0383 0,0383 0.0237
0,07 0,2911 0,4711 04711 0,2911 0.33 0.0214 0.0347 0.0347 0.0214
0,08 0,2633 0,4261 0,4261 Ogggz 0,34 0,0194 0,0313 0,0313 0,0194
0,09 0,2382 0,3854 ggigg 8'2153 0,35 0,0175 0,0284 0,0284 0,0175
0,10 0,2154 0,3486 , ' 0,36 0,0159 0,0256 0,0256 0,0159
0,11 0,1949 0,3153 gL vt S T 0,0143 0,0232
0,12 0,1763 0,2852 0,2852 0,1763 e rw . 0,0232 0,0143
i S o P 01594 . , 0,0210 0,0210 0,0130
0,14 0,1442 0,2333 0,2333 0,1442 44 8-01 17 0,0190 0,0190 0,0117
0,15 0.1304 02111 o211 o108 00 0,106 0.0172 0,0172 0.0106
0.16 0.1180 0,1909 0.1909 T S 0,0155 0,0155 0,009
0.17 0.1067 0,1727 0,1727 0, gs e g% 0,0140 0,0140 0,0087
0.18 0.0965 0,1562 0,1562 e eE 0.0079 0,0127 0.0127 0.0079
0,19 0,0873 0,1413 0,1413 i g 0,0061 0,0115 00115 0,0071
g dlb 0.1278 0,1278 i g ; 0,0104 0,0104 0,0064
021 0,0714 0,1156 0,1156 s . 0,0058 0,0094 0,0094 0,0058
022 0,0646 0,1045 3'38442 0,0584 0.48 g’ggig 0,0085 0,0085 0.0053
0,23 0,0584 400 0.0855 0,0529 0.49 g 0,0077 0,0077 0,0048
0,24 0,0529 PSS a0 s0lp SESEESSLEEERETTT 08 s 0,0070 0,0070 0,0043

» ? ’ 0,0063 0 0063 N0 0039




Vocé deve verificar, com auxilio dos métodog do Capitulo 12, que a solugao exata do problems
-nt

de contorno do Exemplo 1 € dada por u(x, 7) =€ sen7x. Dao-se abaixo alguns valores amostrais:

Exato Aproximacio
u(0,4; 0,05) = 0,5806 u, =0,5758
u(0,6; 0,06) = 0,5261 u, =0,5208
u(0,2; 0,10) = 0,2191 u, . =0,2154
u(0,8; 0,14) = 0,1476 u, . =0,1442

Essas aproximagdes estdo préximas dos valores exatos e sdao suficientemente precisas pard
alguns propésitos. Mas hd uma dificuldade com o método precedente. Recorde que um método
numérico € instével se os erros de arredondamento Ou quaisquer outros erros crescem mull0
rapidamente na medida em que os c4lculos prosseguem. O processo numérico ilustrado no Exemplo
dvel se A € infenor ou

g : - var que o processo ¢ est
| pode exibir esse tipo de comportamento. Pode-se provar que 0 p L cscolhemos o8

. 7 A E‘cm l(‘
no maximos igual a 0,5; em caso contrario, ¢ instavel. Note que, no p

valores de h e k de modo que A = 0,25. L R
O préximo exemplo ilustra o que acontece q

modo que A seja superior a 0,5.






TABELA 15.2 Aproximacdo por e

Jqua a0 ex lici :
comh=0,2,k=0,04, A=1 ¢ plicita de diferencas

TemPO X = 0,20 X = 0940 X = 0’60 x =080
0,00 0,5878 0,9511 0,9511 0.5878
0,04 0,3633 0,5878 0,5878 0.3633
0,08 0,2245 0,3633 0,3633 0.2245
0,12 0,1388 0,2245 0,2245 0,1388
0,16 0,0858 0,1388 0,1388 0,0858
0,20 0,0530 0,0857 0,0858 0,0530
0,24 0,0327 0,0530 0,0530 0,0328
0,28 0,0203 0,0327 0,0328 0,0202
0,32 0,0124 0,0204 0,0201 0,0126
0,36 0,0080 0,0121 0,0129 0,0075
0,40 0,0041 0,0088 0,0067 0,0054
0,44 0,0047 0,0020 0,0075 0,0012
0,48 —0,0026 0,0102 ~0,0043 0-8‘1’602
0,52 0,0128 ~0,0171 0,0208 —8.03 >
0,56 ~0,0299 0.0507 _0,0485 :

’ ? 0 1306 —0.0799
0,60 0,0806 -0,1291 '

: ’ -0,3396 0,2105
0,64 -0,2097 0’3403 0’8903 -0.,5500
0,68 0,5500 4,839 53299 1,403
0,72 ~1,4395 ke oo - =
0,76 37693 —6,0992 ’




TABELA 15.2 Continuagdo
Tempo xw0,20 x =040 x = 0,60 1-0&

0,80 -0,H685 15,0685 ~15,9693 9,8702
0,84 25,8370 41,806 41LB0B0 25,8395
0,88 67,6432 1094512 1094538 67,6475
092 77,0945 2865482 286,5525 17,1013
096 4636426 750,1950  -750,2019  463,6537
100 12108374 -1964,0393  1964,0503 12138555

Para valores de 1 de 0 a 04, ox resultados apresentados na Tabela 15.2 siio confidvels, embor

um exame maiy detido revele que n precisiio é fraca, Oy resultados para valores de 1 superiores u 0,9
nio sho confidveis, Como os valores de u(x, 0) = wen 72x no intervalo 0 £ x % 1 nunca sio negativos,
i solugho ux, 1) também nunca deve ser negativa nesse exemplo, Além disso, os grandes valores
proximons b extremidade da tabeln revelam oy grandes erros gerados pela instabilidade do processo
g'mn ensi escolha de h e k, Naturalmente, como A « I excede 0,5, n instabilidade era previsfvel. Pars
ud.l'l O.Siooud.m:’ludm numéricon siio sativfatorios, mag qualquer aumento na preciuiio decorre di
u““::f YWores ‘menom de k e, conseqlientemente, menorey vilores de A, A necessidade de
tamanhos muito pequenos de pasos na diregho do tempo ¢ o principal falha desse método



O Método de Crank-Nicholson

H4 métodos implicitos de diferencas finitas para resolver equagdes de derivadas parciais do tipo
parab6lico. Tais métodos exigem que resolvamos um sistema de equacdes para determinar os valores
aproximados de u na (j + 1)*linha de tempo. Mas os métodos implicitos ndo apresentam problemas

de instabilidade.
O algoritmo introduzido por J. Crank e P. Nicholson em 1947 € utilizado na maior parte das

vezes para resolver a equagdo do calor e consiste em substituir a segunda derivada parcial
2

cmc%;i =%:- por uma média de dois quocientes de diferengas centrais, um calculado em 7 e o

outroem f + k:

£[u(x+h.t)—2u(x,t)+u(x-h,t) i u(x+h,t+k)—2u(x,t+k)+u(x—h,t+k)]

2 h? 12

1
= '; [u(xo t‘l+k) = u(x9 t)l (4)
Novamente definindo A = ck/h*, ap6s reagrupar termos, podemos escrever (4) como
-u'"l-j+1+m‘i.j+l—“i+l.j+l=“i+l,j"ﬁ‘ij+ui-l,j’ 6
onde a=2(1+1/A)e B=2(1-1/2), j=0 -1 o
.Pamcwaescolhakl’ s J ’]’ weay M € l=l, 2, ...,n-l.

S equagio dedif"“?“(s)PMi: 1,2,...,n-1, din- 1 equagoes cOm

n-1 Masu, . . Avi :
incognitas u, AvnstadascondxgéesdecontomO dadas, os valores de u_ |50 conhecidos
Lj+









Aplique o método de Crank-Nicholson para obter uma aproximacao da solugdo do problema d
contorno A
x°
w0,0=0, u2,n0=0, 0<1<03
u(x,0)=sen mx,0<x<2,

0,25‘::;‘: 0<x<2 0<t<03
tomando n =8 e m = 30.

Solugio Identificandoa=2,7=03, h=1/4=0.25,k=1/100=0,01 e ¢ = 0,25, obtemos A=0.0¢
Com auxilio de um computador obtemos os resultados da Tabela 15.3.



TABELA 15.3 Método de Crank-Nicholson com h = 0,25, k = 0,01, A = 0,25

Tempo x=025 x=050 x=075 x=100 x=125 x=150 x=17s
000 07071  1,0000 07071  0,0000 -0,7071  ~1,0000 0,707
001 06907 09768 06907 00000 -0,6907  -09768  -0,6907
002 06747 09542 0,6747  0,0000 -0,6747  -09542  -06747
003 0651 09321 06591 00000 -0,6591  -0,9321  -0,659]
004 06438 09105 06438 00000 -0,6438  -09105 -0,6438
005 06289 08894 06289  0,0000 -0,6289  -0,8894 06289
0,06 06144 08688 06144 00000 -0,6144  -0,8688 -0.6144
007 06001 08487 06001  0,0000 -0,6001  -0,8487  -0,600]
008 0582 08291 05862 00000 -0,5862  -0,8291  -0.5862
009 05727 08099 05727  0,0000 -0,5727  -0,8099  -0.5727
0,10 05594 07911 05594  0,0000 -0,5594  -0,7911  -0,5594
011 05464 07728 055464  0,0000 -0,5464  -07728  -0.5464
012 05338 07549 05338  0,0000 -0,5338  -0,7549  -0,5338
013 05214 07374 05214  0,0000 -0,5214 -07374 -0,5214
014 05093 07203 05093 00000 -0,5093  -0,7203 -0,5093
015 04975 07036 04975  0,0000 -04975  -0,7036 -0,4975
0,16 04860 06873 04860  0,0000 -0,4860 -0,6873  -0,4860
017 04748 06714 04748  0,0000 -04748  -0.6714 04748
018 04638 06559 04638  0,0000 -04638  -06559 -0,4638
019 04530 06407 04530 00000 -04530 -0.6407 —04530
020 04425 06258 04425 00000 -04425 06258 0,425
021 04323 06114 04323 00000 -04323 06114 04323
02 043 ©05972 04223 00000 -04223 05973 04223
DAeT VAR5 0S8 DA10S.  OBGDD 0458 D8E34  0AI125
024 04029 05699 04029 00000 04029  -0,5699  -0,4029
3.356 g,gzig g,gigg 03936 0,000 -03936  -0,5567 -0,3936
027 03756 0531 ggggg g’gggg :3'3845 _0'5433 :3;3;2
' ’ . 3756 -0,531 :
S e 0669 00000 03669  -0,5189 =600
030 03501 04951 a80; g,oooo -0,3584  -0,5068 0,3 1
: 0000 -0,3501  -0,4951 -0,3501







EquagOes parabdlicas - Exercicios — 1-2-3-4-5




Equacoes parabodlicas - Exercicios — 6

erros absolutos com os obtidos no Problema 4. . nento L ¢ feita de um matenal dcw
Na Sec¢do 12.2 mostramos que, se uma haste de cO u(x, 1) satisfaz a equagio de
€rmica K, calor especifico y e densidade p, 2 tstpempnn

Kazu o 0<x<L~

— i—
—

wat o
Considere o problema de contorno que consiste da equagao precedente e das condigdes

w(0,n=0 w(l, =0 0<r<10
ux,))=f(x), 0<Sx<L.

Aplique a equagiio de diferengas (3) desta se¢do com n = 10 e m = 10 para aproximar a solugio &
problema de contorno quando:

(@ L=20,K=0,15,p=8,0, y=0,11, f(x) =30
(b) L=50,K=0,15, p = 8,0, Y=0,11, f(x)=30

(€) L=20,K=0,10,p=27. Y =022, f(x)=0,5x(20-x)
@ L=100.K=1,04, p =106,y = 0,06,

0,8x,
J(x)= {
40- OR(vy_ Ny =n



Equacoes parabo

s
8.
9.
10.

11.

icas - Exercicios — 7-8-9-10-11

Resolva o Problema 6 pelo método de Crank-Nicholson com 7 = 10 e m = 10.
Refaca o Problema 6 se as temperaturas nas extremidades sdo u(0,0=0,ul,1)=20,0<r<10

Resolva o Problema 8 pelo método de Crank-Nicholson.

Considere o problema de contorno do Exemplo 3. Suponha n = 4.

(a) Determine o novo valor de A.
(b) Utilize a equagio de diferengas de Crank-Nicholson (5) para achar o sistema de equagdes para U, u,

€ u,, isto €, obtenha aproximagdes de valores de u na primeira linha do tempo. [Sug.: Faca j =0 em
(5) e atribua a i os valores 1, 2, 3.]

(¢) Resolva o sistema de trés equagdes sem recorrer a programa de computador. Compare seus resultados
com os valores correspondentes na Tabela 15.3.

Considere uma haste de comprimento L = 20, para a qual K = 1,05, p= 10,6 e y= 0,056. Suponha
wO,1 =20, w20, 1) =30

(b) Utilize 0 mé Ni :
0 método de Crank-Nicholson para aproximar as temperaturas u(x, f) para0 <t <7 o Escolha

T suficientemente gran 0 -
e de para permitir que a temperatura tenda para valores de estado estaciondrio.

Compare as aproxi =
aproximagoes de t = T max ©OM 05 valores de y (x) encontrados na parte ().



Equacoes hiperbadlicas

Abordaremos a seguir um método numérico para aproximar uma solugao ae um probiema e contorno
que envolve a equagio unidimensional da onda.

2
c232'2‘=au, O<x<a, t>0
n  n
w0,0)=0, wat)=0, >0 1)
ux0)=f5), 2= g(x), 05x%a

A equagao da onda € um exemplo de equagio de derivadas parciais do tipo hiperbolico. Esse problem
;?:tf;fo) “’“’0 inica se as fungbes f e g tém derivadas segundas continuas no intervalo (0, 4) ¢
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H4 um pequeno problema para comegar. Pode-se ver, de (3), que, paraj = 1, precisamos conhece,
os valores de u_ , isto €, as estimativas de u na primeira linha do tempo, a.ﬁm de acharmos U .. Mas,
pela Figura 15.10, com j = 0, vemos que 0s valores de u, | na primeira @a dependem dos vaores
de u, , nalinha zero do tempo e dos valores de u. . Para calcular esses dltimos valores, utilizamo,
a condicdo de velocidade inicial u (x, 0) = g(x). Em 7 = 0, decorre de (5) da Secdo 9.8, que
u(x;, k)—u(x;,—k)

g(x;)=u,(x;,0) = =3 )

Para que o termo u(x, —k) =u, | tenha sentido, em (4) devemos imaginar u(x, ) prolongada para tris
no tempo. Decorrre de (4) que

u(xi, -k = u(xi, k) — 2kg(x‘_).
Esse dltimo resultado sugere definirmos

%Ya=8as Zkg(x) (5)

na iteragdo de (3). Levando (5) em (3) quando j = 0, obtemos o caso especial
12
01 = T(“M.o +ui-l.0)+(l“12)u,-'o + kg(x;). (6)



EXEMPLO 1

Aproxime a solug¢do do problema de contorno
Pu  u

4 = .
axZ &2

w@0,)=0, w(l,n)=0 0<r<1

O<x<l, 0<t<l

u(x,0) = sen 7x, %It:O =0, 0<x<1,

utilizando (3) comn =5 e m = 20.

Solugdo Identificamosc=2,a=1e 7= 1.Co

; mn=35em=20,obtemos k= 1/5=0,2, k= 1/20=0,05
ed=0,5. Assim, com g(x) =0, as equagdes (6)

€ (3) se escrevem, respectivamente,

“i,1 =0’125(ui+l,0+“i_|'o)+0,75u,v,0 7



“i.j+l=0'25u|'+l.j+1’5uij+0'25“i-l.j‘“i.j-—l- 8)

parai = 1, 2, 3, 4, a equagdo (7) da os seguintes valores para os u, ,na primeira linha do tempo:
uyy = 0,125y + ugp) + 0,751 = 0,55972100
Uy = 0,125z + 1) + 0,75y = 0,90564761
uyy = 0,125(uyq + uyg) + 0,75u3) = 0,90564761 (9)
ugy = 0,125(us + uzp) + 0,75uy9 = 0,55972100.

. . - . . . = ; P )r
N resultados dados em (9) foram obtidos a partir da condigao inicial u(x, 0) = sen 7. Pc
ote que 0s .
exemplo, u,, = sen(0,27) etc. Mas j = 1 em (8) dd o
. w . =025u +15u +025u_, —H,
“. 2 ’ ‘. + . .

1 | = , 3, 4, temos oy |
¢ assim, parai=1, 2 i = 0,25uy; +1.5011 +0,25ug; — 410

= 0,25u3) +1,5uz1 + 0,251 =120
u32 = 0,25“4] + 1,043]

25u3) —¥440- ‘
Ug = 0,25us; + L,ugy + _ A 108 Ascorrem (CSSas






TABELA 15.4 Continuagdo

Tempo x = 0,20 x = 0,40 x = 0,60 x = 0,80
0858 0.3132 0.5068 0,5068 0,3132
0.90 0.4501 0,7283 0,7283 0.4501
0.95 0,5440 0,8803 0,8803 0,5440
1.00 0.5860 0.9482 0,9482 0.5860

Vé-se logo que a solugdo exata do Problema no Exemplo 1 € u(x, t) = sen 7x cos 2. Comes:

fungiio, podemos comparar os resultados exatos com as aproximacgoes dadas na Tabela 15.4. Dio-s
a seguir alguns valores a titulo de exemplo:

e e B e W SR
Exato Aproximacio
(0,4, 0,25) = 0 = 0,0185

Uy

u,, =-0,2727
0,2, 0,5) = - 0,5878 u, .=-0,5873

U 14

=-0,2119




Vé-se que as aproximagdes estdo proximas dos valor.es exatos, mas a grecisﬁo nao ¢
impressionante. Ndo obstante, podemos obter resulta'dos mais exatos. A pn?cnsaino desse algoritm,
varia com a escolha de A. Naturalmente, A fica determinado pela escolha dos m'telros 1€ m, que, por
seu turno, determinam os tamanhos dos passos 4 e k. Pode-se provar que se obtém a melhor precisio
com esse método quando a razdo A = kc/h € igual a um ou, em outras palavras, quando o Passo na
direcdo do tempo € k = h/c. Por exemplo, a escolhan=8 e m = 1§ dah=1/8,k=1/16e =10
valores relacionados aqui mostram claramente a melhoria da preciséo.

Exato Aproximacao
(0,25, 0,3125) = - 0,2706 u,. =-0,2706

25

u(0,375, 0,375) = - 0,6533 u,, =-0,6533
u(0,125, 0,625) = — 0,2706 u, . =—0,2706

Concluindo, notemos que esse método ex
estdvel quando A < 1 e instével quando A > 1.

o . . . de
Observagdo Vale a pena considerar, por alguns momentos, as fontes de erro nos métodos
diferengas finitas abordados nas ltimas

imagoes)
provém de duas fontes:

plicito de diferengas finitas para a equagdo da onda¢

se¢oes. O erro na solugéo numérica (isto é, nas aprox!

. BRIty . s: €
(i) substituigio da €quagao de derivadas parciais por uma equagdo de diferen¢®

(ii) erro de arredondamento na aritmética do computador.



0 erro nos valores da solugiio u decorrente da aproximagiio da equagio de deri ai
uma equagio de diferengas ¢ um exemplo de erro de discretizaci g evacas parcials por

0. 5¢ u(x, 1) denota o val
LMo g : , ' or exato
dasolugdo no ™ ponto da malha, e u, é a estimativa numérica decorrente dc‘un'n método de diferengas
finitas, entdo o erro total no ™ ponto é

u(x‘. t j) —=u = errode discretizagdo + erro de arredondamento,

i

Poderiamos esperar que as estimativas numéricas melhorassem a medida que h e k diminuem.
Acontece, entretanto, que o beneficio decorrente de uma redugiio do tamanho do passo ¢ anulado
pelo aumento no erro de arredondamento resultante do aumento da aritmética computacional exigida.
E possivel estabelecer limites teéricos do erro de discretizagio para alguns métodos de diferengas,
Tais limites podem eventualmente ser usados para provar que O €rro de discrclizugﬂlu ndo diminui
quando h e k siio reduzidos. Infelizmente, na prética, tais limites em geral nio s40 m$n§ para C"'"' ":;::
efetivamente o erro total na solugiio numérica. Essa andlise dp método dc'd(.;fc“:‘:(::n‘:::':;:‘:(:"m
nesta segio revela que, se A = 1, entdio os Gnicos erros envolvidos sio €ros €€ ::mcntadil o
arit/{nética do computador. Isto explica por que a precisio no Exemplo 1 pode serd
SeA=],

O erro de arredondamento ¢ diffcil de analisar ¢ 1
tletivamente o magnitude de tal erro. Consegiientemente, d€res i
fIescimento do erro de arredondamento & medida que 05 célculos pros

rdtica, tentar estimar

o8 pade, a8 a taxa de

devemos nos precupar com
guem.




1-2

~ (a) Aplique os métodos do Capitulo 12 para verificar que a solugio do problema € u(x, 1) = sen e g 1,
i (b)Aphquco d,,megaopamapmximnrasoluqlodopnoblemmemrecomraumpmmmde
L0 - CC mu=4em55 . ' -1
(e)Calculeoeuoabsolutoemcadapontommordamalha




Equacoes hiperbdlicas - Exercicios — 3-4

3. Obtenha uma aproximagio da solugido do problema de contorno (Problema 2) utilizando um program
de computador com (a) n=5,m=10e (b)n=5, m=20.

4. Dado o problema de contorno
P u  u
X o
w0,)=0, u(l,n)=0, 0<t<1

O<x<l, O<t<l

u(x,0) = x(1-x), %L:O:o, 0<x<l.

Tome h = k = 1/5 na equagio (6) para calcular manualmente os valores de u

Fad -u -_— N



Equacoes hiperbdlicas - Exercicios — 5-6

5. Na Sec¢ao 12.2 mostramos que a equacdo de uma corda vibrante €
Z_azu_azu
pax> a*’
onde T € o médulo constante da tensao na corda e p € sua massa por unidade de comprimento. Suponh:

uma corda de 60 cm de comprimento fixa ao eixo x e liberada, a partir do repouso, da posicio d¢
deslocamento inicial

quandoh=10,k=5p/T € P =0.0225 g/em, T= 1,4 x 107 dinas. Faga m = 50.
6. Refaga o problema S com

o {O’Zx- 0<x<15
X):
O‘SO_LIS

eh=\o.k=z.st/T.F.;.m=so,



