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Problemas de Valor Inicial

ima equagdo de ordem m, a fungdo, assim como suas derivadas até
) espe ‘: cadas em um mesmo ponto, entao temos um problema de valor
0 Sa ﬂl casos:
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PVI para equacoes de 1-a ordem, revisao

* Métodos de passo simples curva integral
* Método de Euler

yn+1 = Vn + hf(xﬂ.! yn)

Onde x, = x,+nh,n=20,1,2, ...




PVI para equacoes de 1-a ordem, revisao

 Métodos de Runge-Kutta (Euler — 1-a ordem...)

* Erro e convergéncia

Y
* Exemplo de método de 4-a ordem: 2 J—————
1 it Runge-Kurta /
solucao
y'.”'+1 — y” + g(k]_ _I' Zkz + Zkg + k,q_) 3L / exata

ky = hf(.xn; yn) 2r

1 1
ko =nhf(x, + Eh: Yn T+ Ekl) meétodo de

Euler

1 1
ks = hf(xn +§h;yn +Ek2)

\/
X

k4 = hf(xn + h;yn + kg) =1 1 1 1




PVI para equacoes de 1-a ordem: métodos de passo multiplo

* Interpolacao polinomial -> Integracao de polindmios

Métodos explicitos (Adams-Bashforth):

Ordem Formula Erro
2 Vi =Y+ h(3f. - £.,)/2 B5h3f"(£)/12
3 Yi1 = Y + h(23f, - 16f_; + 5f,_,)/12 Oh*f(3)(£)/24
4 Vi1 = Vi + h(55F; - 59f,; + 37f,, - 9f ;)/24 251h5F(4)(§)/720
5 |y, =Y, + h(1901f, - 2774f , + 2616f , - _J-qf f._,)/720 | 475heF(5)(£)/1440



PVI para equacoes de 1-a ordem: métodos de passo multiplo

* Interpolacao polinomial -> Integracao de polindmios

* Métodos implicitos (Adams-Moulton):

Ordem Formula Erro
a y..1 =Y + h(f,; +f.)/2 -h3f"(£)/12
3 Vi1 = Y; + h(Bf,,; + 8f, - f.;)/12 -h*f3)(g)/24
- v =Y+ h(9f, +19f - 5f ,+ f. ,)/24 -19h>fl%)(£)/720
5 Vo1 =Y+ h(251f , + 646f - 264f_, + 106f , - 19f .)/720 -27hef(e)(£)/1440




Se, por exemplo, escolhermos m = 3, a fungfio f(x, y(x)) serd aproximada pelo
polindmio py(x) que a interpola n0s POMOS (Xys Yo)s (pps YoM Xezs Yotk Rpets Yod)
chamando £, ; = f(xn_j, yn_j), j=0,1, 2,3, teremos:

f(x,y(x)) = y'(x) = pa(x) = L_3(x)f,_3 + L_o(x)f, 5 + L_4(x)f,_; + Ly(x)My,

= h:

!
G

onde, para x; , | :

L_3(x) = [(x—=x, 5)(x - x,_1 {x = x)]/(-h)(-2h)(-3h) =

;—lf_,, [~ %, ,)0x %, )(x - x)]

L_o(x) = [(x—x,_3)(x - x_,}x ~ x)]/(h)(-h)(-2h) =

e s

2]13 [(X o xn_3)(x = xn—l)(x - Xn)]

L_j(x) = [(x—x,_3}x - x,_,}x - x)}/(2h)(h)(-h) =

’ 2’—1113- [(x - %,_)(x - x,_,)x—%)]

Ly(x) = [(x=x, )= -x ,)Mx-x )}/ (3h)(2h)(h)

1
= @ {(x- xn_3)(x = Xn_z)(x & xn—l)]
X-X
h
X=X 3=+ x-x =+ x-x =6+ Dhx—x,= sh donde teremon:

Fazendo a mudanca de varidveis L _5, temos dx = hds ¢ x = hs + X, Lntho,

L_y(s)=— (s +2(s+1)s -—— == (s3 + 3s% + 25)

L y(8)= ; (8+43)s+1)s= ; (87 + 482 + 38)

L_(s)=

Ly(s) =5 (5+ 3)s + 26+ 1) = ¢ (7 + 652 + 115+ 6)

Assim,

f f(x y(x)) dx -f

1
+gfn_2f0(s3+4sz+3s)ds——f

_?1 (s +3)(s+2)s =_—21 (s? + 552 + 68)

py(x) dx = —fn 3_[ (s3 + 3% + 25)ds +

2 B

1
— f“'ro (s> + 652 + 115 + 6)ds

h

1
m—gfn_:,’ (Z+1+1) +

4%3+31%z

37h

4 3 h
2(4 3
5%h 55h
24 =i b1 *F 24fn.

1f (s® + 552 + 6s) ds +

) =50

Assim, 0 método de passo miltiplo por nés escolhido,

Y(xn+1) e

Yne1 = ¥n

n

h
+ 54 [55F, -

59¢ , +37f

y(x)+ f "1 g, y(x)) dx 6

5= 91

bt

-3l

11

5 h. 1., 11
3+3)+6fn(4+2+

2

+6)

1



PVI para equacoOes de 1-a ordem

* Métodos de passo multiplo:
e implicitos

Yne1 ™ yn+24[9fn+1+19fn S bl 5]

b) Métodos implicitos: os métodos 1mp11c1tos, da classe de métodon de M

miltiplo, sgo obtidos quando trabalhamos com x_ , X, ..., X, .

O método andlogo ao que vimos no item (a) é quando trabalhamos com qu

pontos; portanto, m = 3 ¢ vamos usar B Yok B )i B 5 Bt (X, yu-il
mesma forma como fizemos anteriormente:

Fasst = yn+f ' py(x) dx -

-y, + f UL, + L_y (X, + Lo, + L, 00f, 1] dx
onde

L_(x) = (x - x,_1)(X — X)X - X, , ;)/(~3h)(~2h)(<h) = - $ (X - x,_1)(x = X)X = Xy,
L_,(x) = (x - x,_5){x - x, }{x - X, , {}/h(-h)(-2h) = (X Xp o)X = X NX = Xp01)
Lo(%) = (x - xp_o)(x - x_; {x - X, , 1)/(2h)h(-h) = - ﬁ (% = X, 2)(X = Xp_1)(X = Xpa

Ly(x) = (x — %, p)(x - X, 1 M(x - x )/(3h)(2h)(h)— (X Xp_2)(x = Xp_ HX = Xy)

XKy . )
TR s, obtemos, de maneira aniloga,

Fazendo a mudanga
i - l 3

) =—5 (=)
L 1 v
&) =5 (P +52-29)

L‘,(s)--;(s:’+232———2)



PVI para equacoes de 1-a ordem: métodos de previsao-correcao:

A férmula implicita que deduzimos ¢

Yoiq =Y & ??Z (9f,,, +19f - 5 _; + 1, ,) ¢, a menos que f(x, y) scju umn fungho
linear, em geral ndo seremos capazes de resolver a expressao acima part y ..

O que fazemos entdo & tentar obter y, _, da seguinte forma itorativa:

i) por meio de um método explicito (corretamente escolhido) mﬂl
primeira aproximago y\) para y_ ; Gy o U v W o)

i) calculamos entdo, para £, 0valor f(x_,, yO)

{if) com o valor de f__, obtido em (if) encontramos uma préxima aproximagio
paray_.q, yfllﬁi, usando agora o método implicito que escolhemos;

iv) voltamos para (ii), onde agora calculamos, para f,,;, f(x,,1, yi1);) ¢ assim
vamos repetindo o processo até que duas aproximacdes sucessivas sejam tais
que

| Yﬂi’l - ygii D/ |yt | <& onde ¢ é a precisio desejada.



PVI para equacoes de 1-a ordem: métodos de previsao-correcao:

paran=3,4,5, ..., N, faca:

a) calcule y{0), por

Yo+l

h
y O =y + 2 (556, = 59, + 376, 5 - 9, o),

b) calcule £(0) = f(x,,4, YO

c) parak=1,2, ..., calcule

h y
Yhir = ¥ * 24 [9f(xp, 1> Yoy ) + 196, = 56y + £

d) Continue as iteragdes até atingir um nimero maximo de iteragbes ou uté que

[ytk) (k-1)|/|y(k) | < e

n+l n+1



contrarmos equagdes diferenciais de ordem m escritas na forma:

By -1,
o -J)-f(x,u,u u ,...,u(m‘l)) como por exemplo:

-

"i -x“+ y?sen (x +y) - (x + D)y” - cos (xy") + (* = 1)y
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- INo exemplo anterior, fazemos

|z = w(=y")

; W'- f(x,y,y',y"). Para esta equacao ja vimos que:

y0) =11, y'0) =2(0) =22, y"(0) = w(0)=33. . i9)

M3 Limolenc!



(= el \
w
g x2+y2sen(x+y)-(x+l)w-cos(xz)+(x2-l)y/
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Jler obtenha o valor aproximado de y(0,2), se y(x) € a solugao do problep
Y +xy+y=0, YO =1 Y©O=2.

o é equivalente ao sistema

.............
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K pﬁgggnos um método numérico 4
 se apresenta como:










TABELA 9.21 Método de Runge-Kutta com h=0,2

.l e ML sl EL 'fz 5} k4 'n o )y
0,00  ~1,0000 60000
44000 82400 10,6080 19,3760  7,4000 11,4000 13,4160 21,3776 020  9,2453 19,068
189527 31,1564 378870 63,6848 21,0329 31,7573 36,9716 57,8214 040 46,0327 55,203
62,5093 97,7863 116,0063 1873669 56,9378 84,8495 98,0688 1514191 0.60 1589430 150819
TABELA 9.22 Método de Runge-Kutta com h = 0,1
m m, m, m, kl k, k, eer £ X Yo
0,00 ~1,0000 6,000
22000 3,1600 34560 48720 37000 4,7000  4,9520 6,3256 0,10 23840 10888
48321 65742 70778 95870 62946 79413 83482 10,5957 020 93379 1913
95208 12,5821 134258 17,7609 10,5461 13,2339 13,8872 17,5358 0,30 22,5541 32859
17,6524 22909 243055 31,6554 174569 21,8114 22,8549 28,7393 040 46,5103 554420
314788 40,3496 42,6387 549202 28,6141 356245 37,2840 46,7207 0,50 88,5729 93300
546348 694029 73,1247 93,4107 46,5231 57,7482 60,3774 754370 0,60 160,7563 152000




Exercicios:




