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Apds o desenvolvimento das equagdes governantes do movimento, a determinagio das frequéncias ! Método de eq|
naturais e dos modos de vibrar de sistemas de multiplos graus de liberdade sera estudada de forma ex-
tensiva. No préximo capitulo, as oscilagdes for¢adas serdo consideradas. Para descrever as respostas dos
sistemas de um grau de liberdade, apenas as informagdes de tempo sdo necessarias. No caso dos sistemas
com mais de um grau de liberdade, além das informagGes sobre o tempo, sdo necessarias informagdes
espaciais para a descrigdo das respostas. Essas informag¢des espaciais sdo expressas por formas de modos
de vibrar, que sdo determinadas com base na solugdo da vibragdo livre. Cada forma de modo de vibrar
esta associada a uma frequéncia natural do sistema. Essa forma fornece informagdes sobre as posicdes
espaciais relativas dos elementos inerciais expressas pelas coordenadas generalizadas escolhidas. A de- . -
terminagdo dos modos de vibrar e das frequéncias naturais € discutida em detalhes neste capitulo. Como T —
explicado no préximo capitulo, as informagdes espaciais obtidas com base no problema de vibragdo livre ! Fl‘:gr:g“ b |
também podem fornecer uma base para a determinago da resposta forcada de um sistema com multiplos g
graus de liberdade. Também ¢ demonstrado que as propriedades das formas dos modos de vibrar podem ser
utilizadas para estabelecer a resposta de um sistema de multiplos graus de liberdade expressa pelas respostas
de sistemas de um grau de liberdade equivalentes. Isso permite a utilizagdo do material apresentado nos
capitulos precedentes para a determinagdo da resposta de um sistema com multiplos graus de liberdade.

As nogdes de estabilidade apresentadas no Capitulo 4 para sistemas de um grau de liberdade sdo
estendidas neste capitulo aos sistemas de multiplos graus de liberdade.

Neste capitulo, demonstraremos como:

Determinar as equacgdes governantes para sistemas com multiplos graus de liberdade, aplicando mé- FIGURA 7.2
todos de equilibrio de forgas e equilibrio de momentos. - — de-corpol
Determinar as equagdes governantes para sistemas com multiplos graus de liberdade, aplicando as ciais indicadas por
equagdes de Lagrange. . no limite fixo na exti
Obter as frequéncias naturais e os modos de vibrar associados as vibra¢des dos sistemas com multi-

plos graus de liberdade.

Obter as condigdes sob as quais estes modos sdo ortogonais.
Interpretar as caracteristicas dos sistemas amortecidos.

Determinar as caracteristicas de vibragdo dos eixos rotativos.
Analisar a estabilidade dos sistemas de multiplos graus de liberdade.
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Nesta secdo, sdo apresentadas duas abordagens para a determinagdo das equagdes governantes do movi- [ 0‘ me:"
mento. A primeira abordagem tem como base os métodos de equilibrio de forgas e equilibrio de momentos, i . +1
¢ a segunda abordagem tem como base as equagdes de Lagrange. Para facilitar as operagdes algébricas, + \i g |
o nimero de graus de liberdade para os sistemas fisicos escolhidos neste capitulo é menor ou igual a cinco. ~k|
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Os principios fundamentais dos métodos de equilibrio de forgas e equilibrio de momentos sdo expressos pelas
Egs. (1.11) e (1.17), que relacionam as forgas e os momentos impostos a um sistema a razdo da variagio da
quantidade de movimento linear e a razdo da variagéo da quantidade de movimento angular, respectivamente.
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Método de equilibrio de forgas

Darailustrar a utilizagdo dos métodos de equilibrio de forgas, considere o sistema mostrado na Figura 7.1.
Esse sistema consiste de molas lineares, amortecedores lineares e elementos de inércia de translacdo. Os
b
(diagramas de corpo livre para as massas pontuais m, e m, sdo mostrados, juntamente com as respectivas
1 2
forgas inerciais, na Figura 7.2. As coordenadas generalizadas x; € x, sdo utilizadas para especificar as
9 i; 2
posicdes das duas massas m; e m,, respectivamente, em relagéo a extremidade fixa no lado esquerdo. Com
base no diagrama de corpo livre do elemento inercial m, e estabelecendo o equilibrio de forcas na diregio
horizontal 7, obtemos a seguinte equagéo:

~m;l\"; "klxl +k3(,¥2 g X]) “ﬁp‘{“ ”?'ﬁ'z(ig - %‘;) ‘f”fi(f) =0
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FIGURA 7.2 ‘
Diagramas de corpo livre para as massas m e m, juntamente com as respectivas forcas iner-
ciais indicadas por linhas intermitentes. A origem do sistema de coordenadas est4 localizada
no limite fixo na extremidade esquerda da mola.
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Essa equagdo foi reescrita como a primeira das Egs. (7.1a). De modo similar, com base no diagrama
de corpo livre do elemento inercial m,, a segunda das Egs. (7.1a) ¢ obtida.

mi¥; + (¢ + )k — oy + (ky + kp)xy — koxy = £i(1)
, 7.1
myky + (2 + 3)ia = oy + (ky + Kk3)xy — koxy = f(1) (7.12)

Essas equagdes diferenciais lineares sio expressas na forma matricial' como
m 0 |]X ¢ +ec - X

{ 1 {,.I } + { 1 2 2 . 1
0 my X2 —Cy (55 + C3 Xy

i V: +thk —k ]{»’fz} _ fn} 4
~ky  ktkllx, f2 (7:15)

Os termos fora da diagonal da matriz de inércia sfo iguais a zero, enquanto os termos fora da diago-
nal das matrizes de rigidez e amortecimento sio diferentes de zero. Além disso, todas essas matrizes sdo
matrizes simétricas.* As equagdes que governam o sistema sdo acopladas, devido a esses termos fora da
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%0 da Variag:??o da diagonal diferentes de zero, nas matrizes de rigidez e amortecimento. Fisicamente, o sistema é desaco-
‘ - i e 3 )
; tespectivamente. plado quando o amortecedor ¢, e a mola k, ndo estdo presentes. As excitagdes f,(?) e f2(?) s3o aplicadas

diretamente aos elementos inerciais do sistema, como mostrado na figura.

|
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Método de equilibrio de momentos

Agora, iremos considerar o sistema mostrado na Figura 7.3, que tem dois volantes com valores de inércia
de rotagdo J,; e J,,. A extremidade do eixo ligada ao rotor ¢ tratada como um extremo fixo. O torque
de acionamento do primeiro volante é M,(f). As coordenadas generalizadas ¢; e ¢, sdo utilizadas para
descrever as rotagdes dos volantes em torno do eixo k através dos respectivos centros. Os valores de

!Consulte o Apéndice E para uma breve introdugio a notagio matricial.

*Como discutido no Apéndice E, uma matriz [A] é chamada matriz simétrica se os elementos da matriz ay = a.
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FIGURA 7.3

(a) Sistema de dois volantes acionado por um rotor e (b) diagramas de corpo livre juntamente
com os respectivos momentos inerciais indicados por linhas intermitentes.

inércia dos eixos sdo despreziveis, a rigidez torcional do eixo entre a extremidade fixa e o volante mais
proximo € representada por &, e a rigidez torcional do outro eixo € representada por k,,. Supomos que os
volantes estejam imersos em compartimentos cheios de dleo e que o efeito dissipativo correspondente seja
mode-lado por meio da aplicagdo dos coeficientes de amortecimento viscoso c,; € c,,. Nos diagramas de
corpo livre da Figura 7.3, os momentos inerciais J,;k e — J 2 k também sdo mostrados.

Com base nos diagramas de corpo livre mostrados na Figura 7.3, aplicamos o principio do equilibrio
de quantidade de movimento angular a cada um dos volantes e obtemos as equagdes governantes

Jul‘?.b:; kg Crlq.?l + kuy + ko(dr — &) = M,(1)
Joa®y + ey + ko(dy — @) =0 (7.2a)

que sdo expressas na forma matricial como

{Jm 0 :l{(bl} = {Cu 0 }{451} A [ku + ke _’92}{451} i {Mo(t)} (7.2b)
0 Jplld, 0 colle, —ky ko 1\ 0 .

Nesse caso, as equagdes sdo acopladas pelos termos fora da diagonal diferentes de zero na matriz de
rigidez, os quais estdo associados ao eixo com rigidez ,,.

Os dois sistemas fisicos escolhidos para exemplificar os métodos de equilibrio de forgas e equilibrio
de momentos sdo descritos por modelos lineares, e o sistema de equagdes governantes associado & ex-
presso em forma matricial. Isso pode ser feito para qualquer sistema de multiplos graus de liberdade
linear, como explicado no Exemplo 7.1. No caso de um sistema de multiplos graus de liberdade néo linear,
as equagdes governantes no lineares do movimento séo linearizadas para a obten¢do de um conjunto de
equagdes lineares. As equagdes lineares resultantes podem ser tratadas na forma matricial. Isso é expli-
cado no Exemplo 7.3.

Uma fresadora e um modelo vibratério desse sistema s3o mostrados na Figura 7.4. Iremos determinar as
equagdes governantes do movimento para esse sistema, aplicando o método de equilibrio de forgas. Como
mostra a Figura 7.4b, a fresadora € descrita através de trés elementos inerciais m;, m, e m;, juntamente
com elementos de mola e amortecedor discretos. Todos os trés elementos inerciais se movem em trans-
lagdo apenas no sentido i. A for¢a externa f,(¢) no sentido i mostrada na figura € uma ac#o representativa
da pertubag@o atuando sobre m;.

Para obter as equaces governantes do movimento, utilizamos as coordenadas generalizadas x;, x, e
X3, cada uma medida em relacdo a posi¢do de equilibrio estatico do sistema. Uma vez que as coordenadas
sdo medidas em relagdo a posigdo de equilibrio estatico, as forgas de gravidade nfio sdo consideradas a
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seguir. Para a aplicagio do método de equilibrio de forgas a cada elemento inercial, os diagramas de corpo
livie mostrados na Figura 7.4¢c sio utilizados. Aplicando o método de equilibrio de forgas no sentido i a
cada massa, obtemos as seguintes equagoes:

: mzjfz + (]q + kz))C2 i /C]Xl G kzX} + (Cl + (.’2),%2 = C]X] el Cz.h =0

I’)’l].‘X"l + kl(_X] = ,?CQ) + Cl("él re )Cz) = "‘f{(f)
- 77135(:3 =+ (kz + k3)X3 — kz)Cz = (CQ + C3>)&3 e 6'2)&2 =0 (a) J
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(a) Fresadora: (b) modelo vibratério para estudo de movimentos verticais; e (c) diagramas de corpo ‘
livre dos elementos inerciais m,, m, e m; mostrados em (b) juntamente com as forgas inerciais
indicadas por linhas intermitentes.

§
As Equagdes (a) s3o arranjadas na seguinte forma matricial: J
l.
|

ninar as m 0 0 (% ) i 0 %
Eélf?l:lnt(e) 0 m 0 Ky g ey Dty Pty —C X2 ‘
1 trans- 0 0 m X3 0 —C ¢y + o3 | X3 |
‘bntativa : K &, 5 . ) ) |
. 1. ¢ | + |~k ktk —ky X5 R 0 ‘
enadas 0 —ky ky + k3l \x3 0

adas a

Observamos que as matrizes de inércia, rigidez € amortecimento sdo matrizes simétricas.
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Consideremos o Exemplo 7.1 novamente ¢ vamos discutir quando a quantidade de movimento linear
desse sistema de multiplos graus de liberdade é conservada no sentido 7. Com base na Eq. (1.11), obser-

vamos claramente que, na auséncia das forgas externas f:(¢), a quantidade de movimento linear do sistema
¢ conservada, isto &,

dp
— =0 — p = constante

dt (@)

Mesmo na auséncia da excitagéo f,(¢) no Exemplo 7.1, a quantidade de movimento linear desse sistema
de trés graus de liberdade ndo ¢ conservada por causa das forgas que atuam na base do sistema. Para ana-
lisar essa condigdo, definimos f£(7) = 0 na Eq. (a) do Exemplo 7.1 e obtemos as seguintes equacdes:

miXy + ki(x; = x) + ok — X)) =
mz,'r'z < (kl + kz)X2 B k]xl == kQX3 2 (C[ e (,‘2))&2 - C]xl - 6’2263 =

o O ©

m3§€3 + (kz + k3)l’3 - kzXz + (Cz =k 6’3))&3 = (,'2)&2 =

(b)

Cada uma das Eqs. (b) foi obtida através do estabelecimento do equilibrio da variagdo da quantidade
de movimento linear individualmente para cada um dos trés elementos inerciais do sistema. Adicionando

N uacd
todas as trés Egs. (b), obtemos Equss
i ‘ O diagrama
mljc'l e Iﬂzx-z + m3553 == “(k3)€3 + Cg).C_’;) (C) ‘ vernantes d(
Consideran
Integrar a Eq. (c) em relagdo ao tempo, isto €, rigida, obtel
12 1 (
" ” . . my +
J(mlxl + Xy + ﬂ7,3.7(3>dt R J(k3.)€3 + C’3X3)dl (d) I (kll
0 0
e
resulta em
% 5 2 JGB o
mxy + mpx, + msx; ¥ constante (e) — (ky

Da Eq. (e), temos que, por causa das for¢as da mola e do amortecedor na base, a quantidade de movi-
mento linear total do sistema ndo é conservada. Se a mola com rigidez k; ¢ o amortecedor com coeficiente AsEq
de amortecimento c; estiverem ausentes, a quantidade de movimento linear total do sistema livre-livre
resultante serd conservada.

Posig

As po

e das velo

Considere a barra rigida mostrada na Figura 7.5a, que pode girar (inclinar) em torno do sentido k e {4
mover-se em translagdo (saltar) no sentido j. Posicionamos as coordenadas generalizadas y e 6 no centro de

gravidade da viga. Esse modelo fornece uma boa representagio para a descricdo de determinados tipos Das

de movimento de motocicletas, automdveis e outros veiculos.
Este exemplo especifico foi escolhido para explicar que os dois métodos, de equilibrio de forcas e 08

de equilibrio de momentos, sdo necessarios para a obtengdo das equagdes governantes. Além disso, ex-
plicamos também como as posi¢des de equilibrio s3o determinadas e como a lineariza¢do de um sistema
ndo linear ¢ executada.
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FIGURA 7.5

(a) Corpo rigido no plano com movimentos vinculados por molas e amortecedores e (b) diagrama
de corpo livre do sistema juntamente com a forca inercial e 0 momento inercial.

Equacgdes governantes do movimento

O diagrama de corpo livre mostrado na Figura 7.5b serd utilizado para a obteng@o das equagdes go-
vernantes do movimento. A for¢a inercial e 0 momento inercial também s@o mostrados na Figura 7.5b.

Considerando o equilibrio de forgas e o equilibrio de momentos em relagdo ao centro de massa G da barra
rigida, obtemos, respectivamente,

m:\: + (('1 + (2)\ = ((.]Ll = C'sz)é cos 6 + (kl + /\2)\ (a)
— (kL — kyL,)sen® = —mg

J(;é. = (CILI = C'sz))" cos 6 + (CIL% + CzL%)H COS2 0
— (kyLy — kyL,)y cos 8 + (kL3 + koL3)send cos 6 = 0 (b)

As Equagdes (a) e (b) sdo ndo lineares por causa dos termos sen 60 e cos 6.

Posicdes de equilibrio estatico

As posigdes de equilibrio y, e 6, do sistema s3o obtidas através do estabelecimento das aceleracdes
e das velocidades iguais a zero nas Egs. (a) e (b). Assim, y, e 6, sdo solucdes de

(ki + kp)y, — (kiLy — kpL,)sen g,

—mg

..(C)

{{*(k]l,] — ksz).\'” uid (/‘IL% + k'_)L:):))Sen 6“}}(:05 0,, =0
Da segunda das Egs. (¢), temos
(kiLy — kyLs)
cos 6, =0 ou senf, =y, ————" (d)
7 (kLY + kL)
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Utilizando a segunda das Egs. (d) na primeira das Egs. (c), obtemos

~_ mg(kL} + kL)
% kiky(Ly + Ly)?

@)

Observe que a posi¢do de equilibrio 6, = 7/2 correspondente ao cos 6, = 0 nas Eqs. (d) nfo ¢
conside-rada porque ndo tem significado fisico. Analisando a Eq. (e), concluimos que y, representa um
desvio na posi¢do da barra causada por seu peso. Da segunda das Egs. (d), concluimos que 6, representa
uma rotag@o causada pela combina¢do das rigidezes diferentes em cada extremidade e da distribuigo
desigual de massa da barra. Quando kL, = k,L,, 6, = 0, mas y, # 0. Para kL, # k,L,, na auséncia do
carregamento da gravidade ou de outro carregamento constante, y, = 0 e, portanto, 6, = 0.

Linearizagdo e sistema linear conduzindo a “pequenas” oscilagdes em torno de uma posigao
de equilibrio

Agora, iremos considerar “pequenas” oscilagdes do sistema mostrado na Figura 7.5 em torno da posicéo
de equilibrio (y,, 6,). Para obter as equacdes governantes, substituimos

(1) =y, + 3(1)

(1) = 6, + 6(r) @

nas Eqgs. (a) e (b) e executamos expansdes em série de Taylor’ de sen 0 e cos 6 e tomamos apenas os termos
lineares em y e 6. Para isso, determinamos que

2
50) = 500+ 5) =50, 50) = 500 +3) = 50)

>e

<

o & ~ % . d % 2
o(r) = ;,;2-(9(, +0) =60,  6() = —(6, + 0) = 6(r)

sin@ =sen(6, + ) ~sen@, + fcosh, + ...

cos® = cos(, + 0) = cosf, — fsend, + ... ()

Substituindo as Egs. (g) nas Egs. (a) e (b), utilizando as Egs. (c¢) e tomando apenas os termos lineares
em y e §, obtemos

my + (¢c; + )y — (ciLy — CZLQ)(;COS 0, + (k) + ky)y
— (kyLy — kpLp)@ cos 6, = 0
Joh — (ciL; — coly)jcos 8, + (L2 + chﬁ)é cos? 6,
— (kiLy — kyLy)y cos 6, + (kL3 + k,L3)6(cos® 6, —sen?9,) = 0 (h)

que na forma matricial é expressa como
[m 0 }{{} " { ) —(ciLy — czbz)wsf),i{f}
0 Jsllé —(ciLy = cyly)cos8, (e L} + c,L3)cos?, | |6

]\'1 + kz ‘“(k}L] nan kQLz)COS HO ; O .
& L dar = 1)
—(k\L; — kply)cos 8, (kL2 + kyL3)(cos? 8, — sen?6,) | L6 0

3T. B. Hildebrand, ibid.
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A Equagio (i) representa o sistema linear que conduz a “pequenas” oscilagdes do sistema mostrado
na Figura 7.5 em torno da posi¢do de equilibrio estatico dada pelas Egs. (d) e (¢). Apesar de determinar a
posigdo de equilibrio, o carregamento da gravidade néo aparece de modo explicito na Eq. (i). Dessa forma,
a0 supormos que as coordenadas generalizadas sejam medidas em relacdo a posigdo de equilibrio estatico,
o carregamento constante, como o carregamento da gravidade, ndo sera considerado para a determinagdo

das equagdes do movimento.
Da segunda das Egs. (d), observamos que se kL, = kyL,, 6, = 0, e a Eq. (i) assume a forma
—(e1ly

{m 0 }{?} & { ¢t e — (?2142)}{,?}
0 Jg 6 —(c1Ly — ly) (clLL; + c’gL%) 6

ki + ky 0 7L |4 :
’ { 0 (kiLf + kzL%J{é} - {0} )

Se k,L, # k,L, e 0,<0, a Eq. (i) assume a forma
—(cily y

{m 0 }{?} N i ¢+ ¢ - czljl)}{ }

0 Jsllé L=(ciLy — eoly) (L} + L) 116
ky + k, Ryl = kng)}{f’} = {0}

’ L( (22 + k13) 1165~ o e

kiLy = kolo)

Quando ¢,L, = c,L, e k)L, = kL,, as equagdes sdo desacopladas, isto ¢, os movimentos de rotagéo
e translagdo da barra sdo independentes um em relagdo ao outro.

Notamos que as Egs. (k) poderiam ter sido obtidas diretamente, se supuséssemos inicialmente que
apenas “pequenas” oscilagdes em torno da posi¢do de equilibrio estatico estivessem sendo consideradas
¢ que a posicio de equilibrio estatico fosse “proxima” da posigio horizontal. Nesse caso, cos 6 pode ser
feito igual a 1 e sen 0 seria feito igual a 6 nas Egs. (a) e (b).

Obteremos as equagdes governantes do movimento de um giroscopio de velocidade de rotagdo, também
chamado girosensor. A Figura 7.6 mostra o sistema fisico, juntamente com o modelo vibratério. No
modelo vibratério mostrado na Figura 7.6b, o sensor ¢ representado como uma massa pontual m com
dois graus de liberdade, e seu movimento € descrito pelas coordenadas x e y no plano horizontal. As duas
coordenadas generalizadas estdo localizadas em um sistema de referéncia rotacional. O sensor deve ser
projetado para medir a velocidade de rotagdo w,, que supomos ser constante. Para o modelamento, uma
mola com rigidez k, e um amortecedor viscoso com um coeficiente de amortecimento c, sdo utilizados
nos movimentos no sentido n;. Outra combinagdo mola-amortecedor ¢ utilizada no sentido n,. Uma forca
externa f,(£) no sentido n; ¢ aplicada ao sistema.

Para a obtencdo das equacdes governantes, o equilibrio de forgas ¢ considerado nos sentidos n; € ny»
Utilizando o diagrama de corpo livre mostrado na Figura 7.6¢, obtemos as seguintes relagdes

éx + £

ma, = —k,y — ¢,y

ma, = —kx —

(2)

0. Degani, D. J. Seter, E. Socher, S. Kaldor e Y. Nemirovsky, “Optimal Design and Noise Consideration of Micromachined
Vibrating Rate Gyroscope with Modulated Integrative Differential Optical Sensing". J. Microelectromechanical Systems, Vol. 7,
n. 3, pp. 329-338, 1998.
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onde x e y sdo os respectivos deslocamentos nos sentidos n; ¢ n, no sistema de referéncia rotacional,
% e y sdo as respectivas velocidades nesses sentidos no sistema de referéncia rotacional € a, € a, s3o 0s
componentes da aceleragdo absoluta da massa m nos sentidos n; e n,, respectivamente. Com base no
Exercicio 1.4 e na discussio no Exemplo 1.3 para uma particula localizada em um sistema de referéncia
rotacional, temos

a, = ¥ = 20y — wix
®)

a, =¥ + 20,5 — 0’y

(@) (©)
FIGURA 7.6

(a) Giroscopio sensor de velocidade de rotagao; (b) modelo vibratério e (c) diagrama de corpo livre juntamente com as forgas
inerciais. [(1) Massa de ensaio suspensa; (2) quadro; (3) chip CMOS; (4) fotadiodos; € (5) circuitos eletrnicos.] Fonte: Fig. 7.6a
de 0. Degani, D. J. Seter, E. Socher, S. Kaldor e Y. Nemirovshy, “Optimal Design and Noise Consideration of Micromachined
Vibrating Rate Gyroscope with Modulated Integrative Differential Optical Sensing". Journal of Microelectromechanical Systems,
Vol. 7, n. 3, pp. 329-338, 1998. Copyright © 1998 IEEE. Reimpresso com permisséo.

Para a obtencdo das Egs. (b), o fato de que a rotagdo w, é constante e que a aceleragdo angular cor-
respondente & zero foi considerado. Das Egs. (a) e (b), obtemos o seguinte conjunto de equagdes

|

m(x — 2w,y — wx) = —kx — ;% + f; ©

m(y + 2w,% — (ug)’) = —ky = ¢y

As Equagdes (c) sdo expressas na seguinte forma matricial:

p{h+ @f i)+ @ff) + ) - {5 @

onde as diferentes matrizes quadradas sdo
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CAPITULO 7 - Sistemas de maltiplos graus-de liberdade

—2mw,
2mw,

(e)

A matriz [G] € chamada matriz giroscopica.” A escolha das coordenadas em um sistema de referéncia
rotacional leva a essa matriz. A matriz giroscopica, que é uma matriz antissimétrica,® é responsavel pelo
acoplamento entre os movimentos nos sentidos n; e n,. A forma da matriz de rigidez nas Egs. (e) evidencia

que a rigidez efetiva associada a cada sentido do movimento é reduzida pela rotag@o.

1.2.2 Forma geral das equag@es para um sistema de multiplos graus
de liberdade linear

Com base na estrutura das Eqgs. (7.1b) e (7.2b) e nos sistemas lineares tratados nos Exemplos 7.1, 7.3 ¢
7.4, a forma geral das equagdes governantes do movimento para um sistema de N graus de liberdade linear

descrito pelas coordenadas generalizadas ¢, ¢», ..., gy € expressa como

[M{g} + [[C] + [G]{g} + [[K] + [H]{q} = {Q}

onde as varias matrizes e os varios vetores na Eq. (7.3) tém a forma geral a seguir:

myq
my
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kll

_kf\' 1
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ha

Mh.\' 1
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e {0} =
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CNN.

8IN

82N

ENN.

0,
Q:

On

(7.3)

(7.42)

(7.4b)

A matriz de inércia [M], a matriz de rigidez [K] e a matriz de amortecimento [C] sdo matrizes NXN,
e o vetor forca {Q} € um vetor NX1. As matrizes NXN [G] e [H], antissimétricas, sdo chamadas matriz
giroscopica e matriz circulatéria, respectivamente.” O vetor NX1 {g} ¢ chamado vetor deslocamento,

o vetor NX1 {4} € chamado vetor velocidade e o vetor N31 {g}, vetor aceleragdo.

SL. Meirovitch, Computational Methods in Structural Dynamics, Sijthoff and Noordhoff, The Netherlands, Capitulo 2, 1980.

°A matriz giroscépica é chamada matriz antissimétrica, pois seus elementos

"Forgas giroscopicas e circulatérias ocorrem em sistemas rotativos, tais como eixos. Consulte a Segdo 7.4.

&ij

o = 73/1-
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Sistemas lineares com N elementos inerciais, (N+1) elementos mola linear
e (N+1) elementos amortecedores lineares

Como um caso especial de sistemas de multiplos graus de liberdade lineares, consideramos o sistema mostrado
na Figura 7.7. Esse sistema ¢ uma extensdo do sistema de dois graus de liberdade mostrado na Figura 7.1. Na
figura, m; é amassa do i-ésimo elemento inercial, cujo movimento é descrito pela coordenada generalizada g,(f),
que ¢ medida a partir do ponto o localizado na extremidade fixa no sentido i. A forca que atua sobre 0 i-€simo
elemento inercial é representada por O,(?). Estabelecendo o equilibrio de forcas com base no diagrama de corpo
livre mostrado na Figura 7.7b, obtemos a seguinte equagio que governa o i-ésimo elemento inercial:

mig; + (ki + kiv1)q; — kigi-1 — kiv1qiv1
+ (¢ + Civ1)qi — i1~ Ciy1Giv1 = Qi(f) 1 =120 05N (7.5)

Expressando todas as N equagdes dadas pelas Egs. (7.5a) na forma matricial, obtemos a Eq. (7.3) com
a matriz circulatéria [H] = 0, a matriz giroscopica [G] = 0 e as seguintes matrizes de inércia, rigidez e
amortecimento, respectivamente,

my 0 0
0 m 0
[M] = :
L0 my
(ki +k,  —k 0 0 0 ]
"‘ki_v kQ + k3 “k3 0 O
0 "k:; :
K] = :
LX] 0 0 — Ky 0
—ky-1  ky-1 Tt ky —ky
L 0 0 0 —ky ky + Ky |
PR 0 0 0o |
—¢, ot —o 0 0
¥ %] ;
Cl= ;
[ } 0 0 * —CN—1 0
: ; —CN-1 Cy-1 t Cy —CN
. 0 0 0 —Cn eyt et (7.5b)

A matriz de inércia dada pela Eq. (7.5b) é uma matriz diagonal, e as matrizes de rigidez e amor-
tecimento dadas pela Eq. (7.5b) ndo sdo matrizes diagonais por causa da presenca dos elementos fora
da diagonal. Entretanto, as matrizes de rigidez e amortecimento sdo matrizes de banda, cada uma com

elementos diferentes de zero ao longo de trés diagonais. Todos os outros elementos dessas matrizes sio
iguais a zero.

Conservacdo das quantidades de movimento linear e angular

Na auséncia de forcas externas, isto é,
h=hs i = geel (7.6a)
a quantidade de movimento linear do sistema é conservada. Isso significa que

myqy + mygqy + -+ + mygy = constante (7.6b)

Obtemos a Equagdo (7.6b) diretamente por meio-da Eq. (1.11) e observando a Eq. (7.6a).

FIGURA 7.1
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