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5. Vibracdes mecanicas.

Prof. Dr. Viktor Pastoukhov — EEL-USP



Vibracdes mecanicas

Uma vibracdo mecdnica € o movimento de uma particula ou de um cor-
po que oscila em torno de uma posicio de equilibrio. A maior parte das
vibragdes em maquinas e estruturas € indesejavel devido ao aumento
de tensdes e as perdas de energia que as acompanham. Elas deveriam,
portanto, ser eliminadas ou reduzidas, tanto quanto possivel, por meio
de projetos adequados. A anilise de vibragies tem se tomado cada vez
mais importante nos tiltimos anos devido a tendéncia atual por maquinas
de altas velocidades e de estruturas mais leves. Existem muitas razdes
para esperar que essa tendéncia permaneca e que uma necessidade ainda
maior de andlise de vibragies ocorra no futuro.



Vibracoes livres sem amortecimento
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Movimento harmonico simples
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x = Cysen w,t + Cy cos @t

¥+wx=0

v =x = Cw, cos w,l — Cow, sen w,l

a=x= —l'_'—'lu:u.nL:1 sen wf — Egmi COs @t

Os valores das constantes C| e C, dependem das condigdes iniciais

C,=vjw, e C, =x,



Movimento harmonico simples

X = x,, s5en (wt + )

U =X = X, cos (it + ¢)

a =% = —x, w sen(wt + ¢)

-l;i:l- dngulo de fase

() (B

2T 1 Wy, l/sous hertz (Hz)

1 Hz corresponde a uma frequéncia circular de 27 rad/s. 1 rpm = .E,l—[. Hz = (27 /60) rad/s



Movimento harmonico simples
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Os resultados obtidos néo estdo limitados a solucio do problema de
uma massa ligada a uma mola. Eles podem ser usados para analisar o
movimento retilineo de uma particula sempre que a resultante F das
forgas que atuam sobre a particula seja proporcional ao deslocamento x
e dirigida para O. A equagio fundamental do movimento F = ma pode
entiio ser escrita sob a forma da Eq. (19.6), que € caracteristica de um
movimento harmc-mcn simples. Observando que o coeficiente de x deve
ser izual a m , podemos facilmente determinar a frequéncia circular na-
hlral w, do mc-wmentn Substituindo o valor obtido para w, nas Eqs.
{19.]3} e (19.14), obtemos entio o periodo 7, e a frequéncia natural f,

do movimento.

A maioria das vibragdes encontradas em aplicagdes de engenharia pode
ser representada por um movimento harménico simples. Muitas outras,
embora de tipos diferentes, podem ser aproximadas por um movimento
harménico si_mples



Péndulo simples — solucao aproximada
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PROBLEMA RESOLVIDO 19.1

Um bloco de 50 kg se move entre guias verticals, como mostra a figura. O
bloco é puxado até 40 mm abaixo de sua posicio de equilibrio e liberado.
Para cada combinacio de molas, determine o perfodo da vibraciio, a veloei-
dade mixima do bloco e a aceleracio maxima desse bloco.

SOLUCAO

a. Molas presas em paralele. Inicialmente, determinamos a constan-
te k de uma mola finica equivalente as duas molas, encontrando a intensida-

de da forca P necesséria para produzir uma dada deflexio 8. Uma vez que
para uma deflexiio § as intensidades das forcas exercidas pelas molas sio,

respectivamente, k.8 e k8, temos
P=kBd+kp=1(k +k)&
A constante k da mola tinica equivalente é

k =£=kl + ky = 4 kN/m + 6 kN/m = 10 kN/m = 10* N/m

]
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Periodo de vibragdo: Comom = 50 kg, a Eq. (19.4) resulta em

s k  10°N/m
Wy, =

- 50 ke w, = 14,14 rad/s

T = 2mw, 7, =0444s -

0, = X = (0,040 m)(14,14 rad/s)
v, = 0,366 m/s

Yelocidade mdxima:

v = 0.566 mil
=x_w, = (0,040 m)(14,14 rad/s)’
a_=800m/s

Aceleracdo mdxima: a

a =800mi"]



b. Meolas presas em seérie. Determinamos inicialmente a constante k
da mola finica equivalente as duas molas, encontrando a elongagdo total 8
dessas molas sob a acio de uma carga estitica dada P. Visando facilitar os
caleulos, uma carga estitica de intensidade P = 12 kN é utilizada.

P F 12 kN 12 kN

6=8 +86,=7+—= + =5
L0 Tk, 4kN/m  BkN/m "
P 12kN
k=—= = 24 kN/m = 2,400 N/m
i 2m
k2400 N/
Periodo de vibragdo: w: = —= = @, = 6,93 rad /5
i 50 ke
2
Ty = il 7. =0807s -
Gk,
Velocidade mdxima: o, =x_v_ = (0,040 m)6.93 rad/s)
v = 0277 m/s v, =02TTm/is] <

Aceleracdo mdxima: a_ = x_w. = (0,040 m){6,93 rad &)
a_= 1920 m/s* a =1920ms"] -



exercicios
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19.2

19.3

19.4

19.5

Determine a amplitude e a velocidade méxima de uma particula que
se move em movimento harmdnico simples com uma aceleraciio mé-
xima de 60 m/s* e uma frequéncia de 40 Hz.

Uma particula se move em movimento harménico simples. Sabendo
que a amplitude é de 300 mm e a aceleracio maxima é de 5 m/s*,

determine a velocidade méxima da particula e a frequéncia de seu
maovimento.

Um bloco de 15 kg é suportado pela mola como mostrado na figu-
ra. Se o bloco é movido verticalmente para baixo até sua posicio de

equilibrio e liberado, determine (a) o periodo e a frequéncia do mo-
vimento resultante, (b) a velocidade méaxima e a aceleracio méaxima
do bloco se a amplitude de sen movimento € 50 mm.

Um bloco de 32 kg € ligado a uma mola e pode mover-se sem atrito
em um rasgo como mostrado na figura. O bloco estd na sua posicio de

equilibrio quando € atingido por um martelo que lhe confere uma ve-
locidade inicial de 250 mm/s. Determine (a) o periodo e a frequéncia

do movimento resultante, (b) a amplitude do movimento e a acelera-
cio méxima do bloco.



exXerCICiOS 19.6 Um péndulo simples consistindo de um peso ligado a uma corda osci-
la em um plano vertical com um periodo de 1,3 s. Considerando um
movimento harménico simples e sabendo que a velocidade maxima
do péndulo é de 400 mm/s, determine (a) a amplitude do movimento
em graus, (b) a aceleraciio tangencial mixima do peso.

19.7 Um péndulo simples consistindo de um peso ligado a uma corda de
comprimento [ = 500 mm oscila em um plano vertical. Consideran-
do um movimento harménico simples e sabendo que o péndulo é
liberado do repouso quando § = 6°, determine (a) a frequéncia de
oscilaciio, (b) a velocidade mixima do peso.

Al

19.8 Uma caixa de instrumento A estd aparafusada numa mesa vibratdria

como mostrado na figura. A mesa se movimenta verticalmente em
movimento harménico simples na mesma frequéncia do motor de

rotagiio varidvel que a impulsiona. A caixa deve ser testada para uma
aceleracaio de pico de 50 m/s*. Sabendo que a amplitude da mesa vi-
bratéria é de 60 mm, determine (a) a rotaciio requerida do motor em
rpm, (b) a velocidade méaxima da mesa.




exercicios
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19.15

19.16

Um colar de 5 kg repousa sobre a mola mostrada na figura, & qual nio
estd preso. Observa-se que quando o colar é empurrado 180 mm ou

mais para baixo e liberado, ele perde contato com a mola. Determine
(@) a constante da mola, (b) a posiciio, a velocidade e a aceleraciio do
colar 0,16 s ap6s ter sido empurrado 180 mm para baixo e liberado.

Um colar C de 8 kg pode deslizar sem atrito sobre uma barra hori-
zontal entre duas molas idénticas A e B nas quais niio estd preso. Cada
mola tem uma constante k£ = 600 N/m. O colar é empurrado para a
esquerda contra a mola A, comprimindo esta em 20 mm, e liberado
na posi¢io mostrada na figura. Ele entfio desliza ao longo da barra
para a direita e atinge a mola B. Apds comprimir esta mola em 20
mm, o colar desliza para esquerda e atinge a mola A, que é compri-
mida de 20 mm. O ciclo € entio repetido. Determine (a) o periodo
do movimento do colar, (b) a velocidade do colar 1.5 s depois de ter
sido liberado. (Nota: Isto € um movimento periddico, mas nio um
movimento harménico simples.)
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Vibracoes forcadas

As vibragdes mais importantes do ponto de vista de aplicagbes da enge-
nharia sio as vibragdes forgadas de nm sistema. Essas vibracoes ocorrem
quando um sistema esta sujeito a uma forga periddica ou quando ele esta
elasticamente conectado a um suporte que tem um movimento alternado.
Considere primeiramente o caso de um corpo de massa m suspenso
por uma mola e sujeito a uma forga periddica P de intensidade P = P
sen wg, onde oy é a frequéncia circular de P e é referenciada como a -
frequeéncia forgada circular do movimento (Fig. 19.7). Essa forca pode _J
ser uma forca real externa aplicada ao corpo, ou pode ser uma forga cen- |I|
trifuga produzida pela rotagio de alguma parte desbalanceada do corpo  Equilibrio :
(veja o Problema Resolvido 19.5). Representando por x o deslocamen- i [
to do corpo medido a partir de sua posigiao de equilibrio, escrevemos a
equacio de movimento p

T=k(B, +x)

W

P=F, sen wft

+ |XF = ma: P senwd + W — k(8 +x)=mx

I ma=m¥

Recordando que W = kd_,, temos

mx + kx = P, sen wt



Vibracoes forcadas

A segnir, consideramos o caso de um corpo de massa m suspenso por uma
mola ligada a um suporte mével cujo deslocamento § € izual a8 | sen ?
(Fig. 19.8). Medindo o deslocamento x do corpo a partir da posigio de
equilibrio estitico correspondente a wi = 0, encontramos que o elonga-
mento total da mola no instante t € §,,+ x — 8, sen wf. A equacio do
movimento &, entio,

+|ZF = ma: W= k(8 +x — 8, sen o t) = mx
Recordando que W = kd_,,, temos

nﬁ+k.t=kﬁ"senmji (19.31)

Uma equaciio diferencial tal como (19.30) ou (19.31), que tem um
segundo membro diferente de zero, € chamada ndo homogénea. Sua
solugio geral € obtida adicionando-se uma solugio particular da equa-
c¢do dada a solugdo geral da correspondente equacéo homogénea (com
o segundo membro igual a zero). Uma solugdo particular de (19.30) ou
(19.31) pode ser obtida tentando-se uma solugio da forma

X

part = Xy SETL W1 (19.32)
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Vibracdes forcadas P,
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PROBLEMA RESOLVIDO 19.5

Um motor que pesa 200 kg é suportado por quatro molas, cada uma tendo
uma constante de 150 kN/m. O desbalanceamento do rotor é equivalente a

um peso de 30 g localizado a 15 em do eixo de rotagio. Sabendo que o mo-
tor é restringido a mover-se verticalmente, determine (a) a rotaciio em rpm
na qual ocorrerd ressonincia, (b) a amplitude da vibracio do motor a uma

rotaciio de 1.200 rpm.

SOLUCAO

a. Rotagdo de ressonancia. A rotagfio de ressonincia é igual a fre-
quéncia natural circular @_ (em rpm) da vibracio livre do motor. A massa do
motor e a constante equivalente das molas de sustentaciio sao

m = 200) lcg
k= 4(150 kN/m) = 600.000 N/m

W, =\[E= S00.000 _ 54,8 rad/s = 523 rpm
m 200

Rotagio de ressonfincia = 523 rpm



b. Amplitude de vibraciio a 1.200 rpm. A velocidade angular do
motor e a massa equivalente ao peso de 0,28 N siio

w, = 1.200 rpm = 1257 rad/s
m = 0,03 ke
A intensidade da forca centrifuga cansada pelo desbalanceamento do rotor é
P =ma, =mre’ = (0,03kg)(0,15m)(1257 rad/s)* = T1,L1 N
A deflexiio estitica que seria cansada por uma carga constante P é

F = L1N = X L0000 mm = 01185 mm

k 600.000 N/m

A frequéncia forcada circular wy do movimento é a velocidade angular do
motor,

wp=w = 125.7 rad /s
Substituindo os valores de P_/k, @€ w, na Eq. (19.33), obtemos

k
. = E./ _= 01185 mm 0.0278 mm
1— {mf.u"mnll 1—(125,7/54 8

x,, = 0,0278 mm (defasado) -



exercicios P - Py sem

12.100 Um cursor de 5 kg pode deslizar sobre uma barra horizontal sem atri-
to e estd ligado a uma mola de constante 550 N/m. Sobre ele atua
uma forca periddica de intensidade P = P, sen wgd, onde P,, = 15 N.
Determine a amplitude do movimento do cursor se (a) @, = 5 rad /s,

(b) ;= 10 rad /.

19.101 Um cursor de 5 kg pode deslizar sobre uma barra horizontal sem atrito

e estd ligado a uma mola de constante k. Sobre ele atua uma forca pe-
riddica de intensidade P = P_ sen wd, onde P, = 10N e W = 5 rad /s.

Determine o valor da constante de mola k sabendo que o movimento
do cursor tem uma amplitude de 150 mm e estd (a) em fase com a for-
¢a aplicada, (b) defasado com a forga aplicada.

19.102 Um cursor de massa m que desliza sobre uma barra horizontal sem
atrito estd ligado a uma mola de constante k e sobre ele atua uma for-
¢a periddica de intensidade P = P_ sen wi. Determine o intervalo de
valores de w, para o qual a amplitude da vibracio excede trés vezes a
deflexfio estatica cansada por uma forga constante de intensidade P_.



exe rC | C | O S 19.119 O desbalanceamento do rotor de um motor de 200 kg é equivalente a
uma massa de 100 ¢ localizada a 150 mm do eixo de rotaciio. A fim de

limitar para 1 N a intensidade da forca oscilante exercida na fundacéo
quando o motor gira a velocidades de 100 rpm ou acima, uma base
amortecedora é colocada entre o motor e a fundacfio. Determine (a)
a constante mixima admissivel da mola k da base, (b) a amplitude
correspondente da forca oscilante exercida na fundagiio quando o

motor estd girando a 200 rpm.

_ 19.120 Um motor de 180 kg é suportado por molas de constante total
150 kN/m. O desbalanceamento do rotor é equivalente a uma massa
de 28 g localizado a 150 mm do eixo de rotaciio. Determine o interva-
lo de velocidades do motor para o qual a amplitude da forca oscilante
exercida na fundacfio é menor que 20 N.

19.125 Um pequeno reboque e sua carga tém uma massa total de 250 kg. "
O reboque é suportado por duas molas, cada uma de constante w
10 kN /m, e puxado sobre uma estrada cuja superficie pode ser apro- a
ximada por uma curva senoidal com amplitude de 40 mm e compri- J—\,/—
mento de onda de 5 m {ou seja, a distincia entre cristas sucessivas é
de 5 m e a distincia vertical da crista para a depressio é de 80 mm). ‘

Determine (a) a velocidade em que ocorrerd ressonéincia, (b) a ampli-
tude da vibracio do reboque a uma velocidade de 50 km/h.




Vibracoes livres amortecidas

Como um exemplo, vamos novamente considerar um corpo de massa m
suspenso por uma mola de constante k, considerando que o corpo esta
ligado ao émbolo de um amortecedor (Fig. 19.10). A intensidade da forga
de atrito exercida sobre o émbolo pelo fluido que o envolve € igual a cx;
onde a constante ¢, expressa em N * s/m e conhecida como o coeficiente
de amortecimento viscoso, depende das propriedades fisicas do fluido e
da construgio do amortecedor. A equagio de movimento é

+|ZF = ma: W — k{8, +x) —cx = mx

mx+ecx+kx=0 y = &M

equacdo caracteristica c \/ c 2k
mA"+ A +k=0 2m (—) “m

I

coeficiente de amortecimento crucial ¢,

Nk IHi:
(ﬂ;)__z[] ﬂ;;:Eﬂl —zimmﬂ
2m m m

=kié_,+ 1)

ast

ma=mx

— =%

e o



Vibracoes livres amortecidas

mx +cx + kx=10

1. Amortecimento supercrucial; ¢ > ¢, As raizes A, e A, da equagio ca-

racteristica (19.39) séo reais e distintas e a solugéio geral da equacio
diferencial (19.38) &

x = O™ + Cype™ (19.42)

Essa solugio corresponde a um movimento néo vibratorio. Como A,
e A, sdo negativos, x tende a zero quando ¢ aumenta indefinidamente.
Contudo, o sistema na realidade retorna a sua posigio de equilibrio
apos um tempo finito.

2. Amortecimento crucial: ¢ = c_. A equacio caracteristica tem uma raiz

duplaA = —¢,/2m = —w, e a solugio geral de (19.38) &

X = |:|:_:1 + Cgtjﬂ_m"r {1943:'

O movimento obtido é novamente nio vibratdrio. Sistemas critica-
mente amortecidos sdo de interesse especial em aplicagies de en-

genharia, pois eles retornam a sua posicio de equilibrio no menor
tempo possivel sem oscilacio.



Vibracoes livres amortecidas mx + cx + kx = 0

3. Amortecimento subcrucial: ¢ < ¢, As raizes da Eq. (19.39) sdo com-
plexas e conjugadas, e a solugio geral de (19.38) € da forma

x = e “P"NC senwyt + Cy cos wyt) (19.44)

o _k_ (e} =.,,,\X1_ E)E
":'-'ri__m 9m d J ¢, cﬂd{mﬂ

w,; frequéncia circular da vibragio amortecida

cle, fator de amortecimento

r=xp " sen (wt + )




exercicios
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19.127

19.128

Mostre que. no caso de amortecimento supercrucial (¢ > ¢_), um cor-
po nunca passa pela sua posicio de equilibrio O (a) se ele é liberado
sem velocidade inicial de uma posiciio arbitraria, ou (b) se ele parte
de O com uma velocidade inieial arbitriria.

Mostre que, no caso de amortecimento supercrucial (¢ > ¢_), um cor-
po liberado de uma posicio arbitraria com uma velocidade inicial

arbitriria nfio pode passar mais de numa vez pela sua posicio de equi-
librio.

19.134 Um bloco A de 4 kg é solto de uma altura de 800 mm sobre um blo-

co B de 9 kg que estd em repouso. O bloco B é suportado por uma
mola de constante & = 1.500 N/m e esti unido a um amortecedor de
coeficiente de amortecimento ¢ = 230 N - s/m. Sabendo que nfio hi
rebote, determine a distineia méxima a que os blocos viio se mover
apds o impacto.



