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4. Dinamica do corpo rigido.
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Equacdes de movimento para um corpo rigido

Considere um corpo rigido sob a agio de virias forcas externas F |, F,,
F,. ... (Fig. 16.1). Podemos assumir que o corpo € constituido de um
grande nimero n de particulas de massas Am, (i = 1, 2, .... n) e aplicar os
resultados obtidos no Cap. 14 para um sistema de particulas (Fig. 16.2).
Considerando inicialmente o movimento do centro de massa G do corpo
em relagio ao sistema de referéncia newtoniano Oxyz, recordamos a Eq.
(14.16) e escrevemos

ZF = ma (16.1)

onde m € a massa do corpo e a € a aceleragiio do centro de massa G. Voltan-
do-nos agora ao movimento do corpo em relagiio ao sistema de referéncia

ligado ao centro de massa Gx'y'z’, recordamos a Eq. (14.23) e escrevemos

[ ]

EM; = Hg (16.2)

onde Hg; representa a taxa de variacio de H, a quantidade de movimen-
to angular em relagio a G do sistema de particulas que formam o corpo
rigido. No que se segue, vamos nos referir a H; simplesmente como a
quantidade de movimento angular do corpo rigido em relagdo a seu cen-
tro de massa G. As Eqgs. (16.1) e (16.2), juntas, expressam que o sistema
das forgas externas é equipolente go sistema constituido do vetor ma liga-

do a G e ao bindrio de momento Hg (Fig. 16.3).*
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Movimento plano de um corpo rigido:
guantidade de movimento angular

Considere uma placa rigida em movimento plano. Assumindo que a placa
¢ constituida de num grande mimero n de particulas P, de massas Am, e re-
cordando a Eq. (14.24) da Secéo 14.5, notamos que a quantidade de mo-
vimento angular H; da placa em relacio a seu centro de massa & pode y
ser calculada tomando-se os momentos em relagio a G das quantidades
de movimento das particulas da placa em seu movimento em relagio aos
referenciais Oxy ou Gx'y" (Fig. 16.4). Escolhendo o 1ltimo método, es-

Crevemos
fi
H; = > (r] X vi Am,) (16.3)
i=1
onde r; e v; &m, representam, respectivamente, o vetor de posigio e a o

quantidade de movimento linear da particula P, em relagio ao sistema de

referéncia ]igadﬂ ao centro de massa Gx’y’. Mas como a Parti'cu]a perten-
ce a placa, temos v, = w X r, onde w € a velocidade angular da placa no
instante considerado. Escrevemos

H; = i [ri X (0 X r}) Am;]
i=1



Movimento plano de um corpo rigido:
guantidade de movimento angular

a soma Erfﬂ;n, representa o momento de inércia I da placa em relau}ﬁn
a um eixo perpendicular a placa passando pelo centro de massa, conclui-
mos que a quantidade de movimento angular H;, da placa em relacio ao
seu centro de massa €

H; = lw (16.4)
Diterenciando ambos os membros da Eq. (16.4), obtemos
He = Io = la (165)

Fortanto, a taxa da variacéo da quantidade de movimento angular da pla-
ca € representada por um vetor de mesma direciio e sentido que a (isto €,

perpendicular a placa) e de intensidade Ia.



Movimento plano de um corpo rigido:

Principio de D"Alembert

Considere uma placa rigida de massa m que se desloca sob a agdo de
varias forcas externas F, F,. F,, ..., contidas no plano da placa (Fig.
16.5). Substituindo o valor de Hy; da Eq. (16.5) na Eq. (16.2) e escre-
vendo as equagdes fundamentais do movimento (16.1) e (16.2) na for-
ma escalar, temnos

SF, = ma, 3XF,=ma, 3IM;=Ile (16.6)

As equagdes de (16.6) mostram que a aceleracio do centro de mas-
sa G da placa e sua aceleragiao angular e podem ser facilmente obtidas
quando a resultante das forcas externas que atuam na placa e sen mo-
mento resultante em relagio a G tiverem sido determinados. Dadas as
condi¢des iniciais apropriadas, as coordenadas x e y do centro de massa e
a coordenada angular § da placa podem entio ser obtidas por integracio
em qualquer instante ¢. Portanto, o movimento da placa é completamente
definido pela resultante e pelo momento resultante em relagdo a G das
forcas externas que atuam sobre ela.




Movimento plano de um corpo rigido:

Principio de D"Alembert

Como o movimento de um corpo rigido depende somente da resul-
tante e do momento resultante das forcas externas que atuam sobre ele,
segue-se que dois sistemas de forcas que sdo equipolentes, isto €, que
tém a mesma resultante e 0 mesmo momento resultante, sdo também
equivalentes; isto &, eles tém exatamente o mesmo efeito sobre um dado
corpo rigido.*

Considere, em particular, o sistema de forgas externas que atuam so-
bre um corpo rigido (Fig. 16.6a) e o sistema das forgas efetivas associadas
as particulas que formam esse corpo rigido (Fig. 16.6b). Foi mostrado na
Secio 14.2 que os dois sistemas assim definidos sdo equipolentes. Mas
como as particulas consideradas formam agora um corpo rigido, segue-se
que os dois sistemas sdo também equivalentes. Podemos entio afirmar
que as forgas externas que atuam sobre um corpo rigido sdo equivalentes
as forgas efetivas das vdrias particulas que formam o corpo. Essa afirma-
¢do € conhecida como principio de d’Alembert, devido ao matemitico

francés Jean le Rond d’Alembert (1717-1783), apesar do enunciado ori-
ginal de d'Alembert ter sido escrito de forma um pouco diferente.
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Movimento plano de um corpo rigido:

translacao e rotacao

Translag@o. No caso particular de um corpo em translagio, a acelera-
¢io angular do corpo ¢ identicamente igual a zero e suas forcas efetivas se
reduzem ao vetor ma ligado a G (Fig, 16.8). Assim, a resultante das forgas
externas que atuam sobre um corpo rigido em translagio passa pelo cen-
tro de massa do corpo e € ignal a ma.

Rotagéio em torno do centro de massa. Quando uma placa, ou,
mais genericamente, um corpo simétrico em relagio ao plano de referén-
cia, gira em torno de um eixo fixo perpendicular ao plano de referéncia,
passando pelo seu centro de massa GG, dizemos que o corpo estd em rota-
¢do em torno do centro de massa. Como a aceleracio a € identicamente
igual a zero, as forcas efetivas do corpo se reduzem ao bindrio Ie (Fig.
16.9). Assim, as forgas externas que atuam em um corpo em rotagio em
torno do centro de massa sdo equivalentes a um bindrio de momento e

() (b)



PROBLEMA RESOLVIDO 16.1

(Quando a velocidade escalar de avanco do caminhfio mostrado na figura era
de 10 m/s, os freios foram acionados bruscamente, fazendo com que as qua-
tro rodas parassem de girar. Fol observado que o caminhfio derrapou sobre
7 m de pista até o repouso. Determine a intensidade da reacio normal e da
forca de atrito em cada roda enquanto o caminhao derrapava até o repouso.

—
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SOLUCAO

Cinemadatica do movimento. Escolhendo o sentido positivo para a
direita e usando as equactes de movimento uniformemente acelerado,
E5CTEVEINOS

ty=+10m/s  T2=0f +2ax 0=(10)* + 2a(7)
a=-7l4m/s* a=714m/s®«

Equacoes de movimento. As forgas externas consistem no peso W do
caminhéio, nas reactes normais e nas forcas de atrito nas rodas. (Os vetores N,
e F, representam a soma das reagdes nas rodas traseiras, enquanto N, e F re-
presentam a soma das reagdes nas rodas dianteiras.) Como o caminhfio estd em
translacfio, as forcas efetivas se reduzem ao vetor ma ligado a C. Trés equacies
de movimento sdo obtidas ao expressar-se que o sistema de forcas externas é
equivalente ao sistema de forcas efetivas.

+TEF-,-=E[:F§LEM: Ny+Ng—W=0



Como F, = N, e Fy = u, N, onde p, é o coeficiente de atrito cinético,
encontramos que

—+ EF, = E(F,) it —(Fy + Fg) =—ma

HTEMy =M ;. — WI(L,5 m)+ Ng(3,6 m) = ma(l,2 m)

W
—W{],S ]Tl:l—I—NE{E,E ]Tl:l = W{T1]4 mfsjz[:l,g IT.I.:]
Ny = 0,650W

Fp = iy N = (0,728)(0,659W) Fz =0,48W
+TEF, =EF s Na+Ng—W=0
N, +0,659W — W =0
Ny =0,341W
Fy = mN o= (0,728)(0, 341W) Fy = 0,248W
Reacoes em cada roda. Recordando que os valores caleulados anterior-

mente representam a soma das reactes nas duas rodas dianteiras ou nas duas
rodas traseiras, obtemaos as intensidades das reacties em cada roda escrevendo

Ngw =3 Ny =03205W  N__ =3N,=01705W <«
Fyo. =3Fy=024W  F,__ =1F,=0]124W



PROBLEMA RESOLVIDO 16.2

A placa fina ABCD de § kg de massa é mantida na posicio mostrada pelo flo BH
e pelas duas hastes de conexiio AE e DF. Desprezando as massas das hastes de
conexfio, determine, imediatamente apds o flo BH ser cortado, (@) a aceleraciio da
placa e (b) a forca em cada haste de conexio.

SOLUCAO

Cinematica do movimento. Depois de o fio BH ter sido cortado, ob-
servamos que os cantos A e [J se movem ao longo de circunferéncias pa-
ralelas de raios iguais a 150 mm centradas, respectivamente. em E e F. O
movimento da placa é, portanto, uma translagio curvilinea; as particulas que
formam a placa se movem ao longo de circunferéncias paralelas de 150 mm
de raio.

No instante em que o flo BH é cortado, a velocidade da placa é nula.
Assim, a aceleraciio @ do centro de massa C da placa é tangente i trajetdria
circular que serd descrita por C.

Equacoes de movimento. As forcas externas consistem no peso W e
nas forcas F,p e Fpp exercidas pelas hastes de conexiio. Como a placa estd em
translacfio, as forcas efetivas se reduzem ao vetor ma ligado a C e dirigido
ao longo do eixo f. Uma equacido de diagrama de corpo livre é tracada para
mostrar que o sistema de forgas externas é equivalente ao sistema de forcas
efetivas.



Fux a. Aceleracdo da placa.

30° B + " LF, = ElF o
B N |l W cos 30° = ma
o R E'[:Tmm mg cos 30° = ma
.‘I&W"\.D < " C a = gcos 30° = (9,81 m/s*)cos 307 (1)
v a=850mis F60° «
A .._gﬁﬂmm_—| b. Forgas nas hastes de conexéo AE e DF.
m:mm n._| § +EF, = E{Fp)efet: Fag + Fpp—W sen 30° = 0 (2)
- 1 {I}* - _Y"I_faun HEIMg = Z(M (}:'efet:
i ma c (Far sen 3071250 mm) = (Fag cos 30°)( 100 mm)
b/ + (Fpp sen 30°)(250 mm) + (Fpp cos 30°)(100 mm) = 0

I8 4Fp + 211,6Fpp =0
Fpp =—0,1815F (3)
Substituindo Fpp de (3) em (2), escrevemos

Fap —0,1815F g — W sen 307 = ()
Fap =0,6109W
Fpp = 0,1815(0,6109W) ==0,1109W

Observando que W =mg = (8 kg)(9,81 m/s®) = 78,48 N, temos

F,, = 0.6109(78.48 N) F;=4TONT <
F,, = —0,1109(78,48 N) F,,=8T0NC <4



PROBLEMA RESOLVIDO 16.3

Uma polia que pesa 6 kg e tem um raio de giraciio de 200 mm estd unida a
dois blocos, como mostrado na figura. Considerando que nao exista atrito no
eixo, determine a aceleragfio angular da polia e a aceleraciio de cada bloco.

SOLUGAO

Sentide do movimento. Embora um sentido arbitririo para o movi-
mento possa ser considerado ( Ji que as forgas de atrito nio estio envolvidas)
e posteriormente verificado pelo sinal da resposta, & provivel preferirmos
determinar em primeiro lugar o sentido real de rotaciio da polia. O peso do
bloco B necessdrio para manter o equilibrio da polia quando ela estd sob a
aciio do bloco A de 2,5 kg é determinado inicialmente. Escrevemos

+REMg; =0 mgg(150 mm) — (25 kg)z (250 mm) =0 my = 4,167 kg
Como o bloco B pesa realmente 5 kg, a polia girard no sentido anti-horério.

Cinematica do movimento. Supondo que & tenha o sentido anti-hora-
rio e observando que a, = r,a e ag = rya, obtemos

as = (0,25m)al ag = (015m)a]




Equacoes de movimento. Um sistema tinico constituido pela polia e
pelos dois blocos é considerado. As forcas externas a este sistema séo os pe-
sos da polia e dos dois blocos e a reacio em G. (As forcas exercidas pelos
cabos sobre a polia e sobre os blocos, 5o internas ao sistema considerado e
se anulam.) Como o movimento da polia € uma rotaciio em torno do centro
de massa e o movimento de cada bloco & uma translaciio, as forcas efetivas se

reduzem ao bindrio [ e aos dois vetores ma, e mag. O momento de inércia
em torno do centro de massa da polia é

T =mk? = (6kg)(0,2 m)? =024 kg - m?

Como o sistema das forcas externas é equipolente ao sistema de forcas efe-
Hvas, escrevermos

Y EMg = EMg )efer:

Nk
%
25g
3

(5 kg)(9,81 m/s2)(0,15 m) — (2,5 kg)(9,81 m/s%)(0,25m) = +Tax + ma,(0,15 m) + m a,(0,25 m)
73575 — 6,1312 = 0,24« + 5(0,15)(0,15) + 2,5(0,25){0,25)

a=+2 41 rad/s?

a = 241 rad/s”

ay = raa=(0,25m)(2,41 rad/s?) a, = 0,603 m/s"T
ag = rgae=(0,15m)(2, 41 rad/s?) az = 0,362m/s | -

i

Mgag

Y

HIAEA



PROBLEMA RESOLVIDO 16.5

Uma esfera uniforme de massa m e raio r é langada sobre uma superficie
horizontal rugosa com uma velocidade linear ¥, e velocidade angular nula.
Representando por g, o coeficiente de atrito cinético entre a esfera e o piso,

determine (¢) o instante ¢, em que a esfera comeca a rolar sem deslizar e (b)
a velocidade linear e a velocidade angular da esfera no instante .

SOLUCAO

Equacoes de movimente. O sentido positivo é escolhido para
a direita para & e no sentido hordrio para @. As forgas externas que
atuam sobre a esfera consistem no peso W, na reaciio normal N e
na forga de atrito F. Como o ponto da esfera em contato com a su-
perficie estd deslizando para a direita, a forca de atrito F esta dirigi-
da para a esquerda. Enquanto a esfera estd deslizando, a intensidade da
forca de atrito é F = pu N. As forcas efetivas consistem no vetor ma ligado a
e no bindrio Tee. Expressando que o sistema das forcas externas é equiva-
lente ao sistema das forcas efetivas, escrevemos

+ 1 5F, = (F, et N-W=0
N=W=mg F = N = ymg

LEFx:ﬂFx}afﬂ: —F=ma _F'kﬂlg:'m'ﬁ EZ—#&E
+IEMe =EMgle:  Fr=1Ia

Observando que I=2mr” e substituindo o valor obtido para F, escrevemos

(ppmg)r = %mrﬂﬂ o= 5 g

a r



Cinematica do movimento. Enquanto a esfera estiver girando e desli-
zando, seus movimentos linear e angular serfio uniformemente acelerados.

t=0v="10 U=ty +at =ty — gt (1)
_ _ N P N
t=0, wy =10 w =y + ot =0+ 5|t (2)

A esfera val comecar a rolar sem deslizar quando a velocidade v, do
ponto de contato C for zero. Nesse instante, ¢+ = ¢, o ponto C se torna o
centro instantineo de rotaciio e temos

U = oy (3)

Substituindo em (3) os valores obtidos para ¥, e w,, quando fazemos ¢t = ¢,
em (1) e (2), respectivamente, escrevemos

_ 5] .
Up — High =f'[§%f1] h=-—" -

Substituindo o valor de ¢, em (2), temos




exe rC |,C | O S 16.3 Um quadro de 2 m é colocado em um caminhiio com uma extremidade

repousando sobre um bloco preso no piso e a outra apoiada em uma
divisiria vertical. Determine a méxima aceleracio admissivel do cami-
nhiio para que o quadro permaneca na posicio mostrada na figura.

16.5 Sabendo que o coeficiente de atrito estitico entre os pneus e a es-
trada é de 0,80 para o veiculo mostrado na figura, determine a ace-
leracio méxima possivel, em uma estrada nivelada, considerando (a)
tracio nas quatro rodas, (b) tragio nas rodas traseiras, (¢) traciio nas
rodas dianteiras.

16.25 Um volante de motor de 3.000 kg leva 10 minutos para desacelerar
até o repouso a partir de uma velocidade angular de 300 rpm. Sa-
bendo que o raio de giraciio do volante é de 900 mm, determine a
intensidade média do bindrio devida ao atrito cinético nos manecais.

''1.500 mm '1.000 mm



exercicios

16.14 Uma placa retangular uniforme tem uma massa de 5 kg e é mantida
na posi¢iio por trés cordas como mostrado na figura. Sabendo que
# = 307, determine, imediatamente depois da corda CF ter sido cor-
tada, (a) a aceleraciio da placa, (b) a tracfio nas cordas AD e BE.

@ D E Lgé
}ih Nf'\

k.

= 300 mm —!
Figura P16.14 e P16.15

16.15 Uma placa retangular uniforme tem massa de 5 kg e é mantida na
posicio por trés cordas como mostrado na figura. Determine o maior
valor de @ para que ambas as cordas AD e BE permanecam esticadas
imediatamente depois da corda CF ter sido cortada.



/ .
exercicios 16.35 Cadauma das engrenagens A e B tem massa de 10 kg e um raio de
giracao de 150 mm; a engrenagem C tem uma massa de 2,5 kg e um
raio de giracio de 60 mm. Se o bindrio M de intensidade constante
6 N - m é aplicada & engrenagem C, determine (a) a aceleraciio an-

gular da engrenagem A, (b) a forca tangencial que a engrenagem C
exerce na engrenagem A.

Figura P16.35

16.36 Resolva o Problema 16.35, considerando que o bindrio M é aplicado
ao disco A.



Movimento plano com restricoes

A maioria das aplica¢bes de engenharia trata de corpos rigidos que es-
tdo em movimento sob a a¢io de determinadas restri¢ées. Por exemplo,
manivelas tém de girar em torno de um eixo fixo, rodas devem rolar sem
deslizar e barras de liga¢io devem descrever certos movimentos pres-
critos. Em todos esses casos, existem relaces definidas entre os com-
ponentes da aceleracio a do centro de massa G do corpo considerado
e sua aceleracio angular a; 0 movimento correspondente é chamado de

movimento restrito. N—FB Q\
B '-.__‘ '\ 1__‘




Movimento plano com restricoes

Rotacdo em torno de um ponto diferente do centro de massa. O
movimento de um corpo rigido restrito a girar em torno de um eixo fixo que
néo passa por seu centro de massa é chamado rotagdo em torno de um ponto
diferente do centro de massa. O centro de massa G do corpo se desloca ao
longo de uma circunferéncia de raio r centrada no ponto O, onde o eixo
de rotag@o intercepta o plano de referéncia (Fig. 16.14). Representando,
respectivamente, por @ e a a velocidade angular e a aceleragio angular da
linha OG, obtemos as seguintes expressées para os componentes tangencial
e normal da aceleracio de G:

Figura 16.15

Figura 16.14

Figura 16.16



Rotacao em torno de um ponto diferente do centro de massa

Uma relagiio interessante € obtida igualando-se os momentos, em re-
lagdo ao ponto fixo O, das forcas e vetores mostrados, respectivamente,
nas partes @ e b da Fig. 16.15. Escrevemos

+82EMy = Ia + (mra)r = (I + mr)a

. T —2
Mas, de acordo com o teorema dos eixos paralelos, temos I + mr™ = I,
onde I, representa 0 momento de inércia do corpo rigido em torno do
eixo fixo. Portanto, escrevemos

EMD — IDEI’ {168)

Um caso particular de rotagdo em torno de um ponto diferente do
centro de massa é de especial interesse — o caso da rotagdo uniforme,
no qual a velocidade angular @ é constante. Como a é zero, o bindrio
de inércia na Fig. 16.16 desaparece e o vetor de inércia se reduz a seu
componente normal. Esse componente (também chamado for¢a centri-
fuga) representa a tendéncia que o corpo rigido tem de escapar do eixo
de rotacio.



Movimento plano com restricoes

Movimento de rolamento. Outro caso importante de movimento
plano é o movimento de um disco ou roda que rola sobre uma superficie
plana. Se o disco € restringido a rolar sem deslizar, a aceleracio a de seu
centro de massa GG e sua aceleracio angular a nio sio independentes.
Considerando que o disco estd balanceado, de modo que seu centro de
massa coincide com seu centro geométrico, escrevemos em primeiro lu-
gar que a distancia x percorrida por GG durante uma rotagfio 6 do disco é
x = rf, onde r é o raio do disco. Diferenciando essa relagio duas vezes,

ESCIreveInos )
W

2|
|
11
i~
Iﬁ

Rolamento, sem deslizamento: F < uN a=ra R - m—

Rolamento, com deslizamento iminente: F = u,N @ =ra

Rotacio e deslizamento: F =N a e aindependentes

/ Ia .
mia la = rae)
O
(G I
~_C ~




Movimento de rolamento

Quando um disco esta desbalanceado, ou seja, quando seu centro de
massa (o nao coincide com seu centro geométrico O, a relacio (16.9)
entre @ e a nio se verifica. Entretanto, uma relagio similar se verifica
entre a intensidade a, da aceleracio do centro geométrico e a aceleragio
angular @ de um disco desbalanceado que rola sem deslizar. Temos

o — T« (16.10)

Para determinar @ em termos da aceleragio angular a e da velocidade
angular @ do disco, podemos usar a férmula da aceleragio relativa

a=ag=ap 1 agp

= ap + (ago) + (ago), (16.11)

onde os trés componentes da aceleragio obtida tém as dire¢tes e sen-

tidos indicados na Fig. 16.18 e as intensidades ap = ra, (@) =
(OG)a e (ago), = {OG}ME-

Figura 16.18



T

=~ 400 mm ——

PROBLEMA RESOLVIDO 16.7

Uma placa retangular de 300 X 400 de massa 30 kg estd suspensa por dois
pinos A e B. Se o pino B for removido repentinamente, determine (a) a
aceleracdo angular da placa e (b) os componentes da reagio no pino A ime-
diatamente apés o pino B ter sido removido.

SOLUCAO

a. Aceleracdo angular. Observamos que, 2 medida que a placa gira em
torno do ponto A, seu centro de massa G descreve uma circunferéncia de

raio r com centro em A.
Como a placa parte do repouso (@ = 0), o componente normal da ace-
leracgio de 7 é zero. A intensidade da aceleracio a do centro de massa GG

é, portanto, ¢ = ra. Tracamos o diagrama mostrado para expressar que as
forcas externas sido equivalentes as forcas efetivas:

HEM, =YM ) eer:  Wx=(mar+ I«
Como a = ro, temos

Wr=mraf +Ta  a=—>5" _ (1)
mrZ 41




A

= x = 200 mm%—‘

~
N &
-
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~ 0
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7

ma

Qe
S,

N5
3|x
4

™ Fﬂ'
G
o2/ 14
176.6 N 2

O momento de inérecia em torno do centro de massa da placa &

(30 kg) [(0,4 m)* + (0,3 m)?]
12

=150 +b%)=

— 0,625 kg - m?

Substituindo este valor de T juntocom W =mg =2943N,r =025 mex
= 0,2 m na Eq. (1), obtemos

a =+ 23,54 rad/s> a = 235rad/s?) <

b. Reacéio em A. Usando o valor calculado de a, determinamos a inten-
sidade do vetor maligado a G.

ma =mra = (30 kg)(0,25 m)(23,54 rad/s?) = 176,6 N

Mostrando esse resultado no diagrama, escrevemos as equagdes de movi-
mento

_+_]'EFx = 2AF, et Ay =—% (176,6)

—_106 N A,=106 N— «

+ 1 8F, = 5(F)eer: A, — 294,3N =—4(176,6)

A, =+1530N A,=153NT

O bin4rio I nfio estd envolvido nas duas tiltimas equacgdes; entretanto, ele
deve ser indicado no diagrama.



PROBLEMA RESOLVIDO 16.8

Uma esfera de raio r e peso W é liberada com velocidade inicial nula sobre
um plano inclinado e rola sem deslizar. Determine (a) o valor minimo do
coeficiente de atrito estdtico compativel com o movimento de rolamento, (b)
a velocidade do centro G da esfera apés ela ter rolado 3 m e (¢) a velocidade
de G se a estera tivesse percorrido 3 m descendo em um plano inclinado de
30° sem atrito.

SOLUCAO

a. Valor minimo pu, para o movimento de rolamento. As forgas

externas W, N e F formam um sistema equivalente ao sistema de forcas efe-
tivas representado pelc- vetor ma e pelo bindrio Ia. Como a estera rola sem

deslizar, temos que a = ra.
+)EMe = E(Me)ofor: (W sen 0)r = (ma)r + Ia
(W sen 8)r = (mra)r + I a



Notando que m = W/g eI = Zmr?, escrevemos
og sen f

r b. Velocidade de rolamento da esfera. Temos um movimento uni-
5gsen® _ 5(9,81 m/s?)sen 30° _ 3 50 m/s2 formemente acelerado:

w 2 W
(Wsenﬂ}r=[—r&]r+——r2a a=+
g 5 g

a=ra=

7 7
e —_ 2 = T
FNEE, =YF)e:  Wsenf—F =ma =0 a=350dm/s" x=dm %=0
Weon o F— W 5gsen 0 v =175 +2ax — %) ©*=0+2(3,504 m/s?)(3m)
sen - 7 T =4,59m/s V=459m/s5 30° <«
F=+2Wsenf=2Wsen30° F=0,143W & 30°
+ /' EF, = X(F, efet: N—-Wecosf=0
N =W cos 8 = 0,866W N =0,866W  60°
_F _0,143W
Hs =N T 0,866W p, = 0,165
c. Velocidade de deslizamento da esfera. Supondo agora a auséncia
de atrito, temos F = 0 e obtemos
Y S +IEMe = S(Me)fer: 0=Ta a=0
r/ / /[ Ta ,f + N\ XF, = X(F Jofer: W sen 30° = ma 0,50W = gﬁ
- 4‘3 = | (f;\fi a@ = +4,905 m/s2 a = 4,905 m/s2 <5 30°
COYw \4/ Substituindo @ = 4,905 m/s” nas equagdes de movimento uniformemente
M (GRS ~ acelerado, obtemos
x“‘nh “““*--\H 52 =T+ 27 %) 2 =0+ 2(4,905m/52)(3 m)
N . : T=542 m/fs v=542 m/s T30° <



PROBLEMA RESOLVIDO 16.10

As extremidades de uma barra de 1,2 m com massa de 25 kg podem se des-
locar livremente e sem atrito ao longo de dois trilhos retos como mostra a
figura. Se a barra € liberada da posi¢io mostrada com velocidade nula, de-
termine (a) a aceleracio angular da barra e (b) as reacbes em A e B.

SOLUCAO

Cinemadtica do movimento. Como o movimento é restrito, a acelera-
¢io de & deve estar relacionada com a aceleragio angular . Para obter essa
relaciio, determinamos primeiro a intensidade da aceleracio a, do ponto A
em fungio de a. Supondo que « é dirigido no sentido anti-hordrio e obser-
vando que a,, = 1,2a, escrevemos:

agp =ay +agy
[ag <G 45°]=[ay —]+[1,2a & 60°]

Observando que ¢ = 75° e usando a lei dos senos, obtemos:

ay =1,64c ag=1,47Ta

A aceleraciio de G € agora obtida escrevendo-se:

a=ag=ay tagy

a=[1,64a —]+[0,6a & 607

Demmpondo a em componentes em x e em 1y, obtemos:
a, = 1,64 — 0,6a cos 60° = 1, 34av a, =1,34a —
§y=—ﬂ,ﬁa sen 60° = —0,52c Ey =0,52a |



Cinética do movimento. Tragamos uma equagio de diagrama de corpo
livre expressando que o sistema de forcas externas é equivalente ao sistema
de forgas efetivas representado pelo vetor de componentes ma, e ma, liga-
dos a & e pelo bindrio . Calculamos as seguintes intensidades:

E E T=hmP=2% 1omp=skgm®  Ta=3a
.-"'/T ;/i} 1
y . ma, = 25 (1,34a)=33,5a¢  ma, = — 25(0,52a) = —13 0
< 457 Py I]. 34 Y
.--"f | ,,..-*"'Ilr |-
s : e : Equacdes de movimenio
| || HEME = DM )oser
45° ' | ’ (25)(9,81)(0,52) = (33,5a)(1,34) +(13,0a)(0,52) + 3
245 N a = +2,33 rad/s? a=233rad/s>y <«
052m 052m 0.52 m — EFI - E(Fx}efet: RB sen 45° = (33,5}{2, 33}
Rp=110,4 N R, =110,4 N«45° <«

+15F, = X(F,)oter: Ra + Ry cos 45° — (25)(9,81) = — (13,0)(2,33)
Ry=—30,29—78,06 +24525=1369N R, =1369N| <



exercicios Al

LD w
16.80 Uma barra delgada uniforme ! e massa m gira em torno do eixo verti- |
cal AA" com velocidade angular constante w. Determine a tracdo na
barra a uma distincia x do eixo de rotacio. Al
o 1 ]

[ -

16.82 Um disco de turbina de massa 26 kg gira a uma taxa constante de
9.600 rpm. Sabendo que o centro de massa do disco coincide com o
centro de rotagdo O, determine a reacio em O imediatamente depois
que uma Unica pd em A, de massa de 45 g, fica solta e é jogada fora.

16.86 Um cone delgado uniforme de massa m pode balancar livremente
em torno da barra horizontal AB. Se o cone é liberado do repouso na
posi¢io mostrada na figura, determine (a) a aceleraciio da ponta D,
(b) a reacio em C.




16.94 Uma roda de raio r e raio de giragiio em torno do centro de massa k é
liberada a partir do repouso no declive e rola sem deslizar. Deduza uma
expressio para aceleraciio do centro da roda em termos der, k, B e g.

16.95 Um volante de motor estd rigidamente preso a um eixo de 40 mm de
raio que pode rolar ao longo de trilhos paralelos como mostra a figu-
ra. Quando liberado a partir do repouso, o sistema rola 5 m em 40 s.
Determine o raio de giragio em torno do centro de massa do sistema.

Figura P16.95, P16.96

16.96 Um volante de motor de raio de giracio em torno do centro de massa
k € preso rigidamente a um eixo que pode rolar ao longo de trilhos
paralelos. Representando por p, o coeficiente de atrito estdtico entre
0 eixo e os trilhos, deduza uma expressio para o maior dngulo de in-
clinagdo B no qual nio ocorrera deslizamento.



exercicios

16.111 A metade da secdo do cilindro uniforme de massam estd em repouso
quando a for¢a P é aplicada como mostra a figura. Considerando que
a sec¢do rola sem deslizamento, determine (@) sua aceleracio angular,
(b) o minimo valor de p, compativel com o movimento.

P
O
A I'. /‘ 'B
III. " L] G _.-'II
Y

Figura P16.111

16.112 Resolva o Problema 16.111, considerando que a forca P aplicada em
B é dirigida horizontalmente para a direita.



s 16.117 As extremidades da haste uniforme AB de 10 kg sfio presas a cursores
exe rC | C I O S de peso desprezivel que deslizam sem atrito ao longo de hastes fixas.

Se a haste é liberada a partir do repouso, quando # = 25°, determine
imediatamente apds sua liberag¢do (a) a aceleracio angular da haste,
(b) a reacio em A, (¢) a reaciio em B.

A
Ce———
AN
X

[=12m 2B

Y/

o

.HH"\.
"
T
o

O

Figura P16.117 e P16.118

16.118 As extremidades da haste uniforme AB de 10 kg s@o presas a cursores
de peso desprezivel que deslizam sem atrito ao longo de hastes fixas.
Uma forca vertical P é aplicada ao cursor B quando 6 = 25°, fazendo
0 cursor partir do repouso com uma aceleraciio para cima de 12 m/s*.
Determine (a) a forca P, (b) a reacio em A.



Principio de trabalho e energia

T,+U_,=T, (17.1)
onde T, T, = valores inicial e final da energia cinética total das particulas

constituintes do corpo rigido
U,_, = trabalho de todas as forcas que azem sobre as varias parti-

culas do corpo.
A energia cinética total
] rl
T = > E Am; v} (17.2)
i=1

& obtida adicionando-se as grandezas escalares positivas, sendo ela mes-

ma 11ma gtmldeza escalar positiva. Veremos adiante que T ]_:n:ude ser de-
terminada para varios tipos de movimento de um COTpO ri'gidc-.



Principio de trabalho e energia

Ul_,,g = F - dr

O trabalho do bindrio durante uma rotagio finita do corpo rigido € obtido
por integragio de ambos os membros de (17.4) desde o valor inicial 8, do
ingulo B até seu valor final 8,. Escrevemos

LF)
&,

Quando o momento M do bindrio € constante, a Eq. (17.5) reduz-se a

U_,= M, — 6, (17.6)



Principio de trabalho e energia

os pontos A e B realizam deslocamentos iguais a dr; na outra parte, A’
permanece fixo, enquanto B" move-se para B" por meio de um desloca-
mento dr, de intensidade ds, = r d6. Na primeira parte do movimento,
o trabalho de F é igual em intensidade e tem sinal oposto ao trabalho de
—F, e sua soma € igual a zero. Na segunda parte do movimento, apenas
a forca F realiza trabalho, igual a dU = F ds, = Fr df. Mas o produto Fr
¢ igual a intensidade M do momento do bindrio. Portanto. o trabalho de
um binario de momento M que age sobre um corpo rigido €

dU =M d@ (17.4)

onde df € o pequeno dngulo, expresso em radianos, por meio do qual o
corpo gira. Observamos novamente que o trabalho deve ser expresso em

unidades obtidas pelo produto das unidades de forca e de comprimento.

quﬂﬂd_ﬂ um corpo ﬁgidﬂ rola sem deslizar

sobre uma superficie fixa, a forca de atrito F no ponto de contato C néo
realiza trabalho. A velocidade v;; do ponto de contato C € nula e o trabalho
da forca de atrito F durante um pequeno deslocamento do corpo rigido é

dU = Fds, = Flvgdt) =0



| '
J
| ! -'.
| o
L
x _ E
S . .

Energia cinética em movimento plano

1, 19 L, 1<,
T — Emﬂﬂ -|— E E ﬂm'uii T =Emﬂz | E(zfiiﬂmr')mz

| |
T =—mo"- + EImE

Notemos que, no caso particular de um corpo em translagio (w =
0), a expressao obtida reduz-se a élmug enquanto no caso de uma rotacio
centroidal (v = 0), ela se reduz -:'l.—f{-r.? Concluimos que a energia cineti-
ca de um corpo rigido em movimento plano pode ser separada em duas
partes: (1) a energia cinética lmﬂz associada .:'I_'L':I- movimento do centro
de massa G do corpo e (2) a energia cinética —Im associada a rotagao do
corpo em torno de G.



Rotacao nao centroidal

considerando-se que a velocidade v, da particula F, é ignal ao produto
ryw da distincia r, de P, do eixo fixo pela intensidade w da velocidade

angular do corpo no instante considerado. Substituindo em Eq. (17.2),
ESCTEVEINOS

Eﬂm{rm (21‘ ﬁm)

T =slpw




Conservacao da energia

Vimos na Seciio 13.6 que o trabalho de forgas conservativas, tais como o
peso de um corpo ou a forga exercida por uma mola, pode ser expresso
como uma variagio da energia potencial. Quando um corpo rigido, ou
um sistema de corpos rigidos, move-se sob a acio de forgas conservativas,
o principio de trabalho e energia estabelecido na Secio 17.2 pode ser

expresso por meio de uma forma modificada. Substituindo U_, da Eq.
(13.19") na Eq. (17.1), escrevemos

T,+V,=T,+V, (17.12)

A equagio (17.12) estabelece que, quando um corpo rigido, ou um siste-
ma de corpos rigidos, move-se sob a agio de forgas conservativas, a soma
da energia cinética e da energia potencial do sistema permanece constan-
te. Deve-se notar que, no caso do movimento plano de um corpo ri'lgidﬂ,
a energia cinética do corpo deve incluir tanto o termo translacional 3mv*
como o termo rotacional %I w”,



‘Conservagdo da energia - exemplo

Como a velocidade inicial é nula, temos T, = 0. Medindo a energia
potencial a partir do nivel da pista horizontal, escrevemos V, = 0. Apds o
giro da barra por meio do dngulo 8, o centro de aravidade G da barra esta
a uma distincia %I sen @ abaixo do nivel de referéncia e temos

Vo= —3Wisen § = —3mgl sen 6

MNivel de referéncia Nivel de referéncia

Observando que nessa posiciio o centro instantineo de rotaciio da barra
esti localizado em C e que CG = %I , ESCTEVENOS Uy = %Im, obtemos

T1+V1=T2+Fr2

1 mil®
T, = tmo} + $o? = im(3w)® + EnlP)w? 0= @ —gmglsend
2
_1iml 3g 3
2 3 @ 7 sen f

Aplicando o principio da conservagiio da energia, escrevemos:



Poténcia

Poténcia foi definida na Seciio 13.5 como sendo a taxa temporal em que

o trabalho € realizado. No caso de um corpo sujeito a uma forca F, mo-
vendo-se com velocidade v, a poténcia foi expressa da seguinte maneira:

Poténcia = i—f = F v (13.13)

No caso de um corpo rigido girando com velocidade angular w e sujeito
a um binario de momento M paralelo ao eixo de rotagio, temos, pela

Eq. (17.4),

dU _ Mdo _

Tt T Mw (17.13)

Poténcia =

As diferentes unidades usadas para medir a poténcia, tais como o watt
(W) e o cavalo-poténcia (hp), foram definidas na Secio 13.5.



PROBLEMA RESOLVIDO 17.1

Um bloco de 120 kg esta suspenso por um cabo inextensivel enrolado em
torno de um tambor de 0.4 m de raio, preso rigidamente a um volante.
O tambor e o volante tém um momento de inéreia centroidal combinado
I = 16 kg - m*. No instante mostrado na figura, a velocidade do bloco é de 2
m/s para baixo. Sabendo que o mancal em A é pouco lubrificado e que seu
atrito equivale a um bindrio M de intensidade de 90 N - m, determine a ve-
locidade do bloco apés ele ter se deslocado 1,25 m para baixo.

M=90N.-m

W=1177T2N

SOLUCAO

Consideremos o sistema formado pelo volante e pelo bloco. Como o cabo é
inextensfvel, o trabalho realizado pelas forcas internas exercidas pelo cabo se
cancela. As posigtes inicial e final do sistema e as forgas externas que agem
sobre ele estio mostradas na figura.

Energia cinetica. Posicdo 1.

Bloco: 0, =2m/s
i 2 m/s
Volante: w; =—= = Srad/s
Yr 04m
T, =Lmw! + 11w’ (observe que a velocidade do centro da massa

do tambor = 0)
1(120 kg)(2 m/s)* + (16 kg - m*)(5 rad /s)’

440 |



125

?El #i 'l-.,
wW=1

m

5= 1,25 m

ATT2ZN

Posicdo 2. Observando que @, = v, /0.4, escrevemos
T, = i} + 4Taf
— A
=1(120)%% + L (15}[i] = 1105}
0.4
Trabalho. Durante 0 movimento, apenas o peso W do bloco e o bindrio de

atrito M realizam trabalho. Observando que W realiza trabalho positivo e que o
bindrio de atrito M realiza trabalho negativo, escrevemos

5, =10 5, =1,25 m

L2535 m

L
B =0 f,=—==
1 " - 0.4 m

U, ., =Wi(s,—s, )—Ma,—8)
= (120 kg)(9,81 m/s*)(1,25 m) = (90 N - m)(3,125 rad)
=768 ft-1b

=3,125 rad

Principio de trabalho e energia
LU =5
(4407) + (1190 ]) = 1107T;
0, = 3,85 m/s v,=385mfs|



PROBLEMA RESOLVIDO 17.3

Uma esfera, um cilindro e um aro, todos de mesma massa e mesmo raio, sio
liberados do repouso em um plano inclinado. Determine a velocidade de
cada corpo depois de ele ter rolado por uma distincia correspondente a uma
variacio de elevacao h.

SOLUCAO

O problema seré resolvido primeiro em termos gerais e, em seguida, serfio
encontrados os resultados para cada corpo. Representamos a massa porm, o
momento de inércia centroidal por I, o peso por W e o raio porr.

/ \ Cinemadtica. Como cada corpo rola, o centro instantineo de rotacio esta

/ i \ localizado em C e escrevemos
|
'— F¥—_—

W_ v
\ f W = —
! r

Energia cinetica

1, =0

—_1 =2 4 17,..2
I, =smv" + 31w

—1 =foy _ 1 —t
mo +%I(:j —%(m+F)ﬂ

Hlll—l



Trabalhe. Como a forca de atrito F em movimento de rolagem n#o rea-

liza trabalho,
U .=Wh
Principio de trabalho e energia
L+U =T
0+ Wh = (m+f)E o= ZWh
r m + Ifr

Observando que W = mg, reordenamos o resultado e obtemos

o 2gh
or=— 2=
1+ I'mr*

Velocidades da esfera, cilindro e aro. Introduzindo sucessivamente
a expressio particular para I, obtemos

Esfera: I=:%mr" v = 0,845Vv2gh <A
Cilindro: I=jzmrt v =0816V2gh <
Aro: I=mr® v =0,707V2gh <



PROBLEMA RESOLVIDO 17.4

|-72,5 m Uma barra delgada AB de 15 kg tem 2,5 m de comprimento e estd pivotada
—E}-|ﬂ~ﬂm-=— em um ponto O, situado a 0.5 m da extremidade B. A outra extremidade é
Al B pressionada contra uma mola de constante k = 300 kN/m, até que a mola es-

teja comprimida 40 mm. A barra fica, entiio, em uma posiciio horizontal. Se

a barra € liberada dessa posiciio, determine a velocidade angular e a reaciio
no pivé O quando a barra passa pela posiciio vertical.

Posigiio 2 —-
| N
Posigio 1 _1'_ Vg
f—— — [I_
\m 11 0 1.5 ft 15 | Elemento
L rd + de referéncia
I | ————=
= ~
15 kg

SOLUCAO

Posicao 1. Energia potencial. Como a mola estd comprimida 40 mm,
temos x; = 40 mm.

V. =Lkxy = L(300 000 N/m)(0,040 m)* = 240
Escolhendo o nivel de referéncia mostrado na figura, temos V, =0; logo,
V, =V, +V,=240]
Energia cinética. Como a velocidade na posiciio 1 € nula, temos T, = 0.

Posicao 2. Energia potencial. A elongacio da mola € zero e temos V|
= (). Como o centro de gravidade da barra estd agora a 0,75 m acima do nivel
de referéncia,

V, = (147,15 N)(0,75 m) = 110,4 |
V,=V,+V,=1104]



Energia cinética. Representando por e, a velocidade angular da bar-
ra na posicio 2, notamos que a barra gira em torno de O e escrevemos

I=4ml=L(1,5ke)(2,5m)="781 kg -m

T, =1mt; + LTw? = L(15)(0,75w,)" + 1(7.8]) w} = 812w}
Conservacdao da energia
L+ =T, 1V,
0+240]=812w; + 1104 ]
w,=3995rad/s)

Reac@o na posicgo 2. Como w, = 3,995 rad /s, os componentes da ace-

leraciio de G quando a barra passa pela posicéio 2 sio
Fe, = (0,75 m)(3,995 rad/s)* =11,97 m/s" a, =1197Tmfs" |

ﬁﬂ
a, =ra a, =To —

Expressamos que o sistema de forcas externas é equivalente ao sistema de
forcas efetivas, representado pelo vetor de componentes ma, e ma,, ligados
a2, e pelo bindrio .

+EM, =2(M,) .. O=1Ia+ m(Fa)r o
LEF, =%(F, ) R, = m(ra) R,
+13F, =%(F,): R,—14715 N=—mz,

R, — 147,15 N = = (15 kg)(11,97 m/s*)

R,=+324 N R=324NT <«

F—ﬂl*‘
il




PROBLEMA RESOLVIDO 17.5

Cada uma das barras delgadas mostradas tem 0,75 m de comprimento e 6 kg
de massa. Se o sistema & liberado do repouso com B = 60°, determine (a) a
velocidade angular da barra AB quando B = 20° e (b) a velocidade do ponto
) no mesmo instante,

SOLUCAO
__A\“sp Cinematica do movimento quandeo g = 20°. Como vg é perpendicu-
BT lar & barra AB e v, € horizontal, o centro instantineo de rotagfio da barra BD
/)T/ o - ﬁi C estd localizado em C. Considerando a geometria da figura, obtemos
_ B _ = &
0o -~ Jos13m BC =075 m CD = 2(0,75 m) sen 20° = 0,513 m
|

T
N, R
) e .
r E; —_— _E___ E‘%zé L Aplicando a lei dos cossenos ao tridngulo CDE, estando E localizado no cen-
f ‘B 4. D %y trode massada barra BD, encontramos EC = 0,522 m. Representando por
w avelocidade angular da barra AB, temos

T, =035 meo ¥, =03w\
vy = (0,75 mw v, = 0,T5w™

Como a barra BD parece girar em torno do ponto C, escrevemos

vy = (BC g, (0,75 mw =(0,75 m)wy, Wy, =@
oy = (EC)y, = (0,522 mlw ¥, = 0,522




Posico 1. Energia potencial. Escolhendo o nivel de referéneia mos-
trado e observando que W = (6 kg)(9,81 m/s") = 58,86 N, temos

V, = 2Wy, = 2(58,86 N)(0,325 m) = 38,26 ]

Energia cinética. Como o sistema esti em repouso, T = 0.
Posicao 2. Energia potencial

V, =2Wy, = 2(58,86 N)(0,12583 m) =15,10 ]

Energia cinética

Lis = Tip = %ml® =46 kg)(0,75 m)* = 0,281 kg - m’

B 589N T, =3muy, + JEIH"‘-‘M +rmig, T ey, =
1
]

D = 1,520 "

7, =0.1283 m “‘f
,-hg. Flemento de referéncia
Posigio 2

D Conservacao da energia

LAV=T+V,
043826 7=1,520a"+ 15,10 ]
@ = 3,90 rad/s @y =390 rads ) -
Velocidade do ponte D

v = (CDw = (0,513 m)(3,90 rad/s) = 2.00 m/s
v =200 mis— =



exercicios

17.3 Dois discos de mesmo material estdo presos a um eixo como mostrado
na figura. O disco A tem raio r e espessura b, enquanto o disco B tem
raio nr e espessura 3b. Um bindrio M de intensidade constante é apli-
cado quando o sistema estd em repouso e é removido apés o sistema
realizar duas revolugties. Determinar o valor de n que resulte na maior
velocidade final para um ponto na aba do disco B.

17.4 Dois discos de mesmo material estao presos a um eixo como mostra-
do na figura. O disco A tem massa de 15 kg e um raio r = 125 mm. O
disco B tem o triplo da espessura do disco A. Sabendo que um binério
M de intensidade 20 N - m é aplicado ao disco A quando o sistema
estd em repouso, determine o raio nr do disco B para que a velocida-
de angular do sistema seja de 600 rpm apéds quatro revolucdes.

17.18 Uma barra delgada de comprimento [ e peso W é pivotada em uma

extremidade como mostra a figura. Ela é liberada do repouso na AE&

posicio horizontal e oscila livremente. (a) Determine a velocidade I__

angular da barra quando ela passa por meio da posi¢io vertical e de-
termine a reacio correspondente no piva. (b) Resolva a parte @ para  Figura P17.18

W=10Nel=1m.



exerc |,C I 0OS 17.24 Um rolo cilindrico uniforme de 20 kg, inicialmente em repouso, estd
sujeito a uma forga de 90 N como mostrado na figura. Sabendo que o
corpo rola sem deslizar, determine (2) a velocidade do seu centro G
apos ele ter se deslocado 1.5 m, (b) a forca de atrito requerida para
evitar o deslizamento.

G 250 mm
=00 N

Figura P17.24

17.27 0O centro de massa & de uma roda de 3 kg de raio B = 180 mm é lo- ()
calizado a uma distincia r = 60 mm do centro geométrico C. O raio ——h
de giracio centroidal da roda é k = 90 mm. Como a roda rola sem
deslizamento, observa-se que sua velocidade angular varia. Sabendo
que @ = § rad s na posicio mostrada na figura, determine (a ) a velo-
cidade angular da roda quando o centro de massa  estd diretamente
acima do centro geométrico C, (b) a reacio na superficie horizontal

3o
Y-

no mesmo instante.



exerc IIC | OS 17.33 a 17.35 O estrado de 9 kg estd apolado como mostrado na figura,
por dois discos uniformes que rolam sem deslizar em todas as superfi-
cies de contato. A massa de cada disco € m = 6 kg e o raio de cada disco

é r = 850 mm. Sabendo que o sistema estd inicialmente em repouso,
determine a velocidade do estrado apds ele ter se deslocado 250 mm.

30N 0N

— — 30 N
b T Tt
A O ‘*\m/ WB al ) B
Figura P17.33 Figura P17.34 Figura P17.35
7o mm

17.32 A barra BC de 5 kg € presa por pinos a dois discos uniformes como
mostra a figura. A massa do disco de raio de 150 mm é 6 ko e que a
massa do disco de raio de 75 mm & 1.5 kg. Sabendo que o sistema é 15'311“11/
liberado do repouso na posiciio mostrada, determine a velocidade da

barra depois do disco A ter girado 90°. \ -—:_-:: ; —;5 mim




Impulso e quantidade de movimento

Sist. de Quant. de Mov.| + Sist. de Imp. Ext.,_, =
= Sist. de Quant. de Mov.,,
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Quantidade de movimento

Rotacéo néo centroidal. Nesse caso particular de movimento, a in-
tensidade da velocidade do centro de massa do corpo € v = rw, onde ¥

representa a distincia do centro de massa ao eixo fixo de rotagio e @ re-
presenta a velocidade angular do corpo no instante considerado; a inten-
sidade do vetor quantidade de movimento ligado a G €, entdo, mv = mrw.

Somando os momentos em relagio a O do vetor quantidade de movi-
mento e do bindrio quantidade de movimento angular (Fig. 17.9) e

usando o teorema dos eixos paralelos para momentos de inércia, verifica-

mos que a quantidade de movimento angular H, do corpo em relacgiio a
O tem a intensidade*

Tw + (mrw)r = {1_’ + mrie = [,w (17.15)

[gnalando os momentos em relagao a O das quantidades de movimento e
impulsos em (17.14), escrevemos

Fa
Iow; + > J Mo dt = Iow, (17.16)

it




Conservacao de quantidade de movimento angular

(Quando néo ha forgas externas agindo sobre um corpo rigido ou sistema
de corpos rigidos. os impulsos das forgas externas sio nulos, e o sistema
de quantidades de movimento no tempo ¢, € equipolente ao sistema de
quantidades de movimento no tempo ¢, Somando e ignalando sucessiva-
mente os componentes em x, os componentes em i e os momentos das
quantidades de movimento nos tempos ¢, e ¢, concluimos que a quan-
tidade de movimento linear total do sistema conserva-se em qualquer
direciio e que sua quantidade de movimento angular total conserva-se
em relagio a qualquer ponto.

Entretanto, ha muitas aplicagies de engenharia em que a quantidade
de movimento linear ndo se conserva, embora a quantidade de movimen-
to angular Hg, do sistema em relagio a um dado ponto O seja conservada,

isto €, em que
(H,), = (Hy); (17.17)

Tais casos ocorrem quando as linhas de agio de todas as forgas externas
passam por O ou, de modo mais geral, quando a soma dos impulsos angu-
lares das forgas externas em torno de O é nula.
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PROBLEMA RESOLVIDO 17.7

Uma esfera uniforme de massa m e raio r é lancada ao longo de uma super-
ficie horizontal rugosa com uma velocidade linear v, e sem velocidade an-
gular. Representando por w; o coeficiente de atrito cinético entre a esfera e
a superficie, determine (a) o tempo ¢, em que a esfera comecara a rolar sem
deslizar e (b) as velocidades linear e angular da esfera no tempo t,,.

SOLUCAO

Enquanto a esfera estd deslizando em relaciio & superficie, ela estd sujeita a

forca normal N, & forca de atrito F e a seu peso W de intensidade W = mg.

Principio de impulso e quantidade de movimento. Aplicamos o
principio de impulso e quantidade de movimento a esfera desde o tempo
t, = 0, quando ela é posta sobre a superficie, até o tempo ¢, = ¢, quando ela

comeca a rolar sem deslizar.

Iml—N
"-’1




Sist. de Quant. de Mov., + Sist. de Imp. Ext., , =

= Sist. de Quant. de Mov.,,
+1 componentes em 1. Nt—=Wi=10 (1)
%5 componentes em x: my, —Ft = mo, (2)
+J sobre o momento G: Ftr = _m.;”. (3)

De (1), obtemos N = W = mg. Durante todo o intervalo de tempo conside-
rado, ocorre deslizamento no ponto C e temos F = p, N = p,mg. Substituin-

do CS no lugar de F em (2), escrevemos
mu; — ppmgt = muo; Uy = Uy — Mgt (4)

Substituindo F = pmge J = %-mxr'2 em i3),

ppmgtr = %mr"’:mz gy = ——kgt (5)



A esfera ﬁﬂﬂ}&;ﬂrﬁ a rolar sem deslizar quando a velocidade v do ponto de

contato for nula. Nesse instante, o ponto C torna-se o centro instantineo de
rotaciio e temos ¥, = rw,. Com essa consideraciio em (4) e (3), escrevemos

_ _ 3 MiLE 2 v
Substituindo essa expressio para f em (3).
. _Eﬁ(ﬁf_l) L _50 0= 22 )
ey T g T YT

prg— — Eﬂl — B —
tin = Ty Un A Vo = 70— 4

Tr



PROBLEMA RESOLVIDO 17.8

Duas esferas sélidas de raio de 100 mm, pesando 1 kg cada, estio montadas
em A e B sobre a barra horizontal A'B', que gira livremente em torno da ver-
tical com uma velocidade angular de 6 rad /s no sentido anti-horirio. As esfe-
ras sAo mantidas no lugar por uma corda que é subitamente cortada. Sabendo
que o momento de inércia centroidal da barra e do pivé é I, = 0.4 kg - m®,
determine (a) a velocidade angular da barra apés as esferas terem se movido
para as posicies A’ e B' e (b) a energia perdida devido ao impacto plistico das
esferas e dos anteparos em A" e B'.

SOLUCAO

a. Principio de impulso e quantidade de movimento. Para determi-
nar a velocidade angular final da barra, expressaremos que as quantidades de
meovimento inicial das virias partes do sistema e os impulsos das forcas externas
sfio, em conjunto, equipolentes s quantidades de movimento finais do sistema.

Sist. de Quant. de Mov., + Sist. de Imp. Ext.,_, =
= Sist. de Quant. de Mov.,



Observando que as forcas externas consistem dos pesos e da reagio no pivé,
que néo produzem momento em torno do eixo y, e notando que v, =¥, =Tw,
ignalamos os momentos em torno do eixo y:

2(mgriw, )1y + 2gw; + Tpw; = 2(msrym; )7y + 25wy + Iyo,
(2mgr} + 2 + Ix)wy = (2mer; + 20 + Ig)wy (1)

expressando que a guantidade de movimento angular do sistema em relagdo
ao efxo iy conserva-se. Caleulamos agora

I, = zma” = 2(1 kg)(0,1 m)* = 0,004 kg - m*
ri=(1kg)(0,1m)t=001kg-m? mgr: =(1kg)(0,6m) = 0,36 kg-m?

Substituindo esses valores EEE:D,d I-:g-m e, = 6rad/sem (1):
0,428(6 rad/s) = 1,128, w,=228rad/is"

b. Energia perdida. A energia cinética do sistema em um instante qual-
quer é

T =2(imgn” + L") + L1ze* = 1(2mg® + 25 + I3)w’
Trazendo os valores numéricos encontrados anteriormente, temos
T, = 5 (0,428)(6) = 7,704 L= +(1,128) (2,28 = 2,932 ]
Energia perdida =T, =T, = 7,704 — 2,932 =477] 4



exerc |' C | 0S 17.52 O rotor de um motor elétrico tem massa de 25 kg e raio de giraciio de

17.56

17.57

150 mm. Observa-se que sio necessdrios 4,2 min para o rotor chegar
ao repouso a partir de uma velocidade angular de 3.600 rpm apés ser
desligado. Determine a intensidade média do bindrio devido ao atrito
cinético nos mancais do rotor.

17.53 Um volante de 2.000 kg com raio de giracio de 700 mm é deixado
livre a partir de uma velocidade angular de 450 rpm. Sabendo que o

atrito cinético produz um bindrio de intensidade de 16 N - m, deter-
mine o tempo necessirio para o volante chegar ao repouso.

Um cilindro de raio r e peso W com velocidade angular inicial w, no
sentido anti-horidrio € colocado no canto formado pelo piso e por uma
parede vertical. Representando por p, o coeficiente de atrito cinético
entre o cilindro, a parede e o piso, deduza uma expressio para o tem-
po necessirio de o cilindro chegar ao estado de repouso.

Um cilindro de 3 kg de raio r = 125 mm com uma velocidade angular MDI
inicial e», = 90 rad/s no sentido anti-horario é colocado no canto for-
mado pelo piso e por uma parede vertical. Sabendo que o coeficiente

de atrito cinético é 0,10 entre o cilindro, a parede e o piso, deduza
uma expressfio para o tempo necessirio de o cilindro chegar ao esta- Figura P17.56 e P17.57

do de repouso.



/7 _ 17.74 e 17.75 Um cilindro de 240 mm de raio e massa de 8 kg repousa
exerciClos sobre um transportador de 3 kg. O sistema estd em estado de repouso
quando uma forga P de intensidade 10 N é aplicada como mostrado

na figura durante 1.2 s. Sabendo que o cilindro rola sem deslizar so-

bre o transportador e desprezando a massa dos roletes, determine a

velocidade resultante (@) do transportador, (k) do centro do ecilindro.

A r P

. p | °=u_p
) —n = s

Figura P17.74 Figura P17.75

17.84 No helicoptero mostrado na figura, um rotor de canda é usado para
impedir a rotacfio da cabine & medida que a velocidade das pas prin-
cipais € alterada. Admitindo que o rotor de cauda nio esteja em
operacio, determine a velocidade angular final da cabine apds a ve-
locidade das pds principats ter sido alterada de 180 para 240 rpm.
(A velocidade das pds principais é medida em relacdo a cabine, que
tem um momento de inércia centroidal de 1.000 kg - m®. Cada uma
das quatro pés principais é considerada como uma barra delgada de
4,2 m de comprimento e 25 kg de massa. |




