LOM3100 Dinamica - 2017

2. Cinematica do corpo rigido.

Prof. Dr. Viktor Pastoukhov — EEL-USP



Movimento de corpo rigido

Figura 15.1

1. Translagdo. Um movimento é denominado uma translagao se qual-

quer linha reta dentro do corpo mantiver a mesma direcao durante o
movimento. Pode-se observar também que em uma translacao todas
as particulas que constituem o corpo movem-se ao longo de trajeto-
rias paralelas. Se essas trajetorias sao linhas retas, o movimento é de-
nominado translagdo retilinea (Fig. 15.1); se as trajetérias sio linhas
curvas, o movimento é uma translagdo curvilinea (Fig. 15.2).

. Rotagdo em torno de um eixo fixo. Nesse movimento, as particulas
que constituem o corpo rigido movem-se em planos paralelos ao
longo de circulos centrados em um mesmo eixo fixo (Fig. 15.3). Se
esse eixo, denominado eixo de rotagdo, intercepta o corpo rigido,
as particulas localizadas sobre o eixo tém velocidade e aceleragio
nulas.

Figura 15.3

Figura 15.2




Movimento de corpo rigido

A rotagao niao deve ser confundida com certos tipos de trans-
lagio curvilinea. Por exemplo, a placa mostrada na Fig. 15.4a esta
em translagiio curvilinea, com todas as suas particulas movendo-se
ao longo de circulos paralelos, ao passo que a placa mostrada na Fig.
15.4b esta em rotagiio, com todas as suas particulas movendo-se ao
longo de circulos concéntricos.

No primeiro caso, qualquer linha reta desenhada sobre a placa
mantera a mesma diregﬁo, enquanto, no segundn caso, o ponto O
permanecera fixo.

Uma vez que cada particula move-se em um dado plano, a rota-
¢io de um corpo em torno de um eixo fixo é denominada um mowi-
mento plano.

. Movimento plnno geml. Existem muitos outros tipos de movimen-
to plano, isto é, movimentos em que todas as particulas do corpo
movem-se em planos paralelos. Todo movimento plano que nao seja
nem uma rotacio nem uma translacio é referido como um movimen-
to plano geral. Dois exemplos de movimento plano geral estio ilus-

trados na Fig. 15.5.

. Movimento em torno de um ponto fixo. O movimento tridimensional
de um corpo rigido ligado a um ponto fixo O, como, por exemplo, o
movimento de um pido sobre um piso aspero (Fig. 15.6), é conhecido
como movimento em torno de um ponto fixo.

5. Movimento geral. Qualquer movimento que nio se enquadre em al-

guma das categorias anteriores é referido como movimento geral.

(@) Translagio curvilinea (b) Rotagio

Figura 15.4
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(b) Barra deslizante

Figura 15.6



Translacao de corpo rigido

Logo, quando um corpo rigido estd em translagdo, todos os pontos do

— + corpo tém a mesma velocidade e a mesma aceleragio em qualquer instan-
rB I‘A PB""A te daco (Fig. 15.7b e ¢). No caso de translacdo curvilinea, a velocidade e a

aceleracio variam tanto em dire¢do como em intensidade a todo instante.
No caso de translagio retilinea, todas as particulas do corpo movem-se ao

VB = Vi dp = ay longo de linhas retas paralelas e suas velocidade e aceleracio mantém a
mesma direciio durante todo o movimento.
y y y ~
\13)—4 * B
\?_4 :
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Rotacao em torno de um eixo fixo

1 rev = 27 rad = 360°

Relembremos da Secio 11.9, que a velocidade v = dr/dt de uma par-
ticula P é um vetor tangente a trajetéria de P e de intensidade v = ds/dt.
Observando que o comprimento As do arco descrito por P quando O Cor-

po gira de um angulo Af é
As = (BP) A8 = (rsend¢) Af

e dividindo ambos os membros por At, obtemos no limite, com At ten-
dendo a zero,

o= = rf seng (15.4)
onde 6 representa a derivada temporal de 6. (Observe que o dngulo 6 de-
pende da posi¢io de P dentro do corpo, mas que a taxa de variagdo 6 é in-
dependente de P.) Concluimos que a velocidade v de P é um vetor perpen-
dicular ao plano contendo AA’ e r, e de intensidade v definida por (15.4).

Foto 15.2 Para a engrenagem central que
gira em torno de um eixo fixo, a velocidade
e a aceleracdo angulares daquela
engrenagem sdo vetores orientados ao
longo do eixo vertical de rotagdo.



Rotacao em torno de um eixo fixo

A’ Mas esse € precisamente o resultado que obteriamos se desenhassemos ao
]Dngo de AA’ um vetor @ = 6k se efetudssemos o produtc:- vetorial @ X r
(Fig. 15.9). Escrevemos, entio

= ﬂ =wXr 15.5
Vo (15.5)

O vetor
w = wk = 6k (15.6)

orientado ao longo do eixo de rotagéo, é denominado velocidade angular

do corpo, sendo igual em intensidade i taxa de variaciio 6 da coordenada
angular; seu sentido pode ser obtido pela regra da mao direita

Figura 15.9
q J O vetor dw/dt é representado por a e é denominado aceleragdo angular
q = av _ — (@ X r) = do corpo. Considerando também a expressio para v em (15.5), temos:
dt dt
d d _ a=aXr+wX(wXr 15.8
:d—‘:xf+mxd—:= (15.7) ( ) (15.8)
deo Diferenciando (15.6) e lembrando que k é constante em intensidade e
=—Xr+wXv direcio, temos
dt ’

a = ok = ok = 6k (15.9)



Rotacdao em torno de um eixo fixo

Rotactio de uma placa representativa. A rotagio de um corpo
rigido em torno de um eixo fixo pode ser definida pelo movimento de
uma placa representativa em um plano de referéncia perpendicular ao
eixo de rotagio. Vamos escolher o plano xiy como plano de referéncia e
admitir que ele coincide com o plano da figura, com o eixo z apontando

para fora do papel (Fig. 15.10). Relembrando a partir da Eq. (15.6) que

Figura 15.10

o = wk, verificamos que um valor positivo do escalar @ corresponde a
uma rotagio anti-hordria da placa representativa e um valor negativo a
uma rotagio horaria. Substituindo wk por w na Eq. (15.5), expressamos a
velocidade de qualquer ponto P da placa como

v=wk Xr (15.10)

Sendo os vetores k e r perpendiculares entre si, a intensidade da veloci-
dade v é

v = 1w (15.10")
e seu sentido pode ser obtido girando r 90° no sentido de rotagio da
placa.

Substituindo @ = wk e @ = akna Eq. (15.8) e observando que o pro-
duto vetorial de r por k duas vezes resulta em um giro de 180° do vetorr,
expressamos a aceleragio do ponto P como

a=ak Xr— or (15.11)
Decompondo a em componentes tangencial e normal (Fig. 15.11), escre-
vemos

a =ak Xr a, = ra (15.117)

) 2
a, = —wr a, = rw
O componente tangencial a, aponta para o sentido anti-horario se o es-
calar a é positivo e para o sentido horario se a é negativo. O compo-
nente normal a, sempre aponta para o sentido oposto ao de r, ou seja,

para 0. y

Figura 15.11



Rotacdao em torno de um eixo fixo ;.

O movimento de um corpo rigido que gira em torno de um eixo fixo
AA' é considerado conhecido quando sua coordenada angular 6 pode ser
expressa como uma fungio conhecida de ¢. Na pratica, porém, a rotagao
de um corpo rigido raramente é definida por uma relagio entre 6 e ¢.
Mais frequentemente, as condi¢ées de movimento serdo especificadas
pelo tipo de aceleragio angular do corpo. Por exemplo, a pode ser dada
como uma fungio de ¢, como uma fungio de 6 ou como uma fungio de w.
Retomando as relacoes (15.6) e (15.9), escrevemos

_w
dt (15.12)
a = d—w = d_29 (15.13)

dt  di® o

ou, resolvendo (15.12) para dt e substituindo em (15.13)
dw

= w—— 15.14

@ = w 70 ( )

Dois casos particulares de rotagio sao encontrados frequentemente:

Rotagdo Uniforme. Este caso é caracterizado pelo fato de que a ace-
leragio angular € nula. Logo, a velocidade angular é constante e a
coordenada angular é dada pela equagcio

0 =0+ wt (15.15)

. Rotag¢do Uniformemente Acelerada. Neste caso, a aceleracdo angular

é constante. As seguintes Eqs. que relacionam a velocidade angular,
a coordenada angular e o tempo podem ser deduzidas de um modo
similar aquele descrito na Secio 11.5. Fica claro a similaridade entre
as formulas deduzidas aqui e aquelas obtidas para o movimento reti-
lineo uniformemente acelerado

W = wy + at
6 =0, + ot + ot (15.16)
w* = wp + 20(0 — 0,)

Deve-se enfatizar que a Eq. (15.15) s6 pode ser usada quando a = 0, e
que a Eq. (15.6) pode ser usada apenas quando @ = constante. Em qual-
quer outro caso, as Eqs. (15.12) a (15.14) devem ser usadas.

PROBLEMA RESOLVIDO 15.1

A carga B estd conectada a uma polia dupla por um dos dois cabos inexten-
siveis mostrados na figura. O movimento da polia é controlado pelo cabo C,
- 2 : .
que tem uma acelerag@o constante de 225 mm/s” e uma velocidade inicial
de 300 mm/s, ambas orientadas para a direita. Determine (a) o niimero de
revolugdes executadas pela polia em 2 s (b) a velocidade e a variagio na po-
si¢iio da carga B ap6s 2 s e (¢) a aceleragio do ponto D sobre o aro da polia
internaemt = 0.
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SOLUCAO

a. Movimento da polia. Como o cabo € inextensivel, a velocidade do b. Movimento da carga B. Usando as seguintes relagdes entre movi-
ponto D é igual a velocidade do ponto C e o componente tangencial da ace- mento linear e angular, com r = 125 mm, escrevemos

leragio de D € igual a aceleragéio de C.
(VD }u = (vf: ::I{] = 300 mmv/s — (ap_}, =a, = 225 mmff —

vy = rew = (125 mm)(10 rad/s) = 1.250 mm/s vy = 1,25 m/isT
Ayy =16 = (125 mm)(14 rad) = 1.750 mm Ay, = 1,75cm paracimat <

Notando que a disténcia de D ao centro da polia é de 75 mm, escrevemos

(0,), =rw, 300 mm/s=(75mmw, , — 4radss) c. Aceleracao do ponto D em t = 0. O componente tangencial de
na i - 0 [

aceleraciio é
(ay,), =ra 225 mm/s® = (75 mm)a o = 3rad/s® ) |
(a,), =a, =225mm/s’ —
Usando as equagdes do movimento uniformemente acelerado, obtemos,
parat = 2's, Como,emt =0, w, = 4 rad/s, o componente normal da aceleragﬁo é
w=w, +at = 4rad/s + (3rad/s’)(2s) = 10 rad/s (a,,), = rpw; = (75mm)(4 rad/s)* =1.200mm/s*  (a,), =1.200mm/s* |
=10 rad/
R “ rad/s e A intensidade e direcfio da aceleragfio total pode ser obtida escrevendo-se
0 =w,t +Lat” =(4rad/s)(2s)+L(3rad/s™)(25s)” =14 rad . )
6= l4rad) tg ¢ = (1200 mm/s®)/(225 mm/s”) ¢ = 79,4°
a,, sen 79,4° = 1.200 mm/s* a, = 1.220 mm/s”
Niimero de revolugdes = (14 rad}[; re:d] =92923rev 4 a, = 1,22 mm/s* 5 79,4°
Tr
('I‘I.D::It
ac p (ap) =225 mm/s2

s |

(ap), = 1200 mm/s2
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Cinematica do corpo rigido- exercicios

A aceleragio angular de um disco oscilante é definida pela relagio a
= —kf. Determine (a) o valor de k para o qual @ = 8 rad/s, quando
B =0, e6 =4rad, quando v = 0, (b) a velocidade angular do disco
quando 8 = 3 rad.

Quando um motor elétrico € ligado, ele alcanga sua velocidade nomi-
nal de 3.300 rpm em 6 s, e quando é desligado, o motor livre atinge o
repouso em 40 s. Admitindo um movimento uniformemente acelera-
do, determine o niimero de revolugﬁes que o motor executa (a) para
alcancar sua velocidade nominal, (b) para atingir o repouso.

O rotor de uma turbina a gas esta girandc- a uma velocidade de
6.900 rpm quando a turbina é desligada. Observa-se que sio ne-
cessarios 4 min para que o rotor livre atinja o repouso. Admitindo
um movimento uniformemente acelerado, determine (a) a acele-
racio angular, (b) o ntimero de revolucgoes executadas pelo rotor
antes de atingir o repouso.

A Terra realiza uma revolugio completa em torno de seu eixo em
23h56 min. Sabendo que o raio médio da Terra é de 6.370 km, deter-
mine a velocidade linear e a aceleragio de um ponto sobre a superfi-
cie da Terra (a) no Equador, (b) na Filadélfia, a 40° de latitude norte,
(¢) no Polo Norte.

A Terra realiza uma revolugio completa em torno do Sol em 365,24
dias. Admitindo que a 6rbita da Terra seja circular e que tenha um raio
de 15 X 10° km, determine a velocidade e a aceleracio do planeta.

15.14 Uma placa triangular e duas Placas retangulares estiio soldadas entre
si e & barra reta AB. A unidade soldada gira como um todo em torno
do eixo AB com uma velocidade angular constante de 5 rad/s. Sa-
bendo que, no instante considerado na figura, a velocidade do canto
E esti dirigida para baixo, determine a velocidade e a aceleragiio do
canto D.

Figura P15.14

15.15 No Problema 15.14, determine a aceleragiio do canto D, consideran-
do que a velocidade angular é 5 rad/s e decresce a uma taxa de 20
rad /s>,



Movimento plano geral

Conforme indicado na Sec¢do 15.1, entendemos por movimento plano
geral um movimento plano que nio ¢ uma transla¢io nem uma rotacio.
Todavia, como vocé verd a seguir, um movimento plano geral pode ser
sempre considerado como a soma de uma translagdo e de uma rotagdo.

Considere, por exemplo, uma roda que rola sobre uma pista reta
(Fig. 15.12). Durante um certo intervalo de tempo, dois pontos dados,
A e B, se moverio de A, até A, e de B, até B, respectivamente. O mesmo
resultado poderia ser obtido por meio de uma translagéio que levaria A e
B para A, e B| (com a linha AB permanecendo na vertical), seguida de
uma rotago em torno de A para trazer B até B,. Embora o movimento
original de rolamento difira da combinacao de translagdo e rotagio quan-
do esses movimentos sio considerados em sucessio, o movimento origi-
nal pode ser duplicado exatamente por uma combinagéo de translagdo e
rotaciio simultineas.

H‘Bg

Movimento plano = Translacio com A + Rotacgdo com A



Movimento plano geral
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Movimento plano = Translagio com B + Rotagio em torno de B

(b)



Movimento plano geral

No caso geral de movimento pla?m, consideraremos um pequeno
deslocamento que leva duas particulas A e B de uma placa represen-
tativa de A, e B, até A, e B,, respectivamente (Fig. 15.14). Esse deslo-
camento pode ser dividido em duas partes: em uma delas, as particulas
movem-se até A, e B}, com a linha AB mantendo a mesma dire¢iio; na
outra, B move-se até B,, enquanto A permanece fixo. A primeira parte
do movimento é claramente uma translaciio, e a segunda é uma rotagao
em torno de A.




Velocidade absoluta e velocidade relativa

Vimos na secio precedente que qualquer movimento plano de uma placa
pode ser substituido por uma translacdo definida pelo movimento de um
ponto de referéncia arbitrario A e por uma rotacao simultinea em torno
de A. A velocidade absoluta v, de uma particula B da placa é obtida a
partir da férmula de velocidade relativa deduzida na Se¢ao 11.12,

Vg = Vu T vpu (15.17)

onde o segundo membro representa uma soma vetorial. A velocidade v,
corresponde a translacdo da placa junto com A, enquanto a velocidade
relativa vy, estd associada a rotac@o da placa em torno de A e é medida
em relag@o aos eixos centrados em A, de orientacdo fixa (Fig. 15.15). Re-
presentando por ry,, o vetor de posi¢do de B relativo a A e por wk a velo-
cidade angular da placa em relacfio aos eixos de orientacéo fixa, temos a
partir das Egs. (15.10) e (15.10")

v = wk X rg, Upa = Tw

Movimento plano

Translagio com A

Yy
| (fixo)e X'
N
TBa
| / o
. B
N .‘./

Rotagfio em torno de A



Velocidade absoluta e velocidade relativa

v A
Vv B
VBiaA
{
d

A (fixo)
Translagiocom A+ Rotagiio em torno de A vg = vy + Vg

B (fixo)
(@

Movimento plano = Translagido com B + Rotagio em torno de B vy =vg + Vug



Velocidade absoluta e velocidade relativa

R Sicded et R PROBLEMA RESOLVIDO 15.2

A engrenagem dupla mostrada na figura rola sobre a cremalheira inferior
tica, sendo a velocidade de seu centro A de 1,2 m/s para a direita. Determine
(a) a velocidade angular da engrenagem e (b) as velocidades da cremalheira
superior R e do ponto D da engrenagem.

ri =150mm*“%, ¢ rg = 100 mm
¢ b. Velocidades. O movimento de rolamento é decomposto em dois mo-
a. Velocidade qngulqr da engrenagem. Uma vez que a en- vimentos componentes: uma translagﬁojunto com o centro A e uma rotagao
grenagem rola sobre a cremalheira inferior, seu centro A desloca-se em torno do centro A. Na translagio, todos os pontos da engrenagem deslo-
por meio de uma distincia igual ao perfmetro da circunferéncia exter- cam-se com a mesma velocidade v,. Na rotagio, cada ponto P da engrena-

gem desloca-se em torno de A com uma velocidade relativa v,,, = wk X rp,,

na 27r, a cada revolug¢do completa da engrenagem. Lembrando que
sendo 1, o vetor de posigiio de P relativo a A.

1 rev = 277 rad e que quando A desloca-se para a direita (x, > 0) a engrena-
gem gira no sentido hordrio (f < 0), escrevemos

X, 6

-— x, =—nf
27, 2 ! :

Diferenciando em relacéo ao tempo ¢ e substituindo os valores conhecidos
v, =1,2m/ser, =150 mm = 0,150 m, obtemos
v, = —nHWw 1,2 m/s = —(0,150 m)w w = —8 rad/s
w=wk = —(8rad/s)k =

onde k é um vetor unitirio que aponta para fora do papel.

Translacio + Rotagio = Movimento de rolamento



Velocidade absoluta e velocidade relativa

Translagio + Rotacio =

Velocidade da cremalheira superior. A velocidade da cremalheira
superior € igual a velocidade do ponto B; escrevemos

V,=v,+vy, =v, +okXr,,
(1,2 m/s)i — (8 rad/s)k X (0,100 m)j
(1,2 m/s)i + (0,8 m/s)i = (2 m/s)i
v,=2m/s > <

v r
f VA

Velocidade do ponto D

v,=v,+v,,=v, +wkXxr,,
=(1,2m/s)i — (8 rad/s)k x (0,150 m)i
=(1,2m/s)i + (1,2 m/s)j
vy, = 1,697 m/s L 45° <«



Velocidade absoluta e velocidade relativa

PROBLEMA RESOLVIDO 15.3

Pequenas rodas esto fixadas nas extremidades das barras AB e giram livre-
mente ao longo da superficie mostrada na figura. Sabendo que a roda A se
desloca para a direita com velocidade constante de 1,5 m/s, determina (a)
avelocidade da extremidade B da barra, (b) a velocidade angular da barra.

750 mm SOLUG;&O

Movimento da parte B. A velocidade do ponto A é horizontal (para a
esquerda); a velocidade da parte B é ascendente na inclinacio (a um angulo
de 60 do plano horizontal). Resolvendo a reacio de AB em uma translagio
com A e uma rotacio em torno de A, obtemos:

Uy =1.5 mss Ua A
— f—
A % B T

Expressando a relagio entre velocidades vy, v, e vy,

Vg =V, + v,

[UB ~ 60“] = [1,5 mfs P] + [UB."A P 7‘0“]




Velocidade absoluta e velocidade relativa

B ,_g, B
! mn\/\

PROBLEMA RESOLVIDO 15.3

Pequenas rodas esto fixadas nas extremidades das barras AB e giram livre-
mente ao longo da superficie mostrada na figura. Sabendo que a roda A se
desloca para a direita com velocidade constante de 1,5 m/s, determina (a)
avelocidade da extremidade B da barra, (b) a velocidade angular da barra.

Lei dos senos.

g _ Upa _ 15 ms

sen70° sen60° sen50°

Vp=1,840 m/s 5 60°
Vp4=1,696 m/s £ T0°

Up = (AB)w,p
1,696 m/s = (0,75 m)w,,

v, = 2,261 rad/s w,; = 2,26 rad/s)




Exercicios |

15.38 O movimento da barra AB é guiado por pinos presos em A e B, os
quais deslizam nas fendas mostradas na figura. No instante mostrado
na figura, § = 40° e o pino em B desloca-se para cima e para a esquer-
da a uma velocidade constante de 150 mm/s. Determine (a) a veloci-
dade angular da barra, (b) a velocidade do pino na extremidade A.

15.39 O movimento da barra AB é guiado por pinos presos em A e B, os
quais deslizam nas fendas mostradas na figura. No instante mostrado
na figura, # = 30° e o pino em A desloca-se para baixo com veloci-
dade constante de 250 mm/s. Determine (a) a velocidade angular da
barra, (b) a velocidade do pino na extremidade B.

)\ h = 200 mm
r =75 mm}B

AB tem uma velocidade angular horéria constante de 1,5m/s. Para a 0% %_---ET“I:::;;';' 2 Il p
posicio indicada da manivela, determine (a) a velocidade angular da
barra de conexdo BD e (b) a velocidade do pistao P. D

15.40 No sistema biela-manivela do motor mostrado na figura, a manivela { :f G
4
A




Exercicios

15.44 A placa mostrada na figura desloca-se no plano xy. Sabendo que
(v,), = 300 mm/s, (vy), = =100 mm/s e (v;), = —600 mm/s, deter-
mine (a) a velocidade angular da placa, (b) a velocidade do ponto B.

Yy

.

/"A = ()i + (04)y]

100 mm _ L .
L vg = (Up) 1+ (Up)y ]
+—____B VC = ('L'C}li + (Dc}yj
50 mm :
Vg | 4
O C L
50 o 150 mm ——

Figura P15.44

15.45 No Problema 15.44, determine (@) a velocidade do ponto A, (b) o
ponto da placa com velocidade nula.



