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I._EFICIENTE DE POISSON

Para uma barra delgada submetida a uma carga

axial: o .
3 A
E g
| )
o - = ~ 7 T /KK}E\&\
a deformacao produzida na direcao x da forca e " v BTy
acompanhada por uma contragao em qualquer
direcao transversal. Supondo que o material é A !
Isotropico (sem dependéncia direcional), ) >
N\
= < | o
gy gz a O o =0 » N A
b)
. - . z . . P’
Coeficiente de Poisson é definido como PN
deformacaoespecificalateral] &, &, e . N
V= e e i RS U Y
deformacao especificaaxial & & ~
IR N
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I'_ DE HOOKE GENERALIZADA

Yy

Para um componente sujeito a carregamento
multiaxial, os elementos de tensdo normais
resultantes de componentes de tensdo podem ser
determinados a partir do principio da sobreposicéo.
Isto requer:

1) Cada efeito esta linearmente relacionado com a

forca que o produz.

2) Adeformacéo é pequena.

Com estas restricoes:

Foo = —
X E E E

YT ETETE
gZ:_VGx_VO-y+O'z
E E E
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"B DILATAGAO

4 Em relec[éo ao estado livre de tensdes, a variacao de volume é

e=-1+|1+¢, )(1+ &, X1+ g, )Jz ~1+ |.1+8x te, + ng
1
d > =& té&, t¢,
d
/ ~F - E o,+to,+0,
: \ = dilatacao (mudanga de volume por unidade)
“ " Para elemento submetido a uma pressao hidrostatica constante
Yy
A% 1+e, -
//[\( e=—p3( EV):_E
a

1+e, k= = modulo volumétrico
\ | 3(1-2v)
o i ¥
A{/ a, N i . o .
/ L Yy Sob pressao uniforme, a dilatacdo deve ser negativa, portanto

) 1
x O<v<2
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EFORMACAO ANGULAR (DE CISALHAMENTO)

y Um elemento cubico submetido a uma tensao de
e cisalhamento ira deformar em um rombaoide. A
o e deformacéo de cisalhamento correspondente é
) quantificada em termos de variacao do angulo entre
1 os lados

P Ty = f(}/ xy)

/ " Um grafico de tensao de cisalhamento vs deformacao
de cisalhamento é similar ao dos graficos anteriores

de tensdo normal versus tensdo normal, exceto que oS

Y ) valores de resisténcia sao aproximadamente metade.
7 +<,, | / - Para pequenas deformacoes,
P ]
B _ _ _
/ /, %,, vy Ty =Gry 7y =6ry 75 =Gry

/

/ Onde G é denominada mddulo de cisalhamento ou
\ modulo transversal de elasticidade
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60 mm \200 m
. SOLUGAO:

o] Sl
Z 4 Determinar a deformacao
\ angular media ou tenséo

de cisalhamento do bloco.

DEFORMAGAO DE CISALHAMENTO: EXEMPLO

Um bloco retangular de um material
com um modulo de elasticidade
transversal G = 620 MPa é colado a duas
placas rigidas horizontais. A placa inferior
e fixa, enquanto a placa superior esta
submetida a uma forca horizontal P (Fig.

Aplicar a lel de Hooke para a
tosquia de estresse e tensao para
encontrar a tensdo de
cisalhamento correspondente.

9.45). Sabendo que a placa superior se Utilizar a definicdo de tensdo de
desloca 1 mm sob a acéo da forca, cisalhamento para encontrar a
determine (a) a deformacéo de forca P.

cisalhamento média no material e (b) a
forca P que atua na placa superior.
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I'_ORMAQI\O DE CISALHAMENTO: EXEMPLO

Y

2

e

P

Determinar a deformacédo angular media ou

tensao de cisalhamento do bloco.

1 mm
~ tan = =0,020rad
Py Py 50 mm Py

Aplicar a lei de Hooke para a tosquia de

estresse e tensdo para encontrar a tenséo de
cisalhamento correspondente.

z,, =Gy, =(620MPa)(0,020rad)=12,4 MPa

Utilizar a definicédo de tensao de
cisalhamento para encontrar a forca P.

P=r,A=(124MPa)200mm)60 mm)=1488x10°N

P =1488 kN
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I._OKE: RELACOES ENTRE CONSTANTES DO MATERIAL

P’

P

Y

Uma barra delgada submetida a uma forca de
tracdo axial se alongara na direcdo x e se
contraira nas direcOes transversais.

»—x Um elemento na forma de um cubo com lado de

comprimento unitario e orientado conforme
mostra a figura se deformara, transformando-se
em um paralelepipedo retangular. Uma carga
axial provoca tenses normais.

Se 0 elemento cubico é orientado como na figura
inferior, ira deformar-se para um losango.
Forca axial também resulta em uma
deformacao de cisalhamento.

Componentes de tensao normal e de
cisalhamento sdo relacionadas,

E
G=——
21+v)
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| =SB LEX DE HOOKE EM 3D

E 1
2 1
—— — v LY 2 + z
g, a0 =2 [(1 — v)e, + (e, + €,)] “=F [o, — (0, + 0J)]
_ E 6. — et (i, I )]
T A+ 90 —29) [ = )e; + ¥ez + &) i T
E . ¥ Ty
= e ya:v — sz —
14 Tyz
Tyz = c Yyz = Gy, Yvz = E g = 6
2(1 +») 2(1 + ) .
Tox = B Vie = GV Vil = E g = —éf
30+ 7)
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I._FORMACT\O MULTIAXIAL: EXEMPLO

Um circulo de diametro d = 220 mm é
y desenhado em uma placa de aluminio
livre de tensdes de espessurat = 19 mm.
Forcas que atuam posteriormente no
plano da placa provocam tensoes
normais o, = 82 MPa e g, = 138 MPa.

ParaE =69 GPae v = 1 , determine a
variagao: 3
a) do comprimento do diametro AB
b) do comprimento do diametro CD
c) da espessura da placa
d) do volume da placa.
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I._FORMACT\O MULTIAXIAL: EXEMPLO

SOLUCAO: . .

) . _ Avaliar os componentes de deformacao.

Aplicar a Lei de Hooke generalizada P ;
Sy/n = &4 = (+0,522x10° mm/mm 220 mm)

para encontrar trés componentes da
tensao normal.

Og/a =10,114mm

S = £,d = (+1,604x10~° mm/mm 220 mm)

Oc/p =+0,353mm

[(82 MPa)—O—%(138 MPa)}

= 3
69x10°MPa S, =¢et= (—1,063><1O‘3 mm/mmX19 mm)
=+0,522x10 mm/mm
Yot i o o, =—0,020mm

gy =—
g E E E

= 13 {—1(82MPa)+O—E(138MPa)}
69x10°MPa| 3 3

=-1,063x10mm/mm

voy Yoy o,

£, =—

Z E E E
= 13 [—1(82 MPa)—0+(138 MPa)}
69x10°MPa| 3

=+1,604x10*mm/mm
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II_MAQKO MULTIAXIAL: EXERCICIO

Uma amostra, submetida a tensao compressiva na direcéo z, esta
confinada de modo que n&o pode se deformar na direcédo y, mas a
deformacéo na direcéo x € permitida. Considerando que o material
exibe comportamento linear elastico, determine:

a) a tensdo na direcéo y;
b) a deformacao na direcéo z;
c) a deformacé&o na direcao x.

matenal —_y

rigid die
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I._STADO PLANO DE TENSAO

a,

Estado plano de tensédo - estado de tensao em que duas
faces do elemento de volume estéo livres de qualquer
tensdo. Para o exemplo ilustrado, o estado de tenséo €

definido por

Oy: Oy Tyy O, =Tz =T4 =0.

Estado plano de tensao ocorre em uma placa
fina submetida a forcas que atuam no plano medio

da espessura da placa.

Estado plano de tensdo tambéem ocorre na superficie
livre de um elemento estrutural ou componente de
maquina, ou seja, em qualquer ponto da
superficie gue nao esteja submetido a uma forca
externa.
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I._E TENSAO: MUDANCA DE SISTEMA DE COORDENADAS

Considerando condicdes de equilibrio de um

elemento prismatico com faces perpendicular aos
Ty AA eixos x, Y, e x’.

Y

y

o, (AA cos 8)

L o, AA X'
it 16'/ . Y F.=0=0,AA-0,(AAc0sO)cosd -, (AACOsH)send
" ~o,(AAsend)send -, (AAsend)cosd
& Mk mns o Y F, =0=1,,AA+0,(AAcosd)send -z,  (AAcosH)cosd
' —o,(AAsend)cosd + 7, (AAsend)send

a7, (AA send)

7., (AA cos 0)

Isolando componentes de tensdo no sistema X'y’

Oy FT, @y =0

o, = +———>00526+ 7, 5en20
2 2
Obs.: tensdao normal ao eixo y’ 6 to O -0
pode ser obtida a partir do o, =——>———=>C0520-17,5€en20
resultado para X" incrementando 2 2
angulo § em =/2 P > %) sen20-+1, c0s20
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TENSOES PRINCIPAIS E O CIRCULO DE MOHR

!/'\ y

[
X :
Y Onin 0

Onin

0 o
Umin
N 2
o, + O, G, — O, 5
cTmaxmin = 2 * ( 2 J +Txy
a-llllL\' =
27
tan26, = ——
o, — O,
Nota: definedoisangulosseparadosde 90°
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II—JNSTANTES ELASTICAS: CISALHAMENTO PURO

S ——in T
L1 T
0'2 = ~T
—— o ol
S—y Pure Shear : 3450 3=0
Stress

Equivalent Representation
0 on Principal Planes

\ Y el
; 51 = )72
) [ ]
82 82 - -)72
Pure Shear
Strain Ai5° €3=0

Equivalent Representation
on Principal Planes

E
2(1+v)

G=
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"
EXEMPLO

Para o estado de tensdo mostrado,
determine: (a) os planos principais,
(b) as tensdes principais, (c) a
tensdo maxima de cisalhamento e
as correspondentes tensoes
normais.

10 MPa

40 MPa

50 MPa

Fig. 7.13

SOLUCAO:
« Orientacao dos planos principais:
tan20, = i
o, — O

X Y

« Tensdes principais:

2
o _S%x*Oy 4 [[9xZOy | | 2
maxmin 2 - Xy

« Tensao maxima de cisalhamento

Introducgéo a Mecanica dos Solidos
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"
I e SOLUCAO:

» Orientacéo dos planos principais:

2ty 2(+40)

tan 20, = =1.333
s, —o, 50-(-10)
20, =53.1°,233.1°
Fig. 7.13
oy =—10MPa N o
« Tensoes principails:
Ty = B0/ MPBa >
min Gy = Oy P Gy + Gy — Gy 4+ Ti
, > > y
= 20++/(30)? + (40
\ ... =70MPa
Fig. 7.14 Gmin = —30MPa
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10 MPa
» Tensao maxima de cisalhamento

40 MPa

2
GX — O
_ y 2
Tmax - ( 2 j +Txy
50 MPa

— J(30)? + (40Y
Fig. 7.13 T = 50MPa
o, = +50MPa T =+40MPa
] 0, =0, — 45
o, =—-10MPa
0, = 18.4°, 71.6°
o'= 20 MPa

7. = B0 MPa

max

A correspondente tensao normal

X
0 = —18.4° , c,+0O 50-10
i G =Omed = t =
o' = 20 MPa 2 2

Fig. 7.16 o =20MPa
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EXERCICIOS

1) Um ponto na superficie de um solido em equilibrio esta sob o estado
de tensdes indicado na figura. Determine as tensdes principais e 0S
planos de corte principais, a maxima tensdo de cisalhamento e o
correspondente valor da tensdo normal. Represente graficamente o
estado de tensao em um circulo de Mohr. Responda ainda: qual o valor
da tensao cisalhante nos planos de corte em gue a tensao normal € nula?

Introducéo a Mecanica dos Solidos EEL E@: Universidade de Sao Paulo

Brasil



|

EXERCICIOS

2) Para o estado de tenséao indicado na figura, sendo p = 50 MPa, calcule
as tensoes principais e indique os cortes onde elas ocorrem.
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|
EXERCICIOS

3) As tensdes principais de um ponto sob tensao plana estdo mostradas no
bloco B da figura.
Pede-se:
1) Calcule as componentes de tenséo no plano a-a do bloco B.
i) Calcule as tensdes nos planos horizontal e vertical do bloco A.
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"
EXERCICIOS

4) Em uma chapa cujo estado de tensao é dado pela figura, descobriu-se
uma trinca, conforme indicado, comprometendo a integridade da
estrutura. Considerando que nao séo admitidas solicitagcdes de tracao
nem de cisalhamento no plano da trinca, foram propostas duas solugcoes
para gue a trinca nao afete a estrutura:

1) 0 acréscimo de uma tensao de compressao na direcao perpendicular a
da tenséao dada;

i) 0 acréscimo de uma tensao de cisalhamento na chapa.

Discuta a validade de cada proposta e calcule o valor da tenséo que
deve ser acrescentada ao estado de tenséao original .

200 MPa 200 MPa

/§O° e e =]
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TENSOES EM VASOS DE PRESSAO DE PAREDE FINA

« Vasos de pressao sao exemplos de aplicacao do estado plano de tensoes.

« Exemplos: Recipientes cilindricos e esféricos

 Empregados como: Tanques de armazenamento de gas, caldeiras, tanque de
ar comprimido, reservatorios de liquidos, oleodutos.

t

 Definicdo: Vasos de pressao de paredes finas: = < 0,1 = tensdes uniformes

(onde: t = espessura da parede; r = raio interno)
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TUBO PRESSURIZADO DE PAREDE FINA

« Tensdes num ponto qualquer:

o, = tenséo circunferencial
o, = tenséo longitudinal

ke  Tensao circunferencial:

« Tensao Longitudinal:

ZFX =0 = 62(27'E|'t)— p(nrz)

_Pr
%27 2t
o, = 20,
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VASO DE PRESSAQO ESFERICO

o, dA

p dA

» O circulo de Mohr para transformacdes no plano das
tensbes reduz-se a um ponto.
G =G, =G, = constante

0

Tmax(plane):

(Obs.: Posteriormente serd vista a reconsideracao desses casos como estado tridimensional de tenséo)
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CIRCULO DE MOHR PARA 3 DIMENSOES

Planos paralelos aos eixos principais: ’l’ o,

¥

t £
O equilibrio no plano XY néo I ' o ( I
se altera quando a tensao normal 7 . l_x ‘_I °'©z e
e . 4
em Z é diferente de zero. i —
A
: {
£ ‘6‘: 0
. l - y v
O, = ” 0 X
o L
z
Sz Txy |

%y

7| Para los planos 1| Para los planos
paralelos al ¢je & | paralelos al ¢je y

<« Fazendo os eixos X, Y, Z

coincidirem com as
direcbes principais
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CIRCULO DE MOHR PARA 3 DIMENSOES

Plano de inclinacdo arbitraria;

" Il

T2
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CASO PLANO RECONSIDERADO COMO TRIDIMENSIONAL
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EXEMPLO: TUBO DE PAREDE FINA
« Os pontos A e B correspondem,

respectivamente, a tensédo tangencial
oy, € tensao longitudinal, o,

« Maxima tensao de cisalhamento no
plano das tensdes:

L,

Tmax(plano) = EGZ - 4t

Mo g « Maxima tensao de cisalhamento ocorres
| em um plano a 45° em torno do eixo
~ %2 92— longitudinal
< 01 =209g——> pr
Thmax — 02 = Z_t
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MEDIDAS DE DEFORMACAO

ExtensOmetro Elétrico de Resisténcia

Rosetas

g1 = & CO8% O + ¢, sen” O + vy, sen 6, cos 6
g9 = & cos? Oy + €, sen’ 6 + Yy, sen 6; cos 6,

g3 = €, cos? O3 + &, sen 63 + v, sen 63 cos 63

14

45 (sx + sy \/(8" — & )2+‘y§y
fLa="—g +/=
_ ny
Roseta Retangular e s
X=0 Yxy = 2845 — & — &
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I'_ercicios adicionais para parte 2

Referéncia principal:

[1] Beer F.P., Johnston E.R.Jr., De Wolf, J.T., Resisténcia dos Materiais,
Mecanica dos Materiais, McGrau-Hill, 42 Ed., S.P., 2006

p. 91-95: 2.61-2.82;

p. 421-423. 7.1-7.30;

p. 432-434. 7.31-7.65

p. 453, Problema resolvido 7.5; p. 454-457: 7.98-7.125

Alternativa:

[2] Beer F.P., Johnston E.R.Jr., Resisténcia dos Materiais, Pearson Ed. do
Brasil, 32 Ed., S.P., 2006

p. 144-150: 2.66-2.87,

p. 607-613: 6.1-6.28;

p. 625-628: 6.29-6.63

p. 656-659: Problema resolvido 6.5; p. 659-663: 6.96-6.115
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