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INTEGRAL DE SUPERFICIE

A seguir, tomamos o limite quando o niimero de retalhos aumenta e definimos a integral
de superficie de f na superficie S como

| ([ £y, 0ds = 1im 3 3 f(P¥) AS,

mn—% j=1 j=|
S J

Observe a analogia com a defini¢do de integral de linha (16.2.2) e também a analogia com
a defini¢do de integral dupla (15.1.5).

Para calcular a integral de superficie na Equagdo 1, aproximamos a drea do retalho S,

pela area de um paralelogramo aproximador no plano tangente. Em nossa discussio sobre
a area de superficie na Se¢do 16.6, fizemos a aproximacio

AS,.J. ~ Ir“ W rul AulAv

d
onde r=—xi+Qj+2k r=£i+ayj+£z—k

* v

du du du Jdv v dv



sii0 08 vetores tangentes em um canto de S. Se as componentes sao continuaser er, sio
ndo nulos e ndo paralelos no interior de D, pode ser mostrado, da Defini¢do 1, mesmo

quando D ndo ¢é retangular, que

2 J:ff(x,y,z) ds = J]f(r(u, v))|ru X rvl dA
D

)

Compare com a férmula para a integral de linha:

[ofy.2ds = [ fe@)lr'@) dr

Observe também que

[ 1ds= ([ Ir,xr,|aA = AcS)

h)
A Férmula 2 nos permite calcular a integral de superficie, convertendo-a em uma in-

tegral dupla sobre o domfnio dos parametros D. Quando usamos essa férmula, precisamos

lembrar que f (r(u, v)) deve ser calculada escrevendo-se x = x(u, v), y = y(u, V) €
z = Z(u,v) na férmula de f (x, y, z).



, _* ¥ 2 z ’ "
EXEMPLO | Calcule a integral de superficie [[,x” dS, onde S € a esfera unitdria

X+y+7 =1

-

s0Lucko Como no Exemplo 4 da Se¢do 16.6, utilizamos a representagao paramétrica

x=sendpcosf@ y=sendsenfl z=cos¢dp Osodssm 0sO0<27n

ou seja, r(¢,0) =sendcosfi+sendpsenfj+ cospk
Como no Exemplo 10 da Se¢do 16.6, podemos obter que
Ir, Xr,| =sen¢

Portanto, pela Férmula 2,






As integrais de superficie tém aplicacd S S¢
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de modo que




LLogo, neste caso, a Férmula 2 se torna

e o 0z \2 0z \2
4 .H f(x,y,z)dS = M f(x,y.g(x,y))\/(—) - (—) + 1dA
s D dx ady

Existem férmulas andlogas para quando for mais conveniente projetar S no plano yz ou
no plano xz. Por exemplo, se S for a superficie com equagdo y = h(x, z) e D for sua pro-
jecao no plano xz, entao

.gf(x’y’Z)dS = gfu.m,z),z)J(gy;)z+ (%y;)z +1dA

EXEMPLO 2 Calcule ([, y dS,onde S é a superficiez =x + .0 <x<1,0 <y < 2(vejaa
Figura 2).



S0LUCA0 Como
oz 0z

— = e _=2y

ox dy

a Férmula 4 da

[ras={ryf1e () +(5) @

= [} [PyV1+ 1+ 4y dydx

FIGURA 2

= [ axv2 [ZyV1 +2y* dy

- B+ 2y = 22



EXEMPLO 3 Calcule [,z dS, onde S € 2 superficie cujo lado S, € dado pelo cilindro
¥+ y* = 1,cujo fundo S, € 0 circulo x* + y* =<1 no plano z = 0, e cujo topo S, € a parte
do plano z = 1 + x que estd acima de S,.

50LUCA0 A superficie S é mostrada na Figura 3 (trocamos a posi¢ao usual dos eixos para en-
xergar melhor §). Para S, usamos como parametros 6 e z (veja o Exemplo 5 da Segio

16.6) e escrevemos suas equagdes parametricas como

x = cos 6 y = sen 6 R
onde 0<6<2mw e 0szs1+x=1+cosb
Portanto,
i j k
r,Xr,=|—senf cosf® O |=cos@i+senbj
0 0 1

¢ Ir, X r | = Vcos’d + sen’d = 1



S3 (z=14+x)

S, (F*+y*=1)

_—’x




Entdo, a integral de superficie em §, €
ﬂzdS — ﬂz Ir, Xr| dA
S| D

= J'j"f;+wso zdz df = F"' (1 + cos )’ d

9 2

2 [2[1 + 2 cos 6 + % (1 + cos 26)] df

R |
';[%0+23en0+ f;senZO]; = —;—

Como §, estd no plano z = 0, temos

[[zds= [[oas=0

) S;



A superficie do t S. estiacnnado 1

mando g(x, y)
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FIGURA 7 As duas orientagdes de uma superficie orientavel



Para uma superficie z = g(x, y) dada como o grafico de g, usamos a Equacio 3 e vemqs
que a orientagdo induzida € dada pelo vetor normal unitario

.,

0x ay
OS]

Como a componente na direcdo de k € positiva, isso fornece a orientag@o para cima da
superficie.

5 .=




Se § for uma superficie orientada lisa dada na forma parameétrica pela equagio vetoriy

F(1. v). entiio ela estd automaticamente associada a orientagao do vetor normal unitarig

,A—-] u X U
'l‘u X l'vl

¢ a orientaciio oposta é dada por —n. Por exemplo, no Exemplo 4 da Segéo 16.6 encon-
tramos a representagao paramétrica

r(¢,0) =asendcosfi+asendsenfj+ acosdpk

para a esferax’ + y° + z = a'. Entdo, no Exemplo 10 da Secdo 16.6, encontramos que

eIy 2 . 2 .
r,Xr,=a sen'dcosfi+a sen2¢sen03+azsen¢cos¢k

e Sy
Ir, Xr,| =a sen ¢

Assim, a orientagdo induzida por r(¢, 6) é definida pelo vetor normal unitério

= R 1
n=——%=sen¢cosfi+sencdsenfj+ cospk=—r@0)
Ir¢><ro| a






[[ F-nds

S

Uma integral de superficie dessa forma aparece frequentemente em fisica, mesmo quando
F néo € pv, e é denominada integral de superficie (ou integral de fluxo) de F em §.

8 | DEFINICAO Se F for um campo vetorial continuo definido sobre uma superficie
orientada S com vetor normal unitdrio n, entdo a integral de superficie de F em S é

[[F-as=[[F-nds

S A

Essa integral é também chamada fluxo de F através de S.

Em palavras, a Defini¢do 8 diz que a integral de superficie de um campo vetog.'ia]
sobre S é igual 2 integral de superficie de sua componente normal em § (como definido



Se r(u, v) € uma fungéo vetorial dada, entio n 6 dado pd!
e, da Equacao 2, temos

onde D éo domima dos pardmetros
Vo) 1)({

—
uh ““ '.'
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r(¢, ) = sen ¢ cos 0 i + sen ¢ sen 0 j + cos ¢ k O=sd=s7mr 0<0 <y
temos F(r(¢,0)) = cos i+ sen¢hsen @ j + sen ¢ cos g k
¢, do Exemplo 10 da Seg¢édo 16.6,
P, XK, = senzd;cosOi + sen2¢ sen 0 j + sen ¢ cos ¢ k

Portanto,

F(r(¢,0)) - (r, X r,) = cos ¢ sen’h cos O + sen’p sen’d + sen’eh cos ¢ cos 0



e, pela Férmula 9, o fluxo €

[r-as= P, xr)dd
S D
= er J: (2 sen’d cos ¢ cos 6 + sen’¢ sen’0) do do
0
=2 j " sen’ cos ¢ dep ﬁ" cos 6 d¢9+j‘;r sen’@ do ﬁ" sen’6 do

2 14 "2 YO ‘ —
=0+ f: sen3¢ do fow sen’6 do (jd que |~ cos 6 df = 0)

4ar

3

pelos mesmos cdlculos que no Exemplo 1.



Se, por exemplo, o campo vetorial do Exemplo 4 € um campo de velocidade descre-
vendo o escoamento de um fluido de densidade 1, entdo a resposta 477/3 representa a vazio
através da esfera unitdria em unidade de massa por unidade de tempo.

No caso de uma superficie dada por um grafico z = g(x, y), podemos considerar x e y
como parametros e usar a Equacao 3 para escrever

F-(r.‘_Xr),)=(Pi+Qj+Rk)-(— ﬁi— ﬂj-i-k)
0x ady
Logo, a Férmula 9 se torna

0] J]'F-ds=j]'(—Pﬁ—Qﬂ+R)dA
S D 0x dy

Esta féormula pressupoe uma orientacio de S para cima. Para uma orientacao para baixo, mul-

tiplicamos por.— I. Férmulas semelhantes podem ser obtidas se S for dada por y = h(x,z) 0!
X = k(y, 2) (veja os Exercicios 35 e 36).




EXEMPLO 5 Calcule || F - dS,onde F(x,y,z) = yi + xj + zk e S é a fronteira da regido
s6lida E delimitada pelo paraboloide z = 1 — x> — y’e pelo plano z = 0.

0LUCA0 A superficie S é constituida pela superficie parabélica do topo, § ., € pela superficie
circular do fundo, S,, (veja a Figura 12). Como S é uma superficie fechada, usamos a con-

vengao de orientacdo positiva (para fora). Isso significa que S, € orientada para cima e po-

demos usar a Equagdo 8 com D sendo a projecio de S, sobre o plano xy, ou seja, 0 circulo
X'+ y' < 1.Como

P(x,y,2)=)’ Q(x,y,Z)=x R(x,y,Z)zzzl _xz—yz

sobre S, e a9 _ L dg

ox ox






JFds= i (‘ % -0% +R)dA
' 0 0x 0y

= ’D’ [=3(=2%) = x(=2y) + 1 - £ = ] dA
= 1] (1 + dxy = 2~ y)da
D
5 ‘.;" f(: (1 + 4r* cos 0 sen O — rz)r dr db
2w (1 3 3
=fo fo(r—r + 4r”cos 0 sen 0) dr db

—f =~ + cos 6 sen 0) df = -(27r)+0=z
2



integrais de superficw de F sobre S eS 3 %

S s,.ﬂg = =



que a temperatura em um ponto (x, y,z) emum co
€ definido como o campo vetorial

onde K é uma constante dm
substancxa A taxa de transmissdo |

S UUS



50LU(A0 Tomando o centro da bola como origem, temos
ulx,y,2) = CKx’+y' + )
onde C ¢ a constante de proporcionalidade. Entéo o fluxo de calor ¢
F(x,y,2) = —KVu=—KC(2xi+ 2yj+ 2zk)

onde K é a condutividade do metal. Em vez de usar a parametnzagao usual da esfera dads
no Exemplo 5, observamos que o vetor normal a esfera X+ y +7=4 que aponta parg
fora no ponto (x, y,z) €

1
n=—@xi+yj+zk)
a

2KC
e, entdo, F-n=-— (& +y + %)
a

Mas, sobre S, temos x’ + y’' + 72 = a’e F - n = —2aKC. Portanto, a taxa de transmissio
de calor através de § é

[ F-ds = [[F-nas = —2aKcC ([ as
S S §

= —2aKCA(S) = —2aKC(4wa®) = —8KCma® O



I. Seja S a superficie que € fronteira da caixa delimitada pelos pla-
nsx=0,x=2,y=0,y=4,2=0ez= 6. Aproxime
{f,e *"“*"*? dS usando uma soma de Riemann, como na Defini-
¢ao l,tomandoosre(alhossycomoosmﬁngulosqucsﬁoasfaccs
dacaiancospomosP;conwoscemrosdcmmﬁngulos.

2. Uma superficie § é formada pelo cilindro ¥’ + y' = 1,
~] = z = 1, e por circulos no fundo e no topo. Suponha que
vocé saiba que f € uma fungéo continua com

Estime o valor de ([, f(x,y,z) dS usando a soma de Riemann,

tomando como retalhos S, 0s circulos do fundo e do topo ¢ a la-
teral dividida em quatro partes.

3. Seja H o hemisfério X' + y* + 72 = 50,z = 0, e suponha que f
seja uma funcso contfnua com £ (3, 4,5) = 7,f(3, —4,5) = 8,
f(=3,4,5)=9ef(-3,~4,5) = 12. Dividindo H em quatro
retalhos, estime o valor de ([, f (x, y,z) dS.

de uma varidvel tal que g(2) = 5. Calcule ({, f(x,y,2) dS,
onde Séaesferax’ + y' + 7 = 4.




5-18 Calcule a integral de superficie.

e XyzdS,Séapartedoplanoz =1 + 2x + 3y que estd acima
do retangulo [0, 3] X [0, 2].

6. ([ xyds,S éaregido triangular com vértices (1,0,0),(0,2,0)
e (0,0,2).



1.

12.

I, yzdS,S éaparte do plano x + y + z =1 que esta no primeiro
octante.

(I, ydS, S ¢ a superficie z =27 +y"),0<x<1,0<sy=]

l¢ yzdS,S¢€a superficie com equagoes paramétricas x = v,
y=usenv,z= ucosv,0<u<1,0=<vsma/?2

s V1 + x4 y* dS, S é o helicoide com equagao vetorial
ru,v) =ucosvi+usenvj+vk,0<us<1,0<SUST

(] x*7dS, S é a parte do cone z° = x> + y “que estd entre 08 plé
nos zZ = | ez = 3

|l<2dS, S é a superficie x = y + 272.0<y< 1.0<z<|



i3

14.

5.

16.

17.

[f5 ydS.S é a parte do paraboloide y = x° + 2 que est4 den,
do cilindro X* + 72 = 4

J]'S y2 ds, S é a parte da esfera X+ y2 +77=4 que esti dentro
do cilindro x* + y* = 1 e acima do plano xy

's (x’z + y’2) dS, S é 0 hemisfério x* + ¥y + 7= 4,7 >0

IJ¢ xz dS, S € a fronteira da regido delimitada pelo cilindro
y+7'= 9epelosplanosx =0ex+y=>5

.Us (z+x }’) ds, S € a parte do cilindro y2 +7=1 que estd entre
0s planos x = 0 e x = 3 no primeiro octante

[Is &+ y* + %) dS, S é a parte do cilindro x* + y* = 9 enl®
0s planos z = 0 e z = 2, juntamente com os discos do fundo

e do topo
/




19.30 Calcule a integral de superficie || F - dS para o Campo vess
alFe superficie orientada 3. Em outras palavras, determine o fluxa
4 Fatravés de S. Para superficies fechadas, use a orientagio positiva

(para fora).

0.

.

Fx,v,2) = Xy i + yzj + 2x Kk, § € a parte do paraboloide
. =4 — x’ — ¥ que estd acima do quadrado 0 = x = |,
(< y= 1,com orientagdo para cima,

F(x,y,2) = yi + xj + 2’ k, § € 0 helicoide do Exercicio 10 com
orientagdo para cima.

F(x,y,2) = xz¢'i — xze'j + 2k, S é a parte do plano
x+y+ z = 1 no primeiro octante, com orientagdo para baixo.

Ve+y

Fx,y,z) = xi +yj + 2 k, S é a parte do cone 2=
abaixo do plano z = 1, com orientagdo para baixo.



. F(I.,V'Z) =xli +yj g zk,Séaesferax2+).2+:::q

w, Fx,y,2) = ~y i+ xJ + 32k, § € o hemisfério
;= J16 — x*—y*,y =0, com orientagio para cima.

%, F(x,y,2) = yJ — 2k, S € formada pelo paraboloide y = 4 + .
Osyslepelocfrculox2+z2s1,y=1. #

% F(x,y,2) = xy i+ 4x j + yz k, 5 € a superficie z = ¢,
0<x=<1,0=<y=1,com orientagdo para cima.

1 Fx,y,z) = xi+ 2yj + 3z Kk, S € o cubo com vértices
(21 x1.%1).

8. F(x,y,z) = xi + yj + 5k, S é a fronteira da regido delimitada
pelo cilindro x* + z° = 1epelosplanosy=0ex+y=2.

¥ Fx,y,2)=x"i+yj+ zzk,Séafronteiradosemicilindrosé-
lido0<z<+v1—y*,0<x=<2.

0 Fx,y,z)=yi+@—yj+t xk,Séasuperficiedowme&O

~ com vértices (0, 0, 0), (1,0,0),(0,1,0)¢ 0,0.1)




O TEOREMA DE STOKES

O Teorema de Stokes pode ser visto como uma versao em dimensao maior do Teorema de
Green. Enquanto o Teorema de Green relaciona uma integral dupla sobre uma regido plana
D com uma integral de linha em torno de sua curva fronteira plana, o Teorema de Stokes
relaciona uma integral de superficie sobre uma superficie S com uma integral em torno da
curva fronteira S (que é uma curva no espago). A Figura 1 mostra uma superficie orien-
tada com seu vetor normal unitdrio n. A orientagdo de S induz a orientacéo positiva da
curva fronteira C mostrada na figura. Isso significa que, se vocé andar na diregao posi-
tiva ao redor da curva C com sua cabec¢a na dire¢do e sentido de n, entdo a superficie es-
tard sempre a sua esquerda.

TEOREMA DE STOKES Seja S uma superficie orientada, lisa por partes, cuja fronteira €
formada por uma curva C fechada, simples, lisa por partes, com orientagdo positiva.
Seja F um campo vetorial cujas componentes tém derivadas parciais continuas em
uma regido aberta de R’ que contém S. Entdo

[F-dr= ([ rotF-dS
S




Z



Como

J‘C F-dr= J'C F-Tds e H rot F - dS = “ rot F - n dS
| S S

o Teorema de Stokes nos diz que a integral de linha em torno da curva fronteira de S da
componente tangencial de F € igual a integral de superficie da componente normal do ro-
tacional de F.

A curva fronteira orientada positivamente da superficie orientada S € com frequéncia
denotada por dS, de modo que o Teorema de Stokes pode ser escrito como

I J]‘rotF-dS= sedl ~dE

S

Existe uma analogia entre o Teorema de Stokes, o de Green e o Teorema Fundamental do
Cilculo. Como anteriormente, existe uma integral envolvendo derivadas do lado esquerdo

da Equagao 1 (lembre-se de que o rot F é uma espécie de derivada de F) e do lado direito,
envolvendo valores de F calculados somente na fronteira de S.



De fato, no caso especial em que a superficie S € plana e pertence ao plano xy, com

orientacdo para cima, o vetor normal unitario é k, a integral de superficie se transforma em

uma integral dupla, e o Teorema de Stokes fica
J'CF-dr = throtF-dS = _[f(rotF) -k dA
S S

Esta é precisamente a forma vetorial do Teorema de Green dada pela Equacao 16.5.12. Entio
vemos que o Teorema de Green €, na verdade, um caso especial do Teorema de Stokes.
Apesar de o Teorema de Stokes ser muito dificil de demonstrar no caso geral, podemos

fazer uma demonstracdo quando S for um gréfico e F, S e C forem bem comportados.

DEMONSTRACAO DE UM CASO ESPECIAL DO TEOREMA DE STOKES Admitiremos que a equagao de S seja z = g(x,y),
(x,y) € D, onde g tem derivadas parciais de segunda ordem continuas, e que D seja uma re-
gido plana simples cuja curva fronteira C, corresponde a C. Se a orientagao de S for para
cima, entdio a orientacdo positiva de C corresponde a orientagd@o positiva de C, (vejaa
Figura 2). Foi-nos dado que F = Pi + Q j + R k e que as derivadas parciais de P,Qe

R sdo continuas.






+ R
dz Ox dx dy dz ox oy dx dy

B d,._‘f[( £ 90 % R &z R % i 9z )

9P
_(_+3P8z+8Raz+aRaz 3z )]dA
dy dz dy dy ox 9z oy ax ay dx

Quatro dos termos da integral dupla se cancelam, e os seis restantes podem ser rearranja-
dos para que coincidam com o lado direito da Equagéo 2. Portanto

[oF-dr=[[rotF-dS =
S

EXEMPLO I Calcule j'c F - dr,onde F(x,y,z) = -y U o3 B e *k e C é a curva da inter-
seccao do plano y + z = 2 com o cilindro x>+ y* = 1. (Oriente C no sentido anti-horario

quando visto de cima.)
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50LU(A0 A curva C (uma elipse) estd mostrada na Figura 3. Apesar de | c F. - dr poder ser ¢y,
culada diretamente, € mais simples usar o Teorema de Stokes. Vamos inicialmente cacy]y

i J k
0 d
rot F = : =(1+2yk
o dy. 02
2 2
al  x z

Apesar de existirem muitas superficies com fronteira C, a escolha mais conveniente € are-
gido eliptica S no plano y + z = 2 cuja fronteira é C. Se orientarmos S para cima, entio a
orientagio induzida em C serd positiva. A projegdo D de S sobre o plano xy € o disco
x*+ y*< 1, e assim, usando a Equagdo 16.7.10 com z = g(x, y) = 2 — Y, temos

.‘.cF‘dl'=JrotF-dS=ﬂ(l + 2y) dA

S D
("2

= |7 [ (1 + 2rsen ) rdr dé

»

- 2 3 "

2n | T r (2 2 d0

Jo | +2—Sen0] dO—IO ('2+3sen0)
2 3 0

=l?(2‘"’)+0=7r

.
-



EXEMPLO 2 Use o Teorema de Stokes para calcular a integral Jj srot F - dS, onde
F(x.y,z) =xzi+yz)+xy k e S é a parte da esfera X+ y2 +72=4 que esta dentro do

cilindro x* + y* = 1 e acima do plano xy (veja a Figura 4).

. R, YL T Ay 2l
s0LUCA0 Para achar a curva fronteira C, resolvemos as equagoes x +y'+z=4ex +y=1
Subtraindo, obtemos z° = 3 e, assim, z = V3 (uma vez que z > 0). Entao C € a circunferén-

cia dada pelas equagdes x* + y* = 1,z = V3. A equagdo vetorial de C é
r(t)=costi+sentj+«/§k O0<t<2m

¢ r'(t)y = —senti+ costj

Temos também

F(r(t))=x/§costi+\/§sentj + cos tsentk






F(r(?)) = /3 cos ti +\/§sentj + costsentk

Portanto, pelo Teorema de Stokes,

[JotF-dS = [ F-dr = [ Fe@) - r'() de
S
= ﬁ" (—V3 cos t sen ¢t + V3 sen ¢ cos ?) dt

=V3 [ 0dt=0



cional. Suponha que C seja uma curva fechada orienta
cidade de um fluido. Considere a mtegnl dechnln >

e lembre-sedequev- Téa componente de-
significa que, quanto mais proxims




—

B4 rot v(P,) - n(P,) = lim L J’C v de
a—0 77_a2 a

A Equacao 4 fornece a relagio entre o rotacional e a circula¢do. Ela mostra que rot v - 1
¢ a medida do efeito da rotagdo do fluido em torno do eixo n. O efeito de girar é maior en
um eixo paralelo a rot v.

Finalmente, mencionamos que o Teorema de Stokes pode ser usado para demonstrar ¢
Teorema 16.5.4 (que afirma que, se rot F = 0 sobre R’, entéo F é conservativo). De nosso
trabalho prévio (Teoremas 16.3.3 e 16.3.4), sabemos que F € conservativo se [ .F - dr = 0
para todo caminho fechado C. Dado C, suponha que possamos achar uma superficie orien-
tada S cuja fronteira seja C (isso pode ser feito, mas a demonstragao requer técnicas avan-
cadas). Entdo o Teorema de Stokes fornece

fCF-dr=jj’rotF-dS=fsfo.ds=o

Uma curva que nao seja simples pode ser quebrada em diversas curva.s s:mpl.es e as inte-
ais ao longo dessas curvas simples sdo todas 0. Somando essas integrais, obtemos
grai

- dr = alquer curva fechada C.
[.F - dr = 0 para qualq



2-6 Use o Teorema de Stokes para calcular ([, curl F - dS.

2.

F(x,y,z) =2ycoszi+ ¢ senzj+ xe'k, S é o hemisfério
X'+ y*+ 72=9,z= 0, orientado para cima

F(x,y,z) = X7 i + y'Z'j + xyz k, S é a parte do paraboloide
z = x* + y’ que est4 dentro do cilindro x* + y* = 4, orientado
para cima

F(x,y,z) = x2y3z i +sen(xyz) j + xyz k, S € a parte do cone
y' = X’ + 7’ que est4 entre os planos y = 0 e y = 3, orientado na
direcdo positiva do eixo y

F(x,y,z) = xyzi + xy j + Xyz k, S é formada pelo topo e
pelos quatro lados (mas néo pelo fundo) do cubo com vértices
(£1, =1, £1), com orientagdo para fora. [Sugestdo: use a
Equacao 3.]

F(x,y,2) =€ cos zi + xzzj + xy k, S é o hemisfério
x = V1 — y? — Z orientado na diregdo positiva do eixo x [Su-
gestdo: use a Equacio 3.]




7-10 Use o Teorema de Stokes para calcular | .F - dr. Em cada caso,
C é orientada no sentido anti-horario quando vista de cima.

7. F(x,y,2)=@x+y)i+ @ +2)j+ (z+x)k,Céo tridngulo
com vértices (1,0,0),(0,1,0)e (0,0, 1).

8. F(x,y,z) =e i+ ¢€j+ ek,Céa fronteira da parte do plano
2x + y + 2z = 2 no primeiro octante

9. F(x,y,2 =yzi+ 2xzj + e’ k, C é a circunferéncia
2  JC W
x+y =16,z =5

10. F(x,y,2) =xyi1+ 2zj+ 3yk,Céacurvade intersec¢ao do
plano x + z = Se docilindro x* + y* = 9



I1. (a) Use o Teorema de Stokes para calcular |.F - dr, onde
F(x,y,2) = xzi+ xyzj + 7’k

e C é a curva da intersecgao do planox + y + z =1 com o
cilindro x* + y* = 9 com orientagio no sentido anti-horario
quando visto de cima.

(b) Trace o grafico do plano e do cilindro com dominios esco-
lhidos de forma a ver a curva C e a superficie que vocé usou
na parte (a).

(c) Determine as equagdes paramétricas para C e use-as para tra-
car o grafico de C.



13-15 Verifique que o Teorema de Stokes € verdadeiro para o campo

vetorial dado F e a superficie S.

13. F(x,y,2) = yzi R 7k, S é a parte do paraboloide
z = x"+ y’que est4 acima do plano z = 1, orientado para cima.

14. F(x,y,2)=xi+yj+xyzk,S€apartedoplano2x + y + z=2
que esta no primeiro octante, orientada para cima.

I5. F(x,y,2) =yi+zj+ xk,Séo hemisfério x’ + y* + 7 = 1,
y = 0, orientado na direc¢do positiva do eixo y.



O TEOREMA DO DIVERGENTE

Na Se¢ao 16.5, reescrevemos o Teorema de Green na versio vetorial
JcF-mds = || div F(x,y) dA
D

onde C € a curva fronteira da regido do plano D, orientada positivamente. Se quisermos
estender esse teorema para campos vetoriais em R’, podemos conjecturar que

' ﬂF'“ds“mdivF(x,y.z)dv

onde S é a superficie fronteira da regiao s6lida E. A Equagdo 1 ¢ verdadeira sob hip6-
teses apropriadas e é chamada Teorema do Divergente. Observe sua semelhanga com



" TEOREMA DO DIVERGENTE Seja E uma regido s6lida simples e seja S a superficie fron-
teira de E, orientada positivamente (para fora). Seja F um campo vetorial cujas fun-
¢oes componentes tenham derivadas parciais continuas em uma regido aberta que

contenha E. Entao
[ F-as = {[[ divFav
s E

Portanto, o Teorema do Divergente afirma que, sob as condi¢des dadas, o fluxo de F
pela superficie fronteira de E ¢ igual a integral tripla do divergente de F em E.

DEMONSTRACO Seja F = Pi + Q j + R k. Entiio

divF = — + BQ e
0x ady 0z
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EXEMPLO 2 Calcule || F - dS, onde
S

F(x,y,z) = xyi+  + e“"z)j + sen (xy) Kk

e S é a superficie da regidao E limitada pelo cilindro parabélicoz = 1 — xe pelos planos
z=0,y=0ey+ z=2(vejaaFigura2).

50RO Seria extremamente dificil calcular a integral da superficie dada diretamente (teria-
mos de calcular quatro integrais de superficies correspondentes as quatro partes de S).
Além disso, o divergente de F é muito menos complicado que o proprio F:

: d d ' d
divF = —(xy) + —(y2+ ezz) + —(senxy) =y + 2y = 3y
ox ady 0z
Portanto, usamos o Teorema do Divergente para transformar a integral da superficie dada

em uma integral tripla. O modo mais fécil de calcular a integral tripla é escrever E como
uma regiao do tipo 3:






T ——— o ——

em uma mtegral tripla. O modo mais ficil de calcular a integral tripla € escrever E como
uma regiao do tipo 3:

E={xy.9l-1=x=1L0=z=1—-3,0=y=2—7}
Assim, temos
[[F-as=([[divFdv= J]]' 3y dV
S E

‘l".l" D

[Fydyaea-sf [ QY

=3 f'

L do

dz dx

de=—1 [ [(®+1) -8

- o Iea 2 — 32
== [_ 2)

0

.

1 2
= — [0+ + 37 - =



li:n'tfl(). a sl;pcrffcie fronteirade E€S =S, U S, e sua normal n € dada por n = —n_ sobr
S en = n. sobre S. (veja a Figura 3). Aplicando 0 Teorema do Divergente a S, obtemos
g - 2

7] m'dideV=JF-dS=J:fF-ndS

E S S

= ([F-(-n)dS+ [[F-n,ds

_([Beds+ [[F-as

Vamos aplicar isso ao campo elétrico (veja o Exemplo 5 na Sec¢édo 16.1):

E(x) = ﬂ X
x|’

onde §, ¢ uma pequena esfera com raio a e centro na origem. Vocé pode verificar que
div E = 0 (veja o Exercicio 23). Portanto, da Equagdo 7 vem

J;J'E-d8=fsjE-ds+ffjdivEdv=ffE-ds=ﬂE-nds



O ponto m}portante nesse calculo € que podemos calcular a integral de superficie sobre §
porque S, € uma esfera. O vetor normal em x é x/ Ix|. Portanto, '

E-n= ﬂx(i): ﬂX'X= eQ _ eQ

3
x| x|

ja que a equagdo de S, € |x| = a. Assim, temos

[[E-ds=[[E-nas= 22 [[as

5 a

= _EQ_ A(S) = &0 dma = dweQ
a2 02

xo elétrico de E é 4meQ através de qualquer superficie fechada §, que

Isso mostra que o flu da Lei de Gauss (Equagao 16.7.11) para uma

contenha a origem. [Esse € um caso especng!



N

= T T e
Outra aplicacao do Te

orema do Divergente aparece no escoamento de fluidos. Seja
v(x,y, z) o campo de velocidade de um fluido com densidade constante p. Entdo, a vazio

do fluido por unidade de édrea é F = pv. Se P (x,, y,, z,) € um ponto no fluido ¢ B, € uma
bola com centro em P, e raio muito pequeno a, entdo div F(P) = div F(FP) para todos 0s

pontos de B_, uma vez que div F € continuo. Aproximamos o fluxo sobre a fronteira esfé-
rica S como segue:

([ ¥ - as = [[] divEdv= [[] divFP)dV = divFE)VB)
Sa B, B,

Essa aproximagao se torna melhor 4 medida que a — 0 e sugere que

1
1 =lim — || F-dS
8 div F(P,) = lim e js j
A Equagdo 8 nos diz que div F(P) ¢é a vazao t.otal por unidade de volume g::l sai de
P (essa é a razdo para 0 nome divergente).. Se div F(P) > 0.0 ma:c:lm dse;;:
dg P é para forae P € chamado fonte. Se div F(P) < 0, 0 escoamento perto

denominado sorvedouro. : .
para dentro e P ¢ o A marece que 0s vetores que terminam proximo de
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I-4 Verifique que o Teorema do Divergente é verdadeiro para o
campo vetorial F na regido E.

l. F(x,y,2) =3xi+ xyj + 2xz k, E € o cubo limitado pelos pla-
nosx=0,x=1,y=0,y=1,z=0ez=1

L F(x,y,2) = x"i + xy j + z k, E é 0 s6lido delimitado pelo para-
boloide z = 4 — x* — y%e pelo plano xy



3. F(x,y.2) = xyi+ yzj + zxk, E é o cilindro sélido x* + y* < 1,

Ossz=<1

4. F(x,y,z) =xi+yj+ zk, Eéabolaunitiriax’+y +z <1

5-15 Use o Teorema do Divergente para calcular a integral de su-
perficie ([ F - dS; ou seja, calcule o fluxo de F através de S.



F(x,y,z) =¢'senyi+ e cosyj+ yz2 K, S é a superficie da
caixa delimitada pelos planos x = 0,x=1,y=0,y=1,z=0
ez=2

F(x,y,2) = X7 i+ 2xyz’ j + x7" k, S é a superficie da caixa de
vértices (1, £2, *3)

F(x,y,z) = 3xy’i + x¢° j + 'k, § é a superficie do sélido deli-
mitado pelo cilindro y* + 7= lepelosplanosx = —1ex = 2

F(x,y,2) = xyi—xy'j — x'yzk, S é a superficie do sélido de-
limitado pelo hiperboloide X+ y'— 22 =1 e pelos planos
2= —-2ez=2

F(x,y,z) = xysen zi + cos(xz) j + y cos z Kk, § € o elipsoide
la* + y'Ib’ + Zlct =1



12.

13.

14.

F(x,y,z) =x"yi+ xy’j + 2xyz k, S é a superficie do tetraedro
limitado pelos planos x =0,y =0,z=0ex + 2y + z =2

F(x,y,2) = (cos z + xy’)i + xe “j + (seny + x’2) k, S é a su-
perficie do sélido limitado pelo paraboloide z = x*+ y’ e pelo
plano z = 4

Fx,y,2) =xi—x7j+ 4xy’zk,Sé a superficie do sélido li-
mitado pelo cilindro X+y'=1lepelosplanosz=x+2ez=0

Fx,y,2) = 4’z i + 4y3 ¥ J=+ 3z' Kk, S é a esfera com centro na
origem e raio R

F =r/|r|,onde r = xi+ yj+ zk, S consiste do hemisfério
z=v1 — x¥*—y*edodisco x’ + y* < 1 no plano xy

F(x,y,z) = €'tgzi+ yv3 — x*j + xsen yk, S é a superficie do
s6lido que estd acima do plano xy e abaixo da superficie

z=2-x'—-y,-lsxsl,-1sys|




16.

17.

Use um sistema de computacdo algébrica para tracar 0 campo
vetorial F(x, y, z) = sen x cos’yi + sen’y cos'zj + sen’z cos'x k
no cubo obtido cortando o primeiro octante pelos planos x = 7/2,
y = m/2 e z = /2. Em seguida, calcule o fluxo através da su-
perficie do cubo.

Use o Teorema do Divergente para calcular ([ F - dS, onde
F(x,y,2) = Zxi+ (';y3 18 7)1+ (x’z +y2) k e S € a metade
de cima da esferax’ + y* + z° = 1. [Sugestdo: observe que S nao
¢ uma superficie fechada. Calcule primeiro as integrais sobre S,
e §,, onde §, € o circulo X+ y2 < ], orientado para baixo, e
S, =4S ]

Seja F(x,y,2) = 2 tg—l (yz) i+ 7 In(x* + 1) j + z k. Determine
o fluxo de F através da parte do paraboloide x* + y* + 7 = 2 que
esta acima do plano z = 1 e estd orientada para baixo.



24. Use o Teorema do Divergente para calcular ([ (2x + 2y + z') dS
onde S ¢ a esfera x” + y2 + 7' =1,

25-30 Demonstre cada identidade, supondo que S e E satisfagam as
condigdes do Teorema do Divergente e que as fungdes escalares e as

componentes dos campos vetoriais tenham derivadas parciais de se-
gunda ordem continuas.

25, JJ a-'ndS = 0,onde a ¢ um vetor constante
\)

26. V(E) =-f; ﬂF-dS,ondeF(x.y.z) =xi+yj+zk
S

27. ([ rotF-ds =0

LA

)

2. [ D, fas = (| Vrav

L

A

29. {[(fVg) mas = ([[(fVg + Vf+ Vg)av
) E

30. [[(fVg - gVf) mas = ([[(fV - g¥’)av
A K
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