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116.3 TEOREMA FUNDAMENTAL DAS INTEGRAIS DE LINHA

Lembre-se, da Secdo 5.3, no Volume I, que a Parte 2 do Teorema Fundamental do Célculo
pode ser escrita como

i [! F'(x) dx = F(b) — F(a)

onde F é continua em [a, b]. A Equagdo 1 também € chamada Teorema da Variagao Total:
a integral da taxa de variacdo € a variagao total.

Se consideramos o vetor gradiente Vfde uma funcdo f de duas ou trés varidveis como
uma espécie de derivada de f, entdo o teorema seguinte pode ser considerado uma versao
do Teorema Fundamental do Calculo para as integrais de linha.

2 | TEOREMA Seja C uma curva lisa dada pela fungdo vetorial r(f), a <t < b. Seja

fuma fungdo diferencidvel de duas ou trés varidveis cujo vetor gradiente Vf € con-
tinuo em C. Entao

[ Vf- dr = £ (e(b)) — £ (x(a))




[085] O Teorema 2 nos diz que podemos calcular a integral de linha de um campo ve-
torial conservativo (o0 campo vetorial gradiente da fungao potencial f) sabendo apenas o
valor de f nas extremidades de C. De fato, 0 Teorema 2 diz que a integral de linha de Vf¢
a variacio total de f. Se f € uma funcao de duas variaveis e C,uma curva plana com inicio
em A(x,, y,) € término em B(x,,y,), como na Figura 1, o Teorema 2 fica

ij Vf dr =f(x2’y2) —f(xp)’,)

Se f é uma fungdo de trés variaveis € C, uma curva espacial ligando o ponto A(x,, ¥, Z,)
ao ponto B(x,, y,, Z,), entao temos

jc Vf. dr =f(x29y2’ zz) —f(x]’yl’zl)

Vejamos agora a demonstragio do Teorema 2 para este caso.
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F = Vf,onde
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FIGURA 2

Uma curva fechada

C;

.[ (.'Vf rdr = J.szf - dr

sempre que Vf for continua. Em outras palavras, a integral de linha de um campo vetorig|
conservativo depende somente das extremidades da curva.

Em geral, se F for um campo vetorial continuo com dominio D, dizemos que a inte-
gral de linha [ F - dr € independente do caminho se | & F-dr= | & F - dr para quais-
quer dois caminhos C, e C, em D que tenham 0s mesmos pontos iniciais e finais. Com essa
terminologia, podemos dnzer que as integrais de linha de campos vetoriais conservativos
sdo independentes do caminho.

Uma curva ¢ dita fechada se seu ponto final coincide com seu ponto inicial, ou seja,
r(b) = r(a) (veja a Figura 2). Se |  F - dr € independente do caminho em D ¢ C € uma
curva fechada em D, podemos escolher quaisquer dois pontos A e B sobre C e olhar C
como composta por um caminho C, de A a B seguido de um caminho C, de B a A (vejaa
Figura 3). Entéo,

[cF-dr=[ F-dr+ [ F-dr=[ F-dr—[ F-dr=0

Jaque C, e —C, tém os mesmos pontos inicial e final.
Por outro lado, se € verdade que [ . F - dr = 0 sempre que C for um caminho fechado
em D, podemos demonstrar a independéncia do caminho da seguinte forma. Tome quais-

quer dois caminhos C, e C, de A a B em D e defina C como a curva constituida por C, se-
guida por —C,. Entio,

0= [(F-dr= [ Fode+ [ Fde= [, F-de— [, F-a

e o, F-dr=[_F-dr.Assim,demonstramos o seguinte teorema:



—_—

3| TEOREMA [.F - dr ¢ independente do caminho em D se e somente se
[ .F - dr = 0 para todo caminho fechado C em D.

Como sabemos que a integral de linha de qualquer campo vetorial conservativo F
é independente do caminho, segue que [ . F - dr = 0 para qualquer caminho fechado. A
interpretacao fisica € que o trabalho realizado por qualquer campo de for¢a conservativo
(tal como o campo gravitacional ou o campo elétrico da Sec¢ao 16.1) para mover um ob-
jeto ao redor de um caminho fechado € 0.

O teorema a seguir fala que fodos os campos vetoriais independentes do caminho séo
conservativos. Ele foi enunciado e demonstrado para curvas planas, mas existe uma ver-
sao espacial desse teorema. Admita que D seja aberto, o que significa que para todo ponto
P em D existird uma bola aberta com centro em P inteiramente contida em D. (Portanto,
D ndo tem nenhum ponto de sua fronteira.) Além disso, admita que D seja conexo. Isso

significa que quaisquer dois pontos de D poderao ser ligados por um caminho inteira-
mente contido em D.



4 | TEOREMA Suponha que F seja um campo vetorial continuo sobre uma regido
aberta conexa D. Se [ F - dr for independente do caminho em D, entéo F € um
campo vetorial conservativo, ou seja, existe uma fungao f tal que Vf = F.

DEMONSTRACAO Seja A(a, b) um ponto fixo em D. Vamos construir a fungao potencial f dese-
jada definindo

fey) = [o) F-dr
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> | TEOREMA Se F(x,y) = P(x,y)i + Q(x,y) j é um campo vetorial conservativo,
onde P e Q t€m derivadas parciais de primeira ordem continuas em um dominio D,
entdao em todos os pontos de D temos

P _ aQ

dy Ox

A reciproca do Teorema 5 s6 € verdadeira para um tipo especial de regiao. Para expli-
car isso, precisamos do conceito de curva simples, que € uma curva que ndo se autoin-

tercepta em nenhum ponto entre as extremidades. [Veja a Figura 6; r(a) = r(b) para uma
curva fechada simples, mas r(z,) # r(t,) quandoa <t <t,<b.]
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F = Pi + Q j um campo vetorial sobre uma regiao D aberta ¢

6 | TEOREMA Seja
Ll ) =~
ha que P e Q tenham derivadas parciais de primeira

simplesmente conexa. Supon
ordem continuas € que
?f = @ emD
ay 0x

Entio F é conservativo.

EXEMPLO 2 Determine se o campo vetorial
Fix,y) =(x—y)i+(x—2)]
¢ ou ndo conservativo.
50LUCA0 Seja P(x,y) = x — ye Q(x,y) = x — 2. Entao
s o
dy dx

Como dP/dy # dQ/dx, pelo Teorema 5, F ndo € conservativo.



EXEMPLO 3 Determine se o campo vetorial

F(x,y) =3 + 2xy)i + (xz— 3y2)j
¢ ou ndo conservativo.

50LUA0 Seja P(x,y) = 3 + 2xy e Q(x, y) = x* — 3y*. Entdo

ay 0x

Além disso, o dominio de F ¢ o plano inteiro (D = Rz) que € aberto e simplesmente co-
nexo. Portanto, podemos aplicar o Teorema 6 e concluir que F € conservativo. -



No Exemplo 3, o Teorema 6 diz que F € conservativo, mas nao mostra como encop-
trar a funcdo (potencial) f tal que F = Vf. A demonstracao do Teorema 4 da indicios de
como encontrar f, utilizando “integragdo parcial”, como no exemplo a seguir.

EXEMPLO 4
(a)Se F(x,y) = (3 + 2xy) i + (x" — 3y’) j, determine uma funcdo ftal que F = V/.
(b) Calcule a integral de linha | . F - dr, onde C € a curva dada por

r(t) = e'senti+ e'costj, 0<t=<am.



EXEMPLO 5 Se F(x,y,2) = y’i + (2xy + %) j + 3ye™k, determine uma fungdo

S0LUCAO Se existe tal fungao f, entdo
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fxy.2) = 20y + gy, )

e, comparando com (12), vem

9,0,2) =€"

Entdo, g(y, z) = ye" + h(z) e reescrevemos (14) como

fx,y,2) =xy"+ ye* + h(2)

Finalmente, derivando em relag@o a z e comparando com (13), obtemos h'(z) = 0 e, por-
tanto, 4(z) = K, uma constante. A fun¢do desejada é

f&x,y,2) = xyz-l- ye3‘ S o s

-

E fécil verificar que Vf=F.



CONSERVACAO DE ENERGIA

e ———

Vamos aplicar as ideias deste capitulo a um campo de forcas continuo F que move um oh.
jeto ao longo de uma trajetéria C dada por r(#),a < t < b, onde r(a) = A é o ponto iniciy] ¢
r(h) = B é o ponto final de C. Pela Segunda Lei do Movimento de Newton (Veja a Segiio
13.4), a for¢a F(r(r)) em um ponto de C esta relacionada com a aceleragdo a(f) = r'()
pela equacgao

F(r(®)) = mr"(¢)

Assim o trabalho realizado pela forga sobre o objeto é

W=[.F-dr=[ Fa®) r'@d=[" m'@- road

e i J.: i [r' @®-r ()] dt (Teorema 13.2.3, Férmula 4)
2 t

m o d b :
3 ; fa i |l"(t)|2dt ey [ll"(t)IZ]a (Teorema Fundamental do Célculo)
d 2



= " (ir'e) - Ir'@l]

2

Portanto,

3 W =12m lv(b)|* — lzm Iv(a)|’

bl

onde v = r’ € a velocidade.

A quantidade 12 m |v(1)|°, ou seja, a metade da massa multiplicada pelo quadrado da
velocidade escalar, € chamada energia cinética do objeto. Portanto, podemos reescrever
a Equacao 15 como

16 W= K(B) — K(A)

que diz que o trabalho realizado pelo campo de forgas ao longo do caminho C ¢ igual V&
riagdo da energia cinética nas extremidades de C.

Agora vamos admitir que F seja um campo de forgas conservativo; ou seja, podem®
escrever F = Vf . Em fisica, a energia potencial de um objeto no ponto (x, Y. ) € defi



nida como P(x, y, 7) = —f(x,y,2),etemos F = —yp. Entiio, pelo Teorema 2, temos

W= [ F-dr=~[_ VP-dr=~[P(b)) - Pirca))] = PtA) - P(B)

Comparando essa equacdo com a Equagio 16, vemos que
P(A) + K(A) = P(B) + K(B)

que diz que, se um objeto se move de um ponto A para outro B sob a influéncia de um
campo de forcas conservativo, entdo a soma de sua energia potencial ¢ sua energia ciné-
tica permanece constante. Essa € a chamada Lei de Conservagio de Energia ¢ ¢ a razio

pela qual o campo vetorial é denominado conservativo.



1.10 Determine se F € ou nao um campo vetorial conservativo. Se
for, determine uma fungdo f tal que F = Vf.

. Fx,y) = (2x — 3y)i+ (—3x+4y—28)j

& Fx,y)=¢€ cosyi+e senyj

5. F(x,y)= € senyi+ecosy]

6 Fr,y)=(3x"—2y)i+ dxy+3)j

1. Flx,y)= (ye'+ seny)i+ (¢' + xcosy)j

8. F(x,y) = (xycosxy + senxy)i + (x2 cos xy) J

9. F(r,y)=(Iny + 207 i + Bxy’ + x/y) j

0. F(x,y) = (xy cosh xy + senh xy) i + (x* cosh xy) j




12-18 (a) Determine uma ﬁmglofﬂlwr A‘"f"
(a) para calcular [ F - drsobmamc

?\n.
12. F(x,y) = x’i+y’.,,¢¢Q n
880 < MEg ‘. ﬂ' is pomia
13. F(x, H%
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19-20 Mostre que a integral de linha é independente do caminho e
calcule a integral.

19. fCZx sen y dx + (x° COS y — 3y2) dy,
C € qualquer caminho de (—1,0) a (5, 1)

20. [.(2y°— 12Xy dx + (4xy — 9x*?) dy,
C € qualquer caminho de (1, 1) a (3, 2)

21-22 Determine o trabalho realizado pelo campo de for¢a F ao
mover um objeto de P a Q.

21. F(x,y) =2y"i+3x/yj;  P1,1),002,4)

22. F(x,y) —— e—yi - xe—yj; P(]’ 1)9 Q(Z,O)




29-32 Determine se o conjunto dado € ou ndo: (a) aberto, (b) conexo
e (¢) simplesmente conexo.

29. {(x,y)|x>0,y>0} 30. {(x,y)|x # 0}
3. {(x, )1 <X’ +y*< 4}

32. {(x,y)|x2+ yZS loud < x* + yZS 9}

33. SejaF(x,y) = 21+ XJ
b 4 +y2

(a) Mostre que dP/dy = 9Q/ox.
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TEOREMA DE GREEN Seja C uma curva plana simples, fechada, continua por trechos,
orientada positivamente, e seja D a regido delimitada por C. Se P e Q tém derivadas
parciais de primeira ordem continuas sobre uma regiao aberta que contenha D, entao

fepas+ody=[f(%2 - Z)an
D \odx ady

Obs:| A notagdo
§ Pdx+Qdy ou  $.Pdx+Qdy

é usada algumas vezes para indicar que a integral de linha € calculada usando-se a orien-
tacdo positiva da curva fechada C. Outra notagdo para a orienta¢ao positiva da curva fron-

Fa | e el B v ian i e . i .



tal do Célculo o] y

= .xﬂr < '




EXEMPLO | Calcule J’(, dx + xy dy, onde C € a curva triangular constituida pelos seg-
mentos de reta de (0,0) a (1,0),de (1,0)a (0, 1) e de (0, 1) a (0, 0).

S0LUCA0 Apesar de essa integral poder ser calculada pelos métodos usuais da Se¢do 162,
1sto envolveria o cdlculo de trés integrais separadas sobre os trés lados do tridngulo. Em
vez disso, vamos usar o Teorema de Green. Observe que a regido D englobada por C ¢
simples e que C tem orientagdo positiva (veja a Figura 4). Se tomarmos P ) =y
e O(x, y) = xy, entdo teremos

Jodtar+yay = ff

D

9Q 9P

Jaa= [0 -0aa
ox  dy

=L a4 - o

= g e 0






EXEMPLO 2 Calcule §C(3y — e ) dx + (7x + Vy* + 1) dy, onde C é o circulo x* + =9

S0LUCA0 A regido D delimitada por C é o circulo x* + y* < 9, entdio vamos mudar para coor-
denadas polares depois de aplicar o Teorema de Green:

§. Gy — ™ dx + (Tx +Vy' + 1) dy

=ff[.i(7x+\/y_4-+—l)- i(sy-e'“‘>]dA
p Lox dy
= [ [*7—-3)rdrdo=4["db [ rdr=36m 0



Outra aplicac¢ao da dire¢@o inversa do Teorema de Green estd no célculo de dreas.
Como a drea de uma regido D € ([, 1 dA, desejamos escolher P e Q tais que

30 9P

— |

ox 0y

Existem varias possibilidades:

P(x,y) =0 P(x,y).= =Y P(x,y)=—=%y
Ox,y) = x O(x,y) =0 Ox,y) = 3x

Assim. o Teorema de Green dé as seguintes férmulas para a drea de D:

E A=§’dey=—§cydx=';§cxdy—ydx




2 2
EXEMPLO 3 Determine a area delimitada pela elipse 2 LA

2 2
a b
S0LUCRO A elipse tem equagOes paramétricas x = a cos tey = b sen t,onde 0 < 1 = 2.
Usando a terceira férmula da Equagao 5 temos

A== [.xdy—ydx

2 4

nz" (a cos t)(b cos t) dt — (b sen t)(—a sen t) dt

Apesar de termos demonstrado o Teorema de Green somente para O Easo p.articular
onde D é simples, podemos estendé-lo agora para o caso em que D é 'a unido finita de re-
gides simples. Por exemplo, se D € uma regido como 8 mostrada na anura 5, entdo pode-
mos escrever D = D, U D,, onde D, e D, sz‘i? ambas simples. A fronteirade D, € C, U C,
e a fronteirade D, € C, U (—C,). Assim, aplicando o Teorema de Greenem D, e D, sepa-

radamente, obtemos



, y*dx + 3xy dy,onde C ¢ a fronteira da regido semianular ) ¢y,

EXEMPLO 4 Calcule § L£2 :
Y+y=lex+y =4

tida no semiplano superior entre oS circulos

50LUCE0 Observe que, apesar de D nio ser simples, o eixo y a divide em duas regides sin.
ples (veja a Figura 7). Em coordenadas polares, podemos escrever

D={r0)l<r<20<0<m)

Portanto, o Teorema de Green fornece

by dx + 3xydy=ff[i<3xy) = i(yz)] dA
p Lox ay

— J'J'ydA = f;'ﬁ(rsen ) r dr df
D

= f:; sen 6 dO flzrz dr = [_COS 0]1(!)’ [_;_ r3]f *: _1_3&






EXEMPLO 5 Se F(x,y) = (—yi + x jJ(#* + y*), mostre que [F - dr = 27 para todo ca-
minho fechado simples que circunde a origem.

J0LUCA0 Como C € um caminho fechado arbitrdrio contendo a origem em seu interior, € di-
ficil calcular a integral dada diretamente. Vamos entiio considerar um circulo, percorrido
no sentido anti-hordrio C’ com centro na origem e raio a, onde o a escolhido é pequeno o
suficiente para que C’ esteja inteiramente contido em C (veja a Figura 10). Seja D a re-
giao limitada por C e C'. Entdo a orientagdo positiva da fronteiraé C U (—C') e, aplicando
a versao geral do Teorema de Green, temos

P+ Qay+ [ pax+oay=[[(% - L)aa
¥ p \dx  dy

=ﬂ[ AL A St ]dA=O
I (xz + y2)2 ( xz 4 y2)2

Portanto, [ Pdx+Qdy=[.Pdx+Qdy

ou seia. IcF'dr:J‘t‘lLdr






ou seja, fc F-dr= fc, F-dr

Agora podemos calcular facilmente essa iltima integral usando a parametrizacdo dada
porr(f) =acosti+asent}j,0=<t=< 2. Entao

fc F-dr= fc, F-dr= f;" F(r(r) - r'(¢) dt

L

2 J‘qu (—a sen t)(—asent) + (a cos t)(a cos 1) - J'zr 5 v Do

acos t+a SCﬂI



164 EXERCICIOS

I-4 Calcule a integral de linha por dois métodos: (a) diretamente e
(b) utilizando o Teorema de Green.

l. §C (x — y)dx + (x + y)dy, C € o circulo com centro na origem €
raio 2

2. §ny dx + x* dy, C é o retangulo com vértices (0,0), (3, 0),
(3,1D)e(,1)

3. §ny'dx + xzy3 dy, C é o triangulo com vértices (0,0), (1,0) e
(1,2)

4. §Cx dx + y dy, C consiste nos segmentos de reta de (0, 1) a (0, 0)
e de (0,0)a(1,0) e napardbolay =1 — x’de (1,0)a (0, 1)



5-10 Use o Teorema de Green para calcular a integral de linha ao
longo da curva dada com orientac@o positiva.

5. |.€ dx + 2xé’ dy, C é o quadrado de lados x = 0, x = 1,
y=0ey=1

6. [ .x"y'dx+ 4xy’dy,C éo tridngulo com vértices (0, 0), (1, 3),
e (0,3)

e b+ eﬁ) dx + (2x + cos y°) dy, C é a fronteira da regio en-
globada pelas parbolas y = x’e x = y°

8. f . xe Zdx + (x4 + 2x° y2) dy, C € a fronteira da regido entre os
circulos x° + y2= lex’+ y2= 4

9. .'Cy3dx e x3dy,Céocirculox2+ yz =4

10. :Cseny‘c_l‘x‘-‘i-Axcosydy,Céaelipsex2+xy +y' =1




11-14 Use o teorema de Green para calcular | .F - dr . (Verifique a

orientacao da curva antes de aplicar o teorema.)

12.

13.

14.

F(x,y) = (Vx + y', 8 + V),
C consiste no arco da curva y = sen xde (0,0) a (77,0) e no seg-
mento de reta (7r,0) a (0, 0)

F(x,y) = {(y° cos x,x’ + 2y sen x),
C é o triangulo de (0,0) a (2,6) a(2,0) a (0,0)

F(x,y) = (€' + x'y, € — xy),
C é a circunferéncia x° + y’ = 25, orientada no sentido horério

F(x,y) = (y — In(* + y%), 2 tg™" (v/x)),
C é a circunferéncia (x — 2)* + Oy — 3)* = 1, orientada no sen-
tido anti-horario



ROTACIONAL E DIVERGENTE

Nesta se¢ao, definiremos duas operagdes que podem ser realizadas com campos vetoriais
€ que sao essenciais nas aplicagdes de célculo vetorial em mecanica dos fluidos e em ele-
tricidade e magnetismo. Cada operagéo lembra uma derivagio, mas uma produz um campo
vetorial enquanto a outra gera um campo escalar.

ROTACIONAL

SeF = Pi+ Qj+ Rkéum campo vetorial em R’ e as derivadas parciais de P, Q e R exis-
tem, entdo o rotacional de F é o campo vetorial em R’ definido por

I rot F = (aR aQ)i'F(?f aR)j"'(aQ ap)k
dy dz dz ox dx dy




- o N
1t , Ty v Lo ol

radores. Introduziremos o operador diferencial vetori

—




Assim. o modo mais fécil de lembrar a Defini¢do 1 € pela expressao simbolica

2 rotF=V XF

EXEMPLO | Se F(x,y,2) = xzi + xyz j — ¥'k, determine o rotacional de F.

s0LUcA0 Usando a Equag@o 2, temos

i J k

rotF=VXF= 8 .2 9
ox dy 0z
Xz xyz =y

9
s [—(-yz)— i(chz:)]i— - (=)~ i(xz)]j
ady 0z dy 0z

Oy (xz)] K
ox 0z

=(2y—-x)i—-0-xj+(z—0k
= —y(2 + x)i+ xj + yzk



—

3 | TEOREMA Se fé uma fungéo de trés varidveis que tem derivadas parciais de se-
gunda ordem continuas, entao

rot (Vf) =0

DEMONSTRACAO Temos

s 6
0 d°
dx dy dy

of of of
dx dy dy

2 2 2 2 2 2
=( af o af)H( 8f - af)H( af a»f)k

dydz 0z dy 0z 0x  0x0z dxdy dyox
=0i+0j+0k=0

rot (Vf) =V X (Vf) =

pelo Teorema de Clairaut. O

Como um campo vetorial conservativo é da forma F = Vf, o Teorema 3 pode ser ré-
escrito como segue:

Se F € conservativo, entdo rot F = 0.

E assim obtemos um modo de verificar que um campo vetorial ndo é conservativo.



EXEMPLO 2 Mostre que o ¢campo vetorial F(x, y,z) = xzi + xyz j = ¥'K ndo é conservativo.
S0LUCA0 No Exemplo 1 mostramos que
rotF=—y2+x)i+xj+yzk

Isso mostra que rot F # 0 e portanto, pelo Teorema 3, F ndo é conservativo. »

Em geral, a reciproca do Teorema 3 nio é verdadeira, mas o préoximo teorema afirma

que, se F for definido em todo o espago, a reciproca vale. (Mais especificamente. a reci-
proca vale se o dominio € simplesmente conexo, ou seja, “ndo apresenta furos™.) O Teo-

rema 4 € a versao tridimensional do Teorema 16.3.6. Sua demonstragio requer o Teorema
de Stokes e ser4 apresentada no final da Se¢do 16.8.
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f(x,y,2) = 3% + h'(2)
Entdo, de (7) temos #'(z) = 0. Portanto
f(x,y,Z)=Xy223+K :

A razao para o nome rotacional € que o vetor rotacional estd associado com rotagges.
Uma das conexdes serd explicada no Exercicio 37. Outra ocorre quando F representa um
campo de velocidade em mecénica dos fluidos (ver Exemplo 3 na Sec¢éo 16.1). Particulas
de perto (x, y, z) no fluido tendem a rodar em torno do eixo que aponta na direcdo de
rot F (x, y, z), e o comprimento do vetor rotacional é a medida de quao rapido as particu-
las se movem em torno desse eixo (veja a Figura 1). Se rot F = 0 no ponto P, entiio 0
fluido ndo gira em P e F é chamado irrotacional em P. Em outras palavras, ndo existe re-
demoinho em P. Se rot F = 0, uma pequena roda com pds deslizaria com o fluido, mas nio
rodaria em torno de seu eixo. Se rot F 0, a roda com pés giraria em torno de seu eixo.

Veremos mais detalhes sobre essa explanagio na Secédo 16.8, como consequéncia do Teo-
rema de Stokes.



DIVERGENTE

SeF = Pi+ Qj+ Rkéumcampo vetorial em R'e existem aP/dx, 00/dy ¢ OR/Dz. entic
o divergente de F ¢ a fungiio de trés varidveis definida por

9] Gy = 4 o . OB
A gx*™oy 0z

Observe que rot F é um campo vetorial, mas div F é um campo escalar, Em termos do
operador gradiente V = (0/dx) i + (d/dy) j + (9/0z) k, o divergente de F pode ser escrito
simbolicamente como o produto escalar de V ¢ F:

10 divF =V F

EXEMPLO 4 Se F(x,y,2) = xzi + xyz j — y’k, encontre div F.
0Lk Pela definigio de divergente (Equagio 9 ou 10), temos

divF=V.F= i(xz)+ i(xyz)-}- i(—y’)az-i-xz
dx dy 0z



Se F é um campo vetorial s

obre R’ ,entdo rot F também € um campo vetorial sobre R’. Come

tal, podemos calcular seu divergente. O préximo teorema mostra que o resultado é (),

B0

TEOREMA Se F = Pi + Qj + Rk é um campo vetorial sobre R’eP,QeRtm

derivadas parciais de segunda ordem continuas, entao

divrotF =0

DEMONSTRACAO Usando as defini¢des de divergente e rotacional temos

divrotF=V:-(VXF)

) (ak_gg)+ d (ap_aR)+ d (aQ_aP)
ox ‘\dy 0z gy \OZ....0X dz \dx 0Oy
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dxdy  9x 9z dydz dydx dzax 9z dy
=0

pois 0s termos se cancelam aos pares, pelo Teorema de Clairaut. O

EXEMPLO 5 Mostre que o campo vetorial F(x,y,z) = xzi + xyz j — y* k néio pode ser es-
crito como o rotacional de outro campo vetorial, ou seja, F # rot G.

S0LUCA0 No Exemplo 4 mostramos que
divF =z + xz
e portanto div F # 0. Se fosse verdade que F = rot G, pelo Teorema 11, teriamos
divF=divrotG =0
o que contradiz div F # 0. Portanto F ndo € o rotacional de outro campo vetorial. [






FORMAS VETORIAIS DO TEOREMAEREEN

Lf"”

versao o que serd ﬁnl fu , mente : : uma re




0x dy 0z ox dy
P(x,y) Qx,y) O

Portanto,

(ot k= (aQ é‘P)k K = 99 00 oP
dx dy dx dy
€ podemos reescrever a equagdo do Teorema de Green na forma vetorial

12 §CF-dr=ff(rotF)-de
D




temos uma segunda forma vetorial do Teorema de Green:

i3 $.F-nds= ([ divF(x,y)dA
D

Essa versdo diz que a integral de linha da componente normal de F ao longo de C € igual
a integral dupla do divergente de F na regido D delimitada por C.



.3 Determine (a) o rotacional e (b) o divergente do campo vetorial.
. Fx,y,2) =xyz1 — x’y k

2 Fx,y,2) = xzyzi + xyzzj + xyzzk

. Fx,y,z)=¢"senyi+ e cosyj+ zk

i Fix,y,2)=xe'j+ ye'k

1 : A
. Flx,y,2)= 5 y2+z2(xl + yj + ZK)

. F(x,y,z)=¢€"senzj+y tg-'(x/z) k

. Flx,y,z) = (In x, In(xy), In(xyz))

Fx,y,2) = (¢", €°, €™

B o




—

é"' e oy vetorial F € mostrado no plano xy e ¢ mesmo em
Jos 0s planos horizontais (em outras palavras, F ¢ independente de
- sua componente Z €0).

(2 O div F serd positivo, negativo ou nulo? Explique.

(b) Determine se O rot F = 0. Se ndo, em que diregio rot F aponta?
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1. Seja fum campo escalar e F um campo vetorial. Diga se cada ex-
pressdo tem significado. Em caso negativo, explique por qué.
£m caso afirmativo, diga se € um campo vetorial ou escalar,

(a) rot f (b) grad f
(c)div F (d) rot(grad f)
(¢) grad F (f) grad(div F)
(g) div(grad f) (h) grad(div f)
(1) rot(rot F) (j) div(div F)

) (grad f) X (div F) (1) div(rot(grad f))



13-18 Determine se o campo vetorial € conservativo ou ndo. Se for
conservativo, determine uma fungio f tal que F = Vf.

13. F(x,y,2) = y2’i + 2xyz'j + 3xv°2° Kk
14. F(x,y,2) = xyz°i + xzyzzj + x’y’z Kk
15. F(x,y,2) = 2xyi+ (X + 2yz)j + v’k
16. F(x,y,2) =€i +j + xe'k

17. F(x,y,2) =ye "i+e "j+ 2zk

18. F(x,y,z) =ycosxyi+ xcosxyj— senzk




23-29 Demonstre a identidade, admitindo que as derivadas parciais
apropriadas existem e sdo continuas. Se fforum campo escalare F, G
forem campos vetoriais, entio fF,F - G e F X G serio definidos por

(fF)x,y,2) =f(x,y,2) F(x,y,2)
(F - G)(x,y,2) = F(x,y,2) - G(x,y,2)
(F X G)(x,y,2) = F(x,y,2) X G(x,y,2)

23. div(F+ G) =divF +divG

24. rot(F + G) = rotF + rot G

25. div(fF) =fdivF + F - Vf

26. rot (fF) = frotF + (Vf) XF

27. div(F XG) =G ‘rotF — F - rot G
28. div(VfX Vg) =0

29. rot (rot F) = grad(div F) — V'F



