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6.1 CAMPOSVETORIAIS

Os vetores da Figura 1 representam os vetores velocid

o direcs : ade do ar e indicam a velocidade es-
calar, a dire¢do e o sentido do vento em a velocidade es

Sto Erancis (T ‘ i pontos a 10 m da superficie, na drea da bafa de
o : : .d € que os padrdes de vento em dias consecutivos sao bem diferen-
es). Assoc ¢ ¢ ¢ i i

1ado a cada ponto do ar, podemos Imaginar um vetor velocidade do vento. Este
um exemplo de campo vetorial de velocidade.
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(b) Escoamento do ar por um aerof6lio inclinado
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EXEMPLO | Um campo vetorial em R” € definido por F(x,y) = —yi + x | Diman

senhando alguns de seus vetores F(x, y), como na Figura 3.

sougio Como F(1,0) = j, desenhamos o vetor j = (0, 1) comegando no ponto (1, 0)u
gura 5. Como F(1,0) = —i, desenhamos 0 vetor (=1, 0) iniciando no ponto (0, 1) (4

y tinuamos desse modo desenhando um nimero significativo de vetores para represess
__FQ, 3%1&2) f campo vetorial na Figura 5.
(x.y) F(x,y) (x,y) F(x,y)

f*‘*\jf("o)l (1.0) ©.1) (=1.0) 7 | o=

4 13 . e | 22 | 2-2 | @-2

4 / (3.0) ©.3) =3.00 | (0,=3)
©. 1) -1.0y | ©.-1) (1,0

! = (=2,2) ou=2,<2y | #@ =2 2,2)
(0, 3) (=3.0) 0, —3) (3,0)
FIGURA § P
Flx.y) = —yi+ x} Na F‘B‘.lm 5, parece que cada seta € tangente a um circulo oomcentroﬂm‘ |
confirmar isso, vamos tomar o produto escalar do vetor posigdo x = Xi + yjoom?

F(x) = F(x, y):
x-F0=(i+yj)- (—yi+xj)=-m+y=0
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FIGURA 7
F(x-)’) (yﬁmx>



Fx,y) = {In(1 + y),In(1 + )



EXEMPLO 2 Esboce o campo vetorial em R’ dado porF(x,y, 7) = zKk.

50LUCA0 O desenho estd mostrado na Figura 9. Observe gue todos 0s vetores §ao verticai
apontando para cima, quando acima do plano xy, e para baixo, quando abaixo do plano x,
O comprimento aumenta & medida que nos distanciamos do plano xy.




yi+zj+=xk

F(x,y,2)
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FIGURA 13

Campo de velocidade do €scoamento
de um fluido
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FIGURA 14

Campo de forga gravitacional



onde r ¢ a distincia e
demladenminvenocb
loalmdommnol'
seu centro). Seja X =




CAMPOS GRADIENTE







Nem todos os campos vetoriais sa0 conservativos, mas estes campog

quentemente em fisica. Por exemplo: o campo gravitacional F do Ex N‘
emplou\
tivo, pois, se definimos
mMG
flxv.2) =
: V2 +y + 7
entao
Vilx,y,2) = f fj+afk
ox ady 07
& —mMGx —mMG 2=
= 4 }’2 13 mMGz



16.1| EXERCICIOS

I1-10 Esboce o campo vetorial F, desenhando um diagrama como o
da Figura 5 ou da Figura 9.

l. F(x,y)=';(i+j) 2. F(x,y)=1i+xj

3. Fx,y)=yi+3] F(x,y)=(x—y)i+xj

F(x,y) = \y/;:_;'z'

s‘ F(x,)’) = _\)};2-:_x‘!
y_

7. F(x,y,2) =Kk

0 s .

9. F(x,y,2) =xk 10. F(x,y,2)=j—i







15-18 Faca a correspondéncia entre
figura rotulada de I-IV. Justifique s

15. F(x,y,2)=i+2j+3k




1.4 Determine 0 campo vetorial gradiente de f.

2. f(x,y) = In(x + 2y) 22. f(x,y) = x%®

B f(x,y,2) = Vi + y* + 22 24. f(x,y,2) = x cos(ylz)

15-26 Determine o campo vetorial gradiente Vfde fe o esboce.

25.f(x,y)=x2—y 26. f(x,y)=*/.;2+y2

171-28 Trace o campo vetorial gradiente de f e o mapa de contornc

& f. Explique como eles estiio relacionados.
if (x,y) = sen x + sen y 28. f(x,y) =sen(x +))







INTEGRAIS DE LINHA

Nesta se¢do, definiremos uma integral que é semelhante 4 integral unidimensional , exceto

que, em vez de integrarmos sobre um intervalo [a, b), integraremos sobre uma curva .
Tais integrais sao chamadas integrais de linha. Elas foram inventadas no comego do sé-
culo XIX para resolver problemas que envolviam escoamento de fluidos, forgas, eletnci-

dade e magnetismo. |
Comegamos com uma curva plana C dada pelas equagoes paramétricas




ou,oquec CQUI\"J]CH(C- pela Cqan5(’) YCtOfi?l r(ti j'(-x;t)?: ;' {,(etj):’aesmun§
um..n curva lisa. [Isso significaque r € contmua. o 't i 3] Se diy;.

rervalo [a, b] do parametro em 7 subintervalos [7,_,1] lgua} . i
n/crmn(.: :‘n = x(t) ey, = Y1) entdo os pontos corr.espolgdentesl P ig;;y:) dividem Cemy
subarcos Jc comprimento As,, As,, . . ., As_(veja a Figura 1). olzmnmm
qualquer P*(x*,y*) no i-ésimo subal.'co. (Iss’o.co.rresp.onde aumponto t*em|r_ t])Se
f é uma fungdo de duas varidveis cujo dominio inclui a curva C, calculamos £ 10 pont

*). multiplicamos pelo comprimento As, do subarco € somamos
n
-E. F&xk,y¥) As,
l=

o que é semelhante 2 soma de Riemann. Em seguida, tomamos o limite dessg soma ¢ fa-
zemos a seguinte defini¢do, por analogia com a integral unidimensional: ;

dirmos

b e,

|2 DEFINICAO Se f¢é definida sobre uma curva lisa C dada pelas Equagdes 1, entio
a integral de linha de f sobre C é - »

Jof xy) ds = lim Zl X,y As,

se esse limite existir.




) 2 verificamos que O comprimento da curva C €

dx\2 dy \2
L~ f:\ﬂ—) - (2 a

dt dt
Argumentagdo semelhante pode ser usada para mostrar que, se f € uma funcio contingg,
entiio o limite na Definigdo 2 sempre existe € 2 férmula seguinte pode ser empregada par;

calcular a integral de linha:

—

Na Secio I(

dy

3] £,y ds = [} (o), ) \/ (%";)2+ (=)«

O .valor da integral de linha ndo depende da parametrizagdo da curva, desde que a curva
seja percorrida uma tnica vez quando ¢ cresce de a para b.
Se s(7) € o comprimento de C entre r(a) e r(f), entdo

G ()




| y
f(x,y)
(x,y)




No caso especial em que C € um segmento de reta unindo (a, 0) a (b, 0), tomando 1
como parametro, escrevemos as equacgdes paramétricas de C da seguinte forma: x =
y=0,a<x=<b. AF6rmula 3 fica

[y ds = [" fx,0) dx

€, nesse caso, a integral de linha se reduz a uma integral unidimensional.
Assim como para as integrais unidimensionais, podemos interpretar a integral de i
de uma fungo positiva como uma drea. De fato, se f(x,y) =0, [ f(x,y) ds representaai®

d; “cerca” ou “cortina” da Figura 2, cuja base é C e cuja altura acima do pont0 (x.)
€f(x,y).









¢ P na Figura | ¢ aproximadamente p(x*, y*)As,. Assim, a massa total do arame ey
valor aproximado de Ep(x*, y*)As,. Tomando cada vez mais pontos sobre a CUrva, ohge.
mos o valor da massa m do arame como o valor limite dessas aproximagdes:

m=lim 3 p(ct.y) As, = [ plx.) ds

[Por exemplo: se f (x,y) = 2 + x’y representa a densidade de um arame semicircula,
entdo a integral do Exemplo 1 representa a massa do arame.] O centro de massa do arane

com fungdo densidade p estd localizado no ponto (x, y), onde
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Duas outras integrais de linha sdo ob tidas trocandc
Ay, =y, — y,., na Defini¢do 2. Elas sao ch: ‘ 1 BT
com relacioaxey:




Frequentemente, as integrais de linha com relagdo a x e y aparecem juntas. Quando
1SSO acontece, é costume abreviar escrevendo

JePryde+ [ 0@y dy= [ Px.y)dx+Qx,y) dy

Quando estamos nos preparando para resolver uma integral de linha, as vezes o mais
dificil € pensar na representagio paramétrica da curva cuja descricdo geométrica foi dada.
Em especial, frequentemente precisamos parametrizar um segmento de reta e, portanto, é
atil lembrar que a representagdo vetorial do segmento de reta que inicia em r, € termina
em r, € dada por

e

| 8 | r)=(1 —or, +1r, O=sr=<|]

(Veja a Equacdo 12.54.)






Em geral, dada a parametriza




INTEGRAIS DE LINHA NO ESPAG,Q:
TUSRE ™ 4/
Suponhamos agora quo C seja un;a

L =

ou pela equaqlo votarml '
que ¢ continua em algus
longo de €' (comz elagi
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FIGURA 11

INTEGRAIS DE LINHA DE CAMPOS VETORIAIS

——

Lembre-se, da Segio 6.4, no Volume 1, que o trabalho feito por uma forga f (x) que move
uma particula de a até b ao longo do eixo x € dado por W = J': f(x) dx. DCPOiS.naS@,
12.3, vimos que o trabalho feito por uma for¢a constante F para mover um objeto de um
ponto P para outro ponto Q do espago € W = F - D,onde D = @é 0 vetor deslocament,

Suponha agora que F = Pi + 0 j + R k seja um campo de forga continuo em B’ 15
como o campo gravitacional do Exemplo 4 da Segao 16.1 ou o campo de forga elétrica do
Exemplo 5 da Segéo 16.1 (um campo de forga em R’ pode ser visto como um caso espe-
cial onde R = 0 e P e Q dependem s6 de x e y). Queremos calcular o trabalho exercido por
essa for¢a ao mover uma particula ao longo de uma curva lisa C.

Dividimos C em subarcos P,_ P, com comprimentos As, dividindo o intervalo do ps-
rametro [a, b] em subintervalos de mesmo tamanho (veja a Figura | para o caso bidi-
mensional ou a Figura 11 para o caso tridimensional). Escolha P*(x*, y¥, z¥) no i-ésimo
subarco correspondente ao valor do parametro t¥.Se As, € pequeno, 0 movimento da par-
ticula de P,_, para P, na curva ocorre aproximadamente na diregdo de T(¥), vetor tar-
gente unitdrio a P¥. Entéo, o trabalho feito pela forga F para mover a particula de P,
para P, ¢ aproximadamente

FOef, yF,2) - [As, T(%)] = [F(xx, y*, 2%) - T(%)] As,
¢ o trabalho total executado para mover a particula ao longo de C é aproximadamente

2| [Fc¥, y¥, 2%) - T(x*, y*, 2%)] As,

=




onde T(x, v, 2) é 0 vetor tangente unitdrio no (x, ¥, 2) sob
demos ver que essas aproximagoes devem n{elhorm- q C

mos o trabalho W feito por um campo de forca
dada por (11), ou seja,

L W= [ F@y.2:T

A Equagio 12 nos diz que o trabalha [
componente tangenciat da fvrpa




. Afgura 12 mostra o campo de forca e a

o POTQUE O campo impede o
«ovivento 20 longo da curva.







Finalmente, observamos a relacao entre as integrais de linha de campos vetoriais € as
integrais de linha de campos escalares. Suponha que um campo vetorial F em R’ seja dado
sob a forma de componentes pela equacdo F = Pi + Q j + R k. Usamos a Defini¢ao 13

para calcular sua integral de linha ao longo de C:

[ F-dr= [, F@) r'@ad

-

= P Pi+Qj+RR) COI+YOi+IOK

_ [ PG, @), ZOW @ + Q0. Y0, 20 D) + RGO, 0, 20) (01

sa tltima integral é exatamente a integral de linha de (10). Portanto, temos

onde F=Pi +Qj+ Rk

Mas es

J‘CF,drzj'cpdx+Qdy+Rdz

lo 6 poderia ser expressa como
- dx + z dy + xdz do Exemp
Por exemplo, 2 integral .

[_F - dr,onde :
Je F(x,y,z)=)’i+z-'+xk



16.2] EXERCICIOS

I-16 Calcule a integral de linha, onde C € a curva dada.

l.
2.

3.

[cy'ds, Cx=r, y=t, 0s<t<2
:nyds, C:x=rf, y=2,"0<s¢<1
:C er4 ds, C é a metade direita do circulo x° + y2 = 16.

Jc xsenyds,  Céosegmento de reta que liga (0, 3) a (4,6).

:C (x2y3 =] J;) dy,
Céoarcodacurvay = Vx de (1, 1) a (4, 2).

_fc sen x dx,

Céoarcodacurvax = y‘de (1,—1)a(l,1).

Jcxdx+(x—y)dy, C consiste nos segmentos de reta de
(0,0)a(2,0)ede (2,0)a(3,2).



8. fc X «/; dx + 2y Vx dy,  C consiste na metade superior da cir-

cunferéncia x* + y* = 1 de (1,0) a (1, 0) e no segmento de reta
de (1,0) a (4, 3).

9. :ny:’ds, C:x=4sent, y=4cost, z=3t, 0<t<mu/2
10. [ xyz’ds,  Céosegmento deretade (~1,5,0)a(l,6,4).
1. :C xe"ds,  Céo segmento de reta de (0,0, U)al.2.3)

2. [(@x+9)ds, Cix=# y=0¢ z=¢ O=i=1]

13. :szyx/z?dz, C:x=°¢. y=t, z=~¢, Osr=<1

14, :Czdx+xdy+ydz, Cix=1¢, p& P =tk Osr=]

I5. ). (x + yz) dx + 2x dy + xyz dz, C consiste nos segmentos
de reta de (1,0, 1) a (2, 3, Dede(2,3,1)a (2.5.2)

16. [.X’dx+y'dy+ 2dz. ¢ consiste nos segmentos de reta de
(0.0,0)a(l.2.—1)ede(l,2, —1)2(3,.2.0).




17. Seja F o campo vetorial mostrado na figura.
(a) Se C, € o segmento de reta vertical de (=3, —3) a (-3, 3),
determine se .fc, F - dr é positiva, negativa ou zero.
(b) Se C, € o circulo de raio 3 e centro na origem percorrido no

sentido anti-hordrio, determine se _fcz F - dr € positiva, ne-
gativa ou zero.




18. A figura mostra um campo vetorial F e duas curvas, C,eC.
integrais de linha de F sobre C, e C, sdo positivas, negativas o
nulas? Explique.




19.22 Calcule a integral de linha j'c F * dr, onde C ¢ dads pela fo
¢do vetorial r(r).

19. F(x,y) =xyi+ 3§, r() =11'i+7j, 0si=]

20. F(x,y,2)=(x+y)i+(y-2j+7k,
r=ri+rj+rk, 0st<l|

21. F(x,y,z) =senxi+ cosyj + xzk,
r)=ri-rj+tk, 0<ts<I

22. F(x,y,2) =z +vyj—xk, r(@) =tl+3@n',+“‘t
OstSﬂ' /



- ’ 8 T —
(427-28 Use um grafico do campo vetorial F e a curva C para dizer

a integral de linha de F ao longo de C € positiva, negativa ou nula F»
seguida, calcule a integral.

27. F(x,y)=(x—y)i+xyj,Céoarcodecirculox’+y =dp
corrido no sentido anti-horério de (2,0) a (0, —2) .
28. (X, ) =~ | + o
< g g « o
Céapardbolay = 1 + x*de (—1,2)a(l,2).

__—/




