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Integral tripla em coordenadas ci
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FIGURA 2
As coordenadas cilindricas de um ponto

indricas

COORDENADAS CILINDRICAS

—_—

No sistema de coordenadas cilindricas, um ponto P no espago tridimensiong ¢ e
sentado pela tripla ordenada (r, 6, z), onde r e 6 sdo as coordenadas polares da Projeci
de P no plano xy e z ¢ a distancia orientada do plano xy a P. (Veja a Figura 2

Para converter de coordenadas cilindricas para retangulares, usamos as equagdes

| x=rcos y=rsenf z=7z2

enquanto que para converter de coordenadas retangulares para cilindricas, usamos

=

2 2=x2+y2

A
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EXEMPLO |

(a) Marque o ponto com coordenadas cnlindncas (2,27/3, 1) e encontre suas coordenadas
retangulares.
(b)Enconueasooordenadascﬂmdncasdoponwcomoomdemdasmtangulmes(B =3,-7.

e s &‘Q*(a)GWM“ rdenadas cilindricas (2, 27/3, 1) estd marcado na Figura 3. Das Equa-
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Logo,opontoé (—1, V3, 1) em coordenadas retangulares.
(b) Das Equagdes 2 temos

=3 1w
tgf= — =-1 so 6= — +2nnm
3 4
z=r=1

Portanto, um conjunto de coordenadas cilindricas € (3V2, 7w/4, —7). Outro é
(3\/5, — /4, —7). Como no caso das coordenadas polares, existem infinitas escolhas. O

Coordenadas cilindricas sdo titeis em problemas que envolvem simetria em torno de
um eixo e o eixo z é escolhido de modo a coincidir com o eixo de simetria. Por exemplo,

o eixo do cilindro circular com equagéo cartesiana Y+ y' = c’éoeixo z. Em coordena-
das cilindricas, este cilindro tem a equagdo muito simples r = ¢. (Veja a Figura 4.) Esta ¢

a razao para 0 nome coordenadas “cilindricas”.



EXEMPLO 2 Descreva a superficie cuja equagao em coordenadas cilindricas € z =

Soul(lOAequaqiodizqueovalorz,oualmra.decadapontodasuperficieéomcsmoque
r. a distancia do ponto ao eixo z. Como 6 nao aparece. ele pode variar. Assim, qualquer
oortehonzontalnoplanoz—k(k>0)eumcu'culodcralok Esses cortes sugerem que
a superficie € um cone Essaprevisiopodeserconﬁnnada convertendo a equagdo para

Reoonheoemosaequa;iof—x + y (pela comparagdo com a Tabela | na Segdo 12.6)
,c'm_m‘o,popecircularmjoeixoéoexxoz (Veja a Figura 5.) -



CALCULO DE INTEGRAIS TRIPLAS EM COORDENADAS CILINDRICAS

Suponha que E seja uma regido do tipo 1, cuja proje¢do D no plano xy tenha uma repre-
sentacao conveniente em coordenadas polares (veja a Figura 6). Em particular, suponha
que f seja continua e

E = {(x,y,2)l(x,y) € D,u(x,y)<z< u(x, y)}

onde D é dado em coordenadas polares por
D= {0 a<80<ph(@=<r=h(0)



Sabemos da Equagdo 15.6.6 que

dA

s seyaav=[f|[rey. 9
E D

Mas também sabemos como calcular integrais duplas em coordenadas polares. De fat,
combinando a Equacdo 3 com a Equagdo 15.4.3, obtemos

ul(r cos 0, rsenf)

. ﬂ_ff(X,y, ehey = ﬁ J~':'|2((:)) f%(rcos e O)f(r cos 0, rsen 8, z) rdzdrdf
E

—

A Férmula 4 é a formula para a integracao tripla em coordenadas cilindricas. Elanos
diz que convertemos uma integral tripla em coordenadas retangulares para coordenadas ci
lindricas escrevendo x = r cos 0,y = r sen 6 e deixando z como estd, utilizando 05 [imites
apropriados de integragdo para z, r e 0, e trocando dV por r dz dr d6 (A Figura 7 mosiré
como se lembrar disso.) E recomendavel a utilizacdo dessa férmula quando £ for uma e
gido solida cuja descrigdo é mais simples em coordenadas cilindricas e, especialmert
quando a func@o f (x, , z) envolver a expressdo x° + y’.
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FIGURA 7
Elemento de volume em coordenadas
cilindricas: dV=r dz dr d6




EXEMPLO 3 Um sélido E esté contido no cilindro X+ y2 = 1, abaixo do plang ; - {

: ; - - ; 1=4¢
acima do paraboloide z = 1 — x’— y* (veja a Figura 8). A densidade em qualquer o
proporcional 2 distancia do ponto ao eixo do cilindro. Determine a massa de £.
50W(A0 Em coordenadas cilindricas, o cilindro € r = 1 e o paraboloide é z = | -/ o
demos escrever

E={r0,0<0<2m0<r<1,1-r<z<4)
Como a densidade em (x, y, z) € proporcional a distancia do eixo z, a fung¢do densidade ¢
f(x,5,2) = KVx*+ y* =Kr

onde K € a constante de proporcionalidade. Portanto, da Férmula 15.6.13, a massade£¢

m= [[[ KV +y* av

E
2w 1

[ &ryrdzdrap

0 Yo

= 27 rl 2 2
= 0Kr[4—(1—r)]drd0
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=K["do [ 37 +rar
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EXEMPLO 4 Calcule | | o | (" + V) dz dy dx.

L A )

SOLUCAD Essa integral iterada ¢ uma integral tripla sobre a regido solida

b - y S N 5 .
r=) E={(x 2| 2<sx=2, - V4-xXsysvd -2  Ww+)y =:5)

¢ a projeciio de E sobre o plano xy € o disco x™ + y* = 4, A superficie inferior de £ ¢ oo
t=vVr+ _\5 ¢ a superficie superior € 0 plano ¢ = 2 (veja a Figura 9). Essa regido tem w

T—: . - - . Y .y .
Ty descrigio muito mais simples em coordenadas cilindricas:

E={(r6.20<0<2n0<r<2r<:<)

Portanto, temos

ﬁzfgf;m(xzﬂz)dzdydﬁ J;ﬂ(x’w’)dv
=_f;'_f:f:rzrdzdrd0

a J':'doj';r’(z ~ r)dr

= 2afs - 7] = n



as coordenadas retangulares do ponto.
(b) (4, —7/3,5)
(b) (1,37/2,2)

to cujas coordenadas cilindricas sao dadas. A se-

enadas retangulares para cilindricas.

) (=1, —3,2)

(b) (4, —3,2)

vras a superficie cuja equagdo € dada.

| » | 6. r=5

Y A4
B,

d M.-‘



;mmque a superficie cuja equagao € dada.

. z=4-r 8.2+ 72 =1

#

%10 Escreva as equacdes em coordenadas cilindricas.
. @z=x+Yy (b) x* + y° = 2y

0 @)3x+2+7=6 b)) ~X -y +i=1

1112 Esboce o s6lido descrito pelas desigualdades dadas.
h0sr<2, -a2<@<m2, 0<z<I

.?0‘0‘77/2, rszs<?




18. Calcule U J (x’ + xy’) dV, onde E é o s6lido do primeiro octante
que estd abaixo do paraboloide z = 1 — X =y,

19. Calcule J. HE ydV, onde E é o sélido que estd entre os cilindros
X"+ y2 =lex’ + y2 = 4, acima do plano xy e abaixo do plano
rT=xc2,

20. Calcule fﬂ x dV, onde E esta delimitado pelos planos z=0e
z=x+ty+ 5epeloscnhndrosx +y=4ex’+y'=

21. Calcule _f J' f = 2 dV. onde E é o solido que esta dentro do cilindro
x2+y = ],acimado plano z = 0 e abaixo do cone 7 = 4x” + 4y’

““"22 Determine o volume do sélido que estd dentro tanto do cilindro
LH+y= { como da esferax’ + y* + 2 = 4.



26. Determine a massa da bola B dada por x° + y° + z° < a’ se a den-

sidade em qualquer ponto for proporcional a sua distdncia do
e1xo Z.

27-28 Calcule a integral transformando para coordenadas cilindricas.

2 4—y2
27. e ’ — ~/x7+_y_ xz dz dx dy
3 VO—x2 (9—x2—y2
28. f—3 fo fo VX2 + y? dz dy dx




Integral tripla em coordenadas esfericas

A relagdo entre coordenadas esféricas e retan

2 gulares pode ser vista na Figura 5. Dos
triangulos OPQ e OPP’, temos -

Z=pcosd r=psend

Mas x = rcos 6 e y = r sen 6, de modo que para converter de coordenadas esféricas para
retangulares, usamos as equagoes

| x = psend¢cosf y = psen ¢ sen 6 z=pcos ¢

Além disso, a férmula da distancia mostra que

3 f=f+f+f

Usamos essa equagio para converter de coordenadas retangulares para coordenadas esféricas.

EXEMPLO | O ponto (2, 7/4, m/3) € dado em coordenadas esféricas. Marque o ponto e en-
contre suas coordenadas retangulares.



28 §0LU¢A0 Marcamos o ponto na Figura 6. Das Equagoes 1, temos

V3 1

) x=psend¢cos fd = 2sen 1308 L7 2 I 3
3 d 2 J\v2] ¥,

e ™ (0 V3 I 3
* y=psendsenf = 2sen —sen — = 2 =

3 4 2 |\ V2 2

- T '
z=pcosd =2cos — =2(3) = 1
3

Logo, o ponto (2, w/4,m/3) é (V3/2,v/3/2, 1) em coordenadas retangulares.



EXEMPLO 2 O ponto (0, 2v3, —2) estd dado em coordenadas retangulares. Encontre ooy
denadas esféricas para este ponto.

LA Da Equagdo 2, temos

p=Ve+y +72=V0+12+4=4

e, assim, as Equagoes 1 fornecem

= 2
cos¢=i=_2=_.i ¢=._7T_
p 54 2 3

cos f = = == () 0:._7.7_

p sen ¢ 2

(Observe que 6 # 37/2, pois y = 2v3 > 0.) Portanto, as coordenadas esféricas do po
dado sio (4, 7/2, 27/3).



rAB=p,; sen &, Af

CALCULO DE INTEGRAIS TRIPLAS EM COORDENADAS ESFERICAS

———

Nesse sistema de coordenadas, 0 correspondente a caixa retangular € uma cunha esférig

E={(p0.dla<ps=bas0<pcsd=d}

ondea=0,B — a <2mwed — ¢ < . Apesar de termos definido as integrais triplas d:
vidindo s6lidos em pequenas caixas, podemos mostrar que, dividindo o s6lido em peqe:-
nas cunhas esféricas, obtemos sempre o mesmo resultado. Assim, dividiremos £ en
pequenas cunhas esféricas £, por meio de esferas igualmente espagadas p = p,, semip:
nosf =6 e semicones ¢ = ¢,. A Figura 7 mostra que E é aproximadamente uma cait:
retangular com dimensdes Ap, p.A¢ (arco de cxrcunferencna de raio p, e angulo Ad)e

p,sen ¢, A (arco de circunferéncia de raio p,sen ¢, e angulo Af). Logo, umd apro
magao do volume de E,, € dada por

AV, = (Ap)(p, Ad)(p, sen ¢, AG) = p sen §, Ap A8 Ad



N

Jﬂf(x y,2)dV = lim 2 2 Ef( 5 o Z2)AV,

Imap —sx i=1 j=1 k=) ik “ik

/

= lim Y E Ef(p sen ¢, cosO p,send, seno p,cosd) p’ send, Ap A Ad

Lmp—= 2 Jj=1 k=|
Mas essa soma € uma soma de Riemann para a funcio

F(p,0,d) = f(psen ¢ cos 0, p sen ¢ sen 6, p cos d)p’ sen ¢

Consequentemente, chegamos a seguinte formula para a integracdo tripla em coorde-
nadas esféricas:

3] [1f £y, 24V
E
= I:f:f:f(psen¢0030.psen¢sen 0, p cos d>)p2 sen ¢ dp db do

onde E é uma cunha esférica dada por

E={{p6.dlasp<sbasbi<pc=¢=d}

iy

A Férmula 3 nos diz que, para converter uma integral tripla de coordenadas retangu-



A Formula 3 nos diz que, para converter uma integral tripla de coordenadas retangu-
lares para coordenadas esféricas, escrevemos

X = psen ¢ cos 6 y = psen ¢ sen 0 Z=pcos ¢

utilizamos os limites de integragdo apropriados e substituindo dV por p’ sen ¢ dp df dd.
Isso € ilustrado na Figura 8. | .
Essa férmula pode ser estendida para incluir regioes esféricas mais gerais, como

E={p,0,Plas<0<p,csdp=<dyg0,)<p=<yg,(0,4)}

Nesse caso, a férmula é a mesma que (3), exceto que os limites de integragdo para p sdo
1e 0
Fﬁﬂiﬂb?‘ 92(. Ia:»: ordenadas esféricas sdo utilizadas nas integrais triplas quando superfi-
. i R WA as formam a fronteira da regido de integracao.




EXEMPLO 3 Calcule ((f, 4y onde B é a bola unitdria:
B={(xy2X+y+7=<1}
50W(A0 Como a fronteira de B é uma esfera, utilizaremos coordenadas esféricas:

B={(p,0,p))0=p= 1,0=0<2m0=<d¢=m}
Além disso, as coordenadas esféricas sdo convenientes, pois

P+y+i=p
Entdo, de (3) temos
fff Wiy = (7 (7 € p* sen ¢ dp db deb
st [0 L5
- [~eos ], amfs ], =5me =




EXEMPLO 4 Utilize coordenadas esféricas para determinar o volume do s6lido delimitad,

pelo cone z = Vi# + y* e pela esfera X +y + 7 =z (vejaaFigura9).

\

50LUGH0 Observe que a esfera passa pela origem e tem centro em (0, 0, 7). Escrevemoss

pcos'd’ ~ ou p = cos ¢

AP s b oo 2 T —
; ”%gws’a + p* sen’¢ sen’ § = psen ¢

el 20Mpr ).

I :,‘: --: o oMe ol D e S . “-
U = ml4. .;ﬁ‘&scngaodoséhdoEemcooﬂeﬂad”
3% Wl pa2H



A Figura 11 mostra como E é varrido se integramos primeiro em relagdo a p, depois em
relagiio a ¢, e entdo em relagio a 6. O volume de Eé

V(E)sj;ﬁdv=j:' 7 [+ p*sen ¢ dp dep d

p=cos ¢

=53'd053'“sen¢[{- dd

B Sy T dag e cor b b =

B 3 4> 0w b 5D

2m [_ cos'p ],,,. "
3 4 Jo 8




1.1 Marque o ponto cujas coordenadas esféricas sdo dadas. A seguir
as coordenadas retangulares do ponto.

encontre

I (a)(1,0,0) (b) (2, /3, 7/4)

1 ()5, m,m2) (b) (4, 3m/4, m/3)

14 Mude de coordenadas retangulares para esféricas.

L (a)(1,v3,2v3) (b) (0, —1,—1)

L @(1,1,v2) (b) (—v3, —3,—2)

56 Descreva com palavras a superficie cuja equagdo ¢ dada.
6. p=3




g-unme o sélido descrito pelas desigualdades dadas.

;.-"21 0sod=n2, 0sO<=m/2

cima do cone z = VX + ) e abaixo da esfera
&aevanmdwniqﬁodoséhdoemtemde
envolvendo coordenadas esféricas.



21-34 Utilize coordenadas esféricas.

21. Calcule ﬂf Z (x + y* + 2%’ @V, onde B é a bola com centro na
origem e raio 5.

22. Calcule _f _f j' o ~ x* = y") dV, onde H ¢é o hemisfério sélido
X+y+2<9,z=0.

23 “Calcule f_UEde onde E estd entre as esferas X’ + y' + z° = 1
; ex’+y + z* = 4 no primeiro octante.

24. Calcule | E® m" gt dV onde E é dehmnado pela esfera

gfifoeol .u;(v ]ulu.mu

| gelophnoxzepeloshe-




{15.9] MUDANGA DEVARIAVEIS EM INTEGRAIS MULTIPLAS

Em célculo unidimensional, frequentemente usamos uma mudanca de varidvel (uma subs
tituicao) para simplificar uma integral. Revertendo os papéis de x e u, podemos escreve
a Regra da Substituicao (5.5.6, dada no Capitulo 5, no Volume I) como

' f:f (x) dx = fdf (9(u))g' (u) du

onde x = g(u) e a = g(c), b = g(d). Outro modo de escrever a Formula 1 € o seguinte:

*d dx
2 [ fedx = [ f(xw) = du
du
s Uma mudanga de varidveis pode também ser titil em integrais duplas. J4 vimos un

;exemplo disso: a conversao para coordenadas polares. As novas varidveis r e  estio re
onadas is velhas vanévens x e y pelas equagdes

: x=rcos# y=rsen 0




e a férmula de mudanca de varidveis (15.4.2) pode ser escrita como
fff(x,y)dA = ﬂf(rcos 6, r sen @) r dr do
R S

onde S é a regido no plano rf que corresponde a regido R no plano xy.
De modo mais geral, consideremos uma mudanga de varidvel dada pela transforms

¢éo 7 do plano uv no plano xy:
I(u,v) = (x,y)

onde x e y estdo relacionados com u e v pelas equagdes

3 x = g(u, v) y = h(u, )

Ou, COmMO as vezes escrevemos,

x = x(u,v) y = y(u, V)



Em geral, consideramos T uma transformacao C', o que significa que g e h tém deriy,
das parciais de primeira ordem continuas.

Uma transformacdo 7 ¢ de fato somente uma fung¢do cujo dominio e imagem sio amiyy
subconjuntos de R’. Se T(u,,v) = (x;,¥)); entdo o ponto (x,, y,) € denominado imagen
do ponto (u,, v,). Se nio existem dois pontos com a mesma imagem, T € injetora. A F.
gura 1 mostra o efeito de uma transformagdo 7 em uma regiao S do plano uv. T transform:
S em uma regido R no plano xy denominada imagem de S, constituida das imagens &
todos os pontos de S.

v? YA

"l

SeTé¢ in.iﬂota.enti.oexisteumah'ansformsqﬁo inversa T~ do plano xy para 0P
uv e pode ser possivel inverter as Equages 3 para escrever u € v em termos de X¢ ¥

u=G(x,y) v = H(x,y)



EXEMPLO | Uma transformacao € definida pelas equacoes

=u' - y = 2uv
Determine a imagem do quadrado S = {(u,v)|0<u<1,0<v <1}
$0LUCAo A transformag@o leva a fronteira de S na fronteira da imagem. Assim, comegamos 1
determinaraimagemdosladosdeS.Opﬁmeim lado, S, € dado porv = 00= “_S l)(‘?:
a Figura 2). Das equagdes dadas, temos x = u?, y = 0, e portanto 0 < x < 1. Entio,5,¢

Bt oy No segmento de reta que liga (0, 0) a (1, 0) no plano xy. O segundo lado, 5 ¢
_.. 1(0 <v<1)e, substituindo u = 1 nas equacdes dadas, temos

x‘—‘l—vz y=20

s



- 1o, x

BT Rosupotana ab oneidorss -

Eliminando v, obtemos

- x=1- 2 O0=sx<|

4

que € parte de uma parébola. Da mesma forma, S, €dado porv = 1 (0 < u < 1), cuja ima-
gem € 0 arco parabdlico

5 x=y——l -1l=x<0
4

Finalmente, S, € dado por u = 0 (0 < v < 1), cuja imagem é x = —v’, y = 0, ou seja,
—-; =< x =< 0 (Observe que quando nos movemos ao redor do quadrado no sentido anti-ho-
rério, também nos movemos ao redor da regido parabélica no sentido anti-horério.) A ima-

~ gemde S é aregiao R (mostrada na Figura 2) limitada pelo eixo x e pelas pardbolas dadas

pelas Equacoes 4 ¢ 5. O

- Agora vamos ver como a mudanga de varidveis afeta a integral dupla. Comecemos

eomumretﬁngxﬂopequeno&np,planouvcujocantomfenormuerdoéopomo( v,)
e cujas dir u-nov‘ saoAueAv(veJaaFigma3)

* ;“:S:’.' e
) ;.s
|1
:

JC r/-_ x

bl



& '
7l i e
5 "L : ' S = ‘ i
A
— L e
R .’J'J/I‘ ‘

A imagem de S € a regido R do plano xy, sendo que um dos pontos da fronteira é
(X5 Yo) = T(u,, v,). O vetor
r(u, v) = g(u, V)i + h(u, v)j

é o vetor posigao da imagem do ponto (u, v). A equagdo do lado inferior de S € v = v, cuja
curva imagem ¢ dada pela fungdo vetorial r(u, v). O vetor tangente em (x, y,) a essa curva
imagem €

. O )
r, = g,(up Vo) i + h (U, V) = Si i+ az j

Da mesma forma, o vetor tangente em (x,, y,) & curva imagem do lado esquerdo de §
(u=uyé

(i} R
r, =g(u,vo)i+hu(uo,vo)j= b—;l‘*‘ azl

hpmxnnar a regido imagem R = T(5) pelo paralelogramo determinado pelos ve-

&

"uv

2"  b=r 0, + Av) — 1y, v,)
\Ag,,..,.




Da mesma forma r(u,, v, + Av) = r(u,, v) =~ Avr,

Isso significa que podemos aproximar R por um paralelogramo determinado pelos
vetores Au r, e Av r, (veja a Figura 5). Portanto, podemos aproximar a drea de R pels

drea desse paralelogramo, que da Segiio 124, ¢

6 (Aur) X (Avr)| = |r Xr |AuAv

Calculando o produto vetorial, obtemos

gy T

ax dy 0 ax  ady dx  ox
r,Xr,=|0u du Ou ou |k =|du dv|K

x 3 o |&x dy 9 oy

dv dv v dv du ov




O determinante que aparece nesse calculo € chamado jacobiano da transformagioe ey
uma notagio especial:

[_7_] DEFINICAO O jacobiano da transformacdo 7 dada por x = g(u, v) e y = h(u,v)¢

ox dy
ox,y) |du dv| dx dy ox dy
o(u,v) | dx dy | Ou v dv du

Ju dv i
- Com essa notagio, podemos utilizar a Equagio 6 para obter uma aproximagdo da #



Em‘s‘eguida, dividimos a regiib 3’ d<; plano uv em retangulos S, € chamamos suas ims
gens no plano xy de R, (veja a Figura 6).

vA VA

Sij

vV & ‘ﬂ"..
.'» ‘ b
a Sl
Faaad
g
Fes -
.|0 i ']l » -




9 | MUDANGA DE VARIAVEIS EM UMA INTEGRAL DUPLA Suponha que T seja uma trans-
formacio C' cujo jacobiano seja nao nulo e leve uma regido S do plano uv para uma
regido R do plano xy. Suponha que f seja continua sobre R e que R e S sejam regioes
planas do tipo I ou II. Suponha ainda que 7 seja injetora, exceto possivelmente nos
pontos de fronteira de S. Entado

ﬂf(x’Y) dA = f_ff(x(u, v), y(u, v))
R s

d(x, y)
d(u, v)

du dv

O Teorema 9 diz que mudamos de uma integral em x e y para uma integral em u e v
escrevendo x e y em termos de u e v € escrevendo

L eomey dA = 9% y) du dv
d(u, v)
Observe a semelhanca entre o Teorema 9 e a férmula unidimensional da Equagdo 2. Em

ia dx/du. temos o valor absoluto do jacobiano, ou seja, | d(x, y)/d(u, v)|.




TTTIY T gevvvaav, U DV ja, | UVA, YIO\U, U)].

Como primeira ilustragdo do Teorema 9, vamos mostrar que a férmula de Integragao

em coordenadas polares é um caso especial deste. Aqui, a transformagio 7 do plano r6 para
0 plano xy € dada por

xX=g(r,0) =rcosf y=h(r,0) =rsené

€ a geometria da transformagao € mostrada na Figura 7. T transforma um retangulo comum
do plano r6 em um retangulo polar do plano xy. O jacobiano de T é

ox Ox
oy g—r _:? 2 | oha® —rseng =rcos’® + rsen’d = r >0
a(r, 6) SrL _a% senf  rcos
Assim, o Teorema 9 nos leva a
ﬂf(x,y)dxdy = ﬂf(rcos 6, r sen 6) 9%, y) dr df
R N or, 0)

= _ﬁ_f:f(rcos 0,rsen @) rdrdd
- que é o mesmo que a Formula 15.4.2.



EXEMPLO 2 Utilize a mudanca de varidveis x = u* — v',y = 2uv para calcular a integral

JIRy dA, onde R é a regidao delimitada pelo eixo x e pelas pardbolas .\'2 =4 — 4x ¢
Yy=4+4x,y=0.

SOLUCAO A regido R estd mostrada na Figura 2, na pdgina 963. No Exemplo 1, descobrimos
que 7(S) = R, onde S é o quadrado [0, 1] X [0, 1]. De fato, a razio que nos levou a fazer
a mudanga de varidvel para calcular a integral é que S é uma regido muito mais simples
que R. Vamos calcular o jacobiano:

ox Ox

ox,y) _|ou ov| _|2u —2v = 4i® + 40 > 0
dy dy 20 2u

o4 ) du Av



Portanto, pelo Teorema 9,

J;fydA = ﬂ 2uv

S

d(x, y)
o(u, v)

1 pl
dA = | [ Quvyd’ + v*) dudv

= 8 f:) f(l) (u3v - uv3) dudv =8 _f:) [% u'v+ -%uzv3]::; dv

= [L@u+ 4’y = [V + v‘];=2 :

[085.] O Exemplo 2 néo foi um problema muito dificil de resolver porque ji conf:
cfan?os < mudanga de varidveis apropriada. Se néo a conhecéssemos de antemo, enti
O primeiro passo seria descobrir uma mudanga de varidveis apropriada. Se f (¥, y) € diff
?ll de integrar, entéo a forma de f (x, y) pode sugerir uma transformagio. Se a regido &
integracao R € complicada, ento a transformagio deve ser escolhida para que a regiio
correspondente no plano uv tenha uma descri¢ao mais conveniente.



EXEMPLO 3 Calcule a integral [f e V== A onde R é a regido trapezoidal com vértie
(1,0),(2,0),(0,-2)e (0, —1).

sougio Como ndio € fécil integrar Y yamos fazer a mudanga de varidveis sugends
pela forma da fungéo:

10 u=x+y V=X—Y

Essas equagdes definem a transformagdo 7~ do plano xy para o plano uv. O Teorema$
diz respeito a transformagio T do plano uv para o plano xy. Esta € obtida isolando-se 1 ¢
nas Equagdes 10:

1 x=3(u+v) y=5@—-"v
O jacobiano de T é
| - ax ox
a(‘.]) e all 30 = '7 —12' =_.|_
wuv) || | -1 :
| VRN =Y ) ! au avJ . >




Para determinar a regido S do plano uv correspondente a R, observamos que os lados ge
R estdo sobre as retas

y=0 X—y=2 x=0 x—y=1
e, das Equagdes 10 ou 11, as retas imagem do plano uv sao
U="v v=2 U= —v v=1

Entdo, a regido S € a regido trapezoidal com vértices (1, 1), (2,2), (—2,2) e (-1, 1) mos
trada na Figura 8. Como

S={um,v)|lsv=s2,-v=<u<v}
0 Teorema 9 leva a

d(x, y)
d(u, v)

J' f eEHE=Y) g4 J’J‘ wv

S

du dv










INTEGRAIS TRIPLAS

Existe uma férmula de mudanga de varidveis semelhante para as integrais triplas. Seja 7
a transformagdo que leva uma regido S no espago uvw para uma regido R no espago xyz

pormwdasequavbes

x=g(u,v,w) y = h(u,v, w) z= kiu,v, w)
AT ¢

Oj.eoblanodeTéosegumtc determinante 3 X 3:
| dx dx ox

du v ow
dy 9y 9y
du v ow

9z 0z 9z
ou v ow

i




Sob hipéteses semelhantes aquelas do Teorema 9, temos a seguinte férmula para integrais
triplas:

o(x,v,2)
Nu, v, w)

’ J'ﬂf(x""")dv ﬂfﬂx(u v, w), u, v, w), 2(u, v, w)) du dv dw

EXEMPLO 4 Utilize a Formula 13 para deduzir a férmula para a integragao tripla em coor-
denadas esféricas.

S0LUCA0 Aqui a mudanga de varidveis € dada por

x = psend¢cos b y = p sen ¢ sen 6 z =pcosd

|se ffaﬂ pnmﬁcuo p cos ¢ sen

4 :ga¢co50 —p sen ¢ sen 6 000‘4’00'9]
2 ks . ]
.u"us 10 & -p”‘



sen ¢ cos @ —psen ¢ sen O
sengdsen  psend cos O

—psen¢ sen pcos ¢ cos b

—p sen ¢
psend¢gcosf pcosd¢send

= cos ¢

= Ccos ¢ (—p2 sen ¢ cos ¢ sen’f — p2 sen ¢ cos ¢ cos’6)
—psend¢ (p sen’dh cos’d + p sen’¢ sen’d)

= —p2 scnd)coszd) - p2 sen ¢ sen'p = — p’ sen ¢
Com00<¢sw,tcmossen¢?0.Ponanto.

0x, %2 | = |-p*sen | = p’ sen b
dp, 0, )




B ——

159| EXERCICIOS

I-6 Determine o jacobiano da transformacao.

2.

X=d5u-v, y=u-++3v

X=uv, y=ulv

u y = v
u-+v 7 Bl

Xx=asenff, y=acosp

x=

s = 3Y. y=vw’ 2= uw

x=v+w2, y=w+u2,

=u+v2



7-10 Determine a imagem do conjunto S sob a transformacgao dada.

7. S={uw,v|I0=su=<3,0sv=2}
x=2u+3v,y=u-—v

8. S¢€oquadrado limitado pelasretasu = 0, u = 1,v=0,v = 1;
= v,y =u(l +v°)

9. §éaregido triangular com vértices (0, 0), (1, 1), (0, 1);
2
X=U,y=v

10. Séodiscodadoporu’+ v'<1;x = au,y = bv



I1-16 Utilize a transformac¢do dada para calcular a integral.

1. UR (x — 3y) dA, onde R € a regido triangular de vértices (0, 0),

12.

13.

14.

2,1)e(1,2); x=2u+v, y=u+2v

[{, (4x + 8y) dA, onde R é o paralelogramo com vértices (—1,3),
(1,-3),3,—De(1,5); x=5;@+v), y=L@-3u)

HR x*dA,onde R é a regido limitada pela elipse 9x° + 4y’ = 36;
xX=2, y=3v

fJR (' — xy + y*) dA, onde R é a regiao delimitada pela elipse
s e SR A Y S R 2/3 v

ffk xy dA, onde R € a regido do primeiro quadrante limitada pelas

retas y = x e y = 3x e pelas hipérboles xy = 1, xy = 3;
X=ulv, y=v



16. ffk y2 dA, onde R € a regiao limitada pelas curvas xy = | =1
xy2= l,xy2= 2, u=xy, v =xy2.
Tlustre utilizando uma calculadora grafica ou um computador pars

tracar R.

17. (a) Calcule f f f o dV,onde E € o s6lido delimitado pelo elipsoide
X'l + y’/b® + Z’/c* = 1. Utilize a transformagio x = a.
y =bv,z = cw.

(b) A Terra ndo é perfeitamente esférica; como resultado dar
tagdo, os polos foram achatados. Assim, seu formato po
ser aproximado por um elipsoide com a = b = 6 378 kme¢

Bl C. 0 6_356 km. Use o item (a) para estimar 0 volume da Tem

- ] < rq* () . . k ' cn.
18. Se o s6lido do Exercicio 17(a) tiver densidade constante
~ contre seu momento de inércia em relagéo ao €1X0

- A-‘;‘\‘ _




19-23 Calcule a integral, efetuando uma mudanca de varijy
€18

apropriada.

.=
19. _U A 2 dA,onde R € o paralelogramo delimitado pelas rei

x—2y Ox—2y=4,3x—y=1e3x—y=8

20. H L6+ y)e"2 ™ dA,onde R é 0 retangulo delimitado pelas retas
x—y=0,x—-y=2,x+y=0ex+y=3

H cos( 4 ; )dA, onde R é a regido trapezoidal com vértices
Y¥x

(1,0), (2,0),(0,2)e (0, 1)

22. f .f R sen(9x” + 4y%) dA, onde R é a regido do primeiro quadrank
limitada pela elipse 9x° + 4y’ = 1

23, [f €"dA, onde R é dada pela inequagdo x| + Y/ <!




Exercicios de revisao

etermine se a afirmagdo € falsa ou verdadeira. Se for verdadeira, ex-
shque por qué; caso contrario, explique por que ou dé um exemplo
e mostre que € falsa.

l J':ﬁxz sen(x — y)dx dy = fzf:xz sen(x — y) dy dx
1 ﬂj; \/x+y2dydx=f;f;\/x+y2dxdy
L [ e dydx= [*¥ ax [! &y

Bl sen y dx iy = 0

"‘ S¢ D é um disco dado por x* + y’ < 4, entdo



[[Va=2 -y da="x

D

6. ['[ &+ Vy)sen(dy’)drdy <9

7. Aintegral
Jolo 4. dzarad

resenta o volume delimitado pelo cone z = Ve +yle
e =)




15-28 Calcule o valor da integral multipla,
15. [, ye”dA,onde R = {(x,)|0 =x=2,0<sy=3)
16. [,xydA,onde D = {(x,)|I0<y=<1,y’sx<y+)

17. [ —2— dA, onde D é limitada por y = Vx,y = 0,1
D 1+ x°

8. ﬂ 2 2 dA, onde D ¢ a regido triangular de vértices
s l%x

0,0),(1, 1) e (0, 1)
19. {f,ydA,onde D é a regiio no primeiro quadrante limita
pelas pardbolas x = y e x = 8 — y’

20. I j' pY dA, onde D € a regidio do primeiro quadrante queest
soie wimadahipérbolexy = leda retay = xeabalxodam“



TR (’ + y*y"*dA, onde D é a regido do primeiro quadrante
limitada pelas retas y = O e y = v/3 y e pelo circulo
W
X+y=9

22. [[,xdA,onde D é a regido no primeiro quadrante que s
encontra entre os circulos x° + y2 =lex+ yim 2

23. [[[,xydV,onde
E={xy2|0sx<3,0sysx0sz<xt))

24. [[[ xy dV, onde T é o tetraedro s6lido com vértices em
0,0,0),(,0,0),(0,1,0) e (0,0, 1)

25. [[[,¥ZdV,onde E é limitado pelo paraboloide
x=1-y— 7 epelo plano x = 0

26. [[f,zdV, onde E ¢ limitado pelos planos y = 0.2 =0’
x +y = 2 e pelo cilindro y* + z* = 1 no primeiro 0t

21. [(f, yzdV, onde E est4 acima do plano z = 0, abaixo &
plano z = y e dentro do cilindro X’ + y* = 4

- 8. [[], 2V F 7+ 24V, onde H é o hemisfério s61ido "

a'..,.,,;;»f" _Centro na origem e raio 1, que estd acima w

[’ N




29-34 Determine o volume do sélido dado.

29. Abaixo do paraboloide z = x* + 4y °e acima do retingul
R =10,2] X [1,4]

30. Abaixo da superficie z = x” y e acima do tridngulo &
plano xy com vértices (1,0),(2,1) e (4,0)

31. O tetraedro s6lido com vértices (0,0, 0), (0,0, 1),(0.20
e(2,2,0)

32. Limitado pelo cilindro x* + y* = 4 e pelos planos? e
yrz=3



46. Deé outras cinco integrais iteradas iguais a

ﬁ fo f:f(x’y’z) dz dx dy

47. Utilize a transformacido u = x — y, v = x + y para cal-
cular [, (x — y)/(x + y) dA, onde R € o quadrado com
vértices (0,2),(1,1),(2,2)e (1, 3).

48. Utilize a transformagao x = w,y=v',z= w” para deter-
minar o volume da regido limitada pela superficie
Vx + «/; + vz = 1 e pelos planos coordenados.

49. Utilize a férmula de mudancga de varidveis € uma trans-
~ formagdo adequada para calcular ([, xy dA, onde R € 0
- quadrado com vértices (0, 0), (1, 1),(2,0)e (1, —1).




