CALCULO Il
12 semestre de 2014
Aulas 5-6

Prof. Dr. Viktor Pastoukhov — EEL-USP
Ref.: STEWART, J. Calculo. 6. ed. Sao Paulo: Cengage Learning, 2010. v.2



15.6

INTEGRAIS TRIPLAS

Assim como definimos integrais unidimensionais para fun¢des de uma tnica variiw
e duplas para fungdes de duas varidveis, vamos definir integrais triplas para fungbes &

trés varidveis. Inicialmente, trataremos o caso mais simples, quando f ¢ definida en
uma caixa retangular:

| B={(x,y,z)lanSb,c$y$d,rszss}

O primeiro passo ¢ dividir B em subcaixas. Fazemos isso dividindo o intervalo [a, b e#
I subintervalos [x,_,, x ] de comprimentos iguais Ax, dividindo [c, d] em m subinterval®



de comprimentos Ay, e dividindo [r, 5] em n subintervalos de comprimento Az. Os planos
que passam pelas extremidades desses subintervalos, paralelos aos planos coordenados,
subdividem a caixa B em Imn subcaixas

B, =lx_x]X D ¥] X 2,0 2,]

como mostrado na Figura 1. Cada subcaixa tem volume AV = Ax Ay Az.
Assim formamos a soma tripla de Riemann

] S 3 3 reyn o av

R ol O i=1 j=1 k=1

4 ‘ : memamostral ( e Vi 2 estd em B . Por analogia com a defini¢do da integral
_ ;‘.WOS 1.5), defini amtemgma)ltl'l plammoohnutedassomasmplasdeme!mnnema)
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3 | DEFINICAO A integral tripla de f na caixa B é

/

s yaav=tim 3 % 3 rus 5080

i=] j=1 k=]

se 0 limite existir.

Novamente, a integral tripla sempre existe se f for continua. Escolhemos o ponto amos-
tral como qualquer ponto de cada subcaixa, mas, se escolhermos o ponto (x,, y, z,), obte-
remos uma expressﬁo com aparéncia menos complicada para a integral tripla:
|

!
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Assim como para as integrais duplas, o método prético para calcular uma integral tri-
pla consiste em expressd-la como uma integral iterada, como segue.

4 | TEOREMA DE FUBINI PARA AS INTEGRAIS TRIPLAS Se f € continua em uma caixa
retangular B = [a, b] X [c,d] X [r, s], entdo

ﬂf(x’y’ z)dv = fr f:f:f(x,y, z) dx dy dz

B

A integral iterada do lado direito do Teorema de Fubini indica que primeiro inte-

gramos em relagdo a x (mantendo y e z fixados), em seguida integramos em relagdo a y
(mantendo z fixado) e, finalmente, em relag@o a z. Existem cinco outras ordens possi-
veis de integracdo, todas fornecendo o mesmo resultado. Por exemplo, se primeiro in-

tegrarmos em relag@o a y, entao em relagdo a z e depois a x, teremos

ffff(x’yaZ)dV= J.:f:.f:f(x’va)ddedx
B




EXEMPLO | Calcule a integral tripla ([, xyz"dV, onde B € a caixa retangular dada por
B={(xy,29l0<sx<1,-1=<sy=<2,0=sz=<3}

50LU(A0 Podemos usar qualquer uma das seis possiveis ordens de integragdo. Se escolhermos
integrar primeiro em relagdo a x, depois em relagdo a y e entao em relag@o a z, obteremos

[fn2av=[[ fyoeasavac= 1, [ [*’” [ dva
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Agora definiremos a integral tripla sobre uma regiao limitada geral E no espaco
tridimensional (um sé6lido) pelo mesmo método usado para as integrais duplas (15.3.2).
Envolveremos E por uma caixa B do tipo dado pela Equacao 1. Em seguida, definiremos

uma fun¢do F de modo que ela coincida com fem E e seja 0 nos pontos de B fora de E.
Por defini¢ao,

[ fe.y.2dv = ([[Fx,y,2) av

Essa integral existe se f for continua e se a fronteira de E for “razoavelmente lisa”. A in-

tegral tripla tem essencialmente as mesmas propriedades da integral dupla (Propriedades
6-9 da Secdo 15.3).



Vamos nos restringir as fungdes continuas fe a certos tipos de regides. Uma regiio s6-
lida E € dita do tipo 1 se esta contida entre os gréaficos de duas fun¢des continuas de xey,
ou seja,

5 E={(xydl(xy) € D,uxy < z=<uxy)}

onde D € a projecdo de E sobre o plano xy, como mostrado na Figura 2. Observe que a fron-

teira superior do sélido E € a superficie de equacdo z = u ,(x,y), enquanto a fronteira in-
ferior € a superficie z = u (x, y).



Pelos mesmos argumentos que nos ievaraiil a roiuuia 19.5.9, pouemos mostrar que
se E é uma regido do tipo 1 dada pela Equagao 5, entao

0 1,

u,(xy)

6 (Il fery.av=[f

E D

O significado da integral de dentro do lado direito da Equagao 6 € que x e y sdao mantidos
fixos e, assim, u (x, y) € u,(x, y) sao vistas como constantes, enquanto f (x, y, z) € inte-
grada em relacgao a z.

Em particular, se a proje¢do D de E sobre o plano xy € uma regido plana do tipo I (como
na Figura 3), entdo

E={xy.dlasx<b,gx<y<g®,uxy <zsux)y)



¢ a Equagio 6 fica

(x) fuy(xy)
7] Wy aav= [ " [ f(x,y,2) dz dy dx
E

9,() ¢ u,(x)

Se, por outro lado, D é uma regido plana do tipo Il (como na Figura 4), entio

E={xydlcsy=<dh(y)<x=< h(y), u(x,y) <z < u/x,y))
¢ a Equagio 6 fica

E] l ,gff(x.y.z)dV=ﬂj:;’j::::f(x,y,z)dzdxdy




Z=u,(x,y)

z=u,(x,y)
s S
a
X y g](x) 45T y=gz(x)
FIGURA 3
Uma regido sélida do tipo 1 na qual a
projecdo D € uma regido plana de tipo I FIGURA 4

Uma regido sélida de tipo 1 com uma
projegdo de tipo I1



EXEMPLO 2 Calcule ([[, z dV, onde E € o tetraedro s6lido delimitado pelos quatro planos
x=0,y=0,z=Oex+y+z= K.

SOLUCAO Para escrevermos a integral tripla, é recomend4vel desenhar dois diagramas: um da
regiao sélida E (veja a Figura 5) e outro de sua proje¢do D no plano xy (veja a Figura 6).
A fronteira inferior do tetraedro é o plano z = 0 e a superior € o plano x + y+z=1(ou
Z=1—x — y) e entdo usamos u(x,y) =0eu(x,y)=1-x— ynaFérmula 7. Observe
queosplanosx+y+z=1ez=0se interceptam nareta x + y = | (ouy =1 - x)no
plano xy. Logo, a projegdo de E € a regido triangular da Figura 6, e temos






Essa descricdo de E como regiao do tipo 1 nos permite calcular a integral como segue:

gf cdv= [ [ [ zdzdyax= [} [ [“;]' dy dx
=0

R 3 — i e Y Yok
7 l2.’.0.”0 (1 —x—y dydx= lzJ:)[_ vt . ] &
3

y=0

R 3 I a-x'py 1
|, —x'dx=—|- = —
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Uma regido sélida E é do tipo 2 se for da forma

E={x,y,2|0,2 € D,u(y,2) <x<uyyz2)}

onde D € a projecao de E sobre o plano yz (veja a Figura 7). A superficie de trds é
x = u(y, z) e a superficie da frente € x = u,(y, z). Assim, temos

10 [[[fexy.0av=[f [ﬁ:f (5:2) dx] v
E D

y=u,(x,z)

y=u,(x,2) 7
x

FIGURA 8 Uma regido do tipo 3




Finalmente, uma regiao do tipo 3 é da forma
E={(x,y,2|(x,2) € D,u(x,2) <y < uyx,2)}

onde D € a projecao de E sobre o plano xz,y = u (x, z) € a superficie da esquerda ¢
y = u,(x, z) € a superficie da direita (veja a Figura 8). Para esse tipo de regido, temos

I J;ﬂf(x,y,z)dv= J;f

Em cada uma das Equagdes 10 e 11 podem existir duas possiveis expressoes paraa if-

¢oes '; 8 de D ser uma regido plana do tipo I ou II (e correspondendo as Equa-
e 8).

uy(x,2)
[ f(x,y,2) dy| dA

ul(x




EXEMPLO 3 Calcule ([, VX' + 7> dV, onde E € a regido limitada pelo paraboloide

y = x + Z’ e pelo plano y = 4.

s0Lucko O s6lido E estd mostrado na Figura 9. Se o olharmos como uma regiao do tipo |,
entdio precisaremos considerar sua projecdo D, sobre o plano xy, que ¢ a regiao parabolica
da Figura 10. (O corte de y = x*+ 7> no plano z = 0 é a pardbola y = X)

<A

y=x2+z2




FIGURA 10
Projegiio sobre o plano xy

‘+7=4

-y

Beyi= & + 72 obtemos z = +4/y — X e entdo a superficie fronteira de baixo de f ¢
2 = —y — X e a superficie de cima € z = Vy — **. Portanto, a descrigio de E conor

giao do tipo 1 €
E={(xy,2 2<x=<2,X<y<4,-Vy-xX<zsvy-r}

e obtemos
J'j]'le_'_Zz dV:f:J:z ‘_:,;_—vaxz-*- Z2 dZdde
E

Apesar de essa expressdo estar correta, € extremamente dificil calculd-la. Vamos, em
vez disso, considerar E como regido do tipo 3. Como tal, sua projegao D, sobre o planox
é o disco x* + 7 < 4 mostrado na Figura 11.

Entdo, a superficie lateral esquerda de E € o paraboloide y = X* + Z* e a superficie laterd
direita € o plano y = 4. Assim, tomando u (x, z) = X +7e u,(x,z) = 4 na Equagdo 11, temos

Ve +27Zdv= ﬂ[ﬂ,ﬂ,w/x’+ Z dy|dA = [[ (4 —x" - AP+ 7 dA
E Dy 2
Apesar de essa integral poder ser escrita como

ﬁz J_;-n-("' — X = WP+ 2 dzdx

fica mais simples converté-la para coordenadas polares no plano xz: x = rcos 6,2~ reent.
0 que nos da



e+ dv=[[@4-x - WP+ 7 da
E D,

= f;"f;@ — ) rrdrdb =f;"d9f; (47 £ ¥y
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Todas as aplicagdes de integrais duplas da Sec¢@o 15.5 podem ser imediatamente estep,
didas para as integrais triplas. Por exemplo, se a fun¢do densidade de um objeto sélido que
ocupa a regido E € p(x, y, z), em unidades de massa por unidade de volume, em qualquer

ponto (x, y, z), entao sua massa é

13 m = _fﬂ p(x,y,z)dV
E
e seus momentos em relagdo aos trés planos coordenados sao g
14 M, = _fﬁxp(x.y, z2)dV - fﬂ y p(x,y,2) dV
E E

M= _m zp(x,y,2)dV
E

O centro de massa estd localizado no ponto (x, y, z), onde

M

Xz

m

M
is e (. - _ M,
m m




Se a densidade é constante, o centro de massa do sélido € chamado centroide de E. (s .
mentos de inércia em relagdo aos trés eixos coordenados sao

16 =[] 6’ +Dpx,y.00dv = I & + Dyptx, y,2av
E E
1= ([[ & + y)p(x,y,2) aV
E

Como na Secdo 15.5, a carga elétrica total sobre um objeto sélido ocupando a regié
E e tendo uma densidade de carga o(x, y, z) €

0 = [[[ otx,y,2)av
E

Se tivermos trés varidveis aleatérias X, Y e Z, sua fung@o densidade conjunta ¢ ur
fungdo das trés varidveis tal que a probabilidade de (XY, Z) estar em E €

P(X,Y,Z) € E) = [[[ f(x,y,2) dV
Em particular, i

Pas<X<bc<Ys<dr<Zs<s)=| [ [[foy2dedyds

A fungdo densidade conjunta satisfaz

f(x,y,2)=0 fwfmf:f(x,y,z)dzdydx=l



EXEMPLO 5 Determine o centro de massa de um solido com densidade constante que € li-
mitado pelo cilindro parab6lico x = ye pelos planos x = 7.z = 0 e x — l.

r=x 50LUcA0 O sélido E e sua projegdo sobre o plano xy estao mostrados na Figura 14. As su-
perficies inferior e superior de E sio os planos z = 0 e z = x, de modo que descrevemos
E como uma regiao do tipo 1:

E={xy2 —lsy<slys=sx< 1,0=sz=<1x)

Entao, se a densidade € p(x, y, z) = p, a massa é
o I 1
m=f_|: pdV=‘f_|L_fopdzdxdy
; :

ol p

1 1 xz x=|
dxdy = — d
jﬁx y pf"[ZJx-,z y

=p

1 ! 4
%f_.(l -y‘)dy=9f0(| —y)dy

Y1 4p
p[y SL :




Por causa da simetria de E e p em relagio ao plano xz, podemos dizer imediatamente que
M _ = 0 e, portanto, y = 0. Os outros momentos sio

M= [[fxoav=[ [.J;s0dzaxa

= ' P = . x_3 .ld,-
p ' [\5 dxdy pj_,[3[_} )
-—2£ ; = =2 _y_"=2
8 J.°(l Y)dy 3 . 7]0 7

M, = [ oav= T, [, [ odca

o[ L[] wa= 21 fraca

p ,! 2p
3":’(l 7



3-8 Calcule a integral iterada.

3. f;f;ﬁ“ 6xz dy dx dz 4. J:fjxf(y) 2xyz dz dy dx

5. ﬁj: jv:i:?z ze dx dz dy 6. J:f; Jz ze™” dx dy dz

7. f:’z f;f; cos(x + y + z) dzdx dy

o 7T e v



9-18 Calcule a integral tripla.

9. _”_fE2de, onde
E={xy20<y<20<xsv4d—)y,0<z<y}

10. HJE yz cos(x’) dV, onde
E={xy2|0sx=<10sysxxszs<2k}

. _UJE 6xy dV, onde E estd abaixo do plano z =1 + x + y e acima
da regido do plano xy limitada pelas curvas y = \/;, y=0ex=1

12. [,y dV,onde E ¢ limitado pelos planos x = 0,y =0,z =0 e
2x+2y+z=4

13. [|{, x°¢’ dV, onde E é delimitado pelo cilindro parabélico
z=1-yepelosplanosz=0,x=lex= —]



14

16.

17.

. ‘H, xy dV, onde E ¢ delimitado pelo cilindro parabolico y = X’
e X =y2epelosplanosz =(ez=x+Yy

‘HT x’dV, onde T é o tetraedro s6lido com vértices (0, 0, 0),
(1,0,0),(0,1,0)e (0,0, 1)

.m', xyz dV,onde T € o tetraedro s6lido com vértices (0, 0, 0),
(1,0,0),(1,1,0)e (1,0, 1)

j'j'fs x dV, onde E € limitado pelo paraboloide x = 4y* + 47° ¢
pelo plano x = 4

|1 2dV, onde E é limitado pelo cilindro y* + 2% = 9 ¢ pelos pla-
nos x = 0,y = 3xe z = 0 no primeiro octante



