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DENSIDADE E MASSA

€ uma func;éo coininua em D. Isso significa que

mOS‘dmma'm<&Mnm&0(whaﬁm 1).
Para determinar a massa total m da lamina, dividimos o retingulo R contendo D em

sub-retangulos R,, todos do mesmo tamanho (como na Figura 2), ¢ consideramos

p(x,y)comoOforadeD.Seesoolhamumpomo(x:.ypanR,.euuoamdnm

da lamina que ocupa R, € aproximadamente p(x7, y})AA, onde AA € a drea de R Se so-
marmos todas essas massas, obteremos uma aproximagdo do valor da massa total:

m=3 3 plrs.y0AA

=1 j=l



Aumentando o nimero de sub-retingulos, obtemos a massa total m dal

valor-limite dessa aproximagao:

bz | |
| m=lim 3 % p(xkyDAA = [f p(x,y) dA
AR

i=1 j=1

MY
: 0 = ff ox,y)dA x‘)ril':
D
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Fisicos consideram ainda outros tipos de densidade que podem ser t
maneira. Por exemplo: se uma carga elétrica estd distribuida sobte; :
sidade de carga (em unidades de carga por unidade de 4rea) € ¢
ponto (x,y) em D, entio a carga total Q € dada por

2 Q=ﬂa(x.y)dA i s ol
- }. :
EXEMPLO | Uma carga estd distribuida na regido triangular D daF | modo ¢
densidade de carga em (x, y) € o(x, y) = xy, medida em coulomb .-_ I metro ¢
(C/m’). Determine a carga total. -

soLugio Da Equagdo 2 e da Figura 3, temos | 1ol = A% pr
0= [[otmyda=], ML

— ; zz" :‘-l dx‘.,
2 ly=1-x

Logo, a carga total € = C. maby



MOMENTOS E CENTRO DE MASSA

em retidngulos pequenos, como na Figura 2. Entao a massa de R‘
p(x%, y¥)AA e podemos aproximar o momento de R; com relacdo ao‘ 2

[p(xG: v AAL Y

Se somarmos essas quantidades e tomarmos o limite quando o nuim
cresce indefinidamente, obteremos 0 momento da 1amina inteira

: = lim 2 Zy pOxy, ) AA = ff y“"

mn—x =l j=

Da mesma forma, o momento em relacéo ao eixo y é:

: = lim_ 3 3 xp etafvp Ad = ﬂ

MRS jm). =]
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centrada em seu centro de massa. Assim. a limina permanece horizontal quando equili-

5 | As coordenadas (x, y) do centro de massa de uma limina ocupando a regidio
: D
e tendo fungdo densidade p(x, y) sdo

M,

-=——=l -—i—_
1A Iofxp(x.y)da y=—5=— [[ypx.y s
onde a massa m € dada por

WA §

m=_f_fp(x.y)dA
D

EXEMPLO 2 Determine a massa e o centro de massa de uma ldmina triangular com vérti-
ces (0,0),(1,0) e (0, 2), se a fungdo densidade € p(x,y) = 1 + 3x + y.

50L(A0 O triangulo estd mostrado na Figura 5. (Observe que a equagdo da fronteira supe-
rior é y = 2 — 2x.) A massa da lamina é

m=[[pxy)da=[of; " (1+3x+ydyds
Dl yz,,.z-z' iy 5 _i'gl
=jo[y+3xy+—2—L dx=4 (1 - x)dx 4{1 3L -

Entio, as férmulas em (5) fornecem
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P, S e _ 3 r!pr2-x
m D.fo(x,)’)dA—; J.OJ.O (x+3x2+xy)dydx
3 2
aa it 2 y P
sf‘*["y“”“; dv =3 o = 2 dx
y=0
2 3 x2 x4l 3
2[2 4L 8
= 1 i
y=—[[ypwnda=s fofs "0+ 3+ dyar
D

2

3y yY |y pre
—8-_[0[—2- = h —l dx=';ﬁ(7—9x—3x2+5x3)dx

2 3 =0

1 : A 1
= — 7x—9£——x3+5£-]0=—
4 2 4l 16

O centro de massa é 0 ponto (5, ig)-




MOMENTO DE INERCIA

O momento de inércia (também chamado segundo momento) de uma ' "
m em relagio a um eixo € definido como mr’,onde r é a dmtanciwc
tendemos o conceito a uma lamina com fungéo densidade p(x, y) eq
D pelo mesmo processo que fizemos para 0s momentos normais. I :'
quenos retingulos, aproximamos 0 momento de inércia de cada st
a0 eixo x ¢ tomamos o limite da soma quando o nimero de sub-reténg
finidamente. O resultado é o momento de inércia da lamina m re

; 1= lim § % 03 ety AA= [ ¥

m,n=+% e /=1

Da mesma forma, o momento de inércia em relagiio L.,
¢ LITINE

7 I, = lim 2 E(x"‘) p(x"'pr"

mon—o gy |

AR
019, ﬂ,ff’
E de interesse, ainda, considerar o momen‘o de ercia

chamado momento polar de inércia: e e

,Y.",,‘* “’P x> ‘,‘.

Y h=lim 3 3 e of

E—_a

Observe que /, = /_+ I S

'_.\u
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O raio de giracdo de uma lamina em relaciio a um eixo é o nimero R tal que

2 mR> =1

onde m € a massa da 1amina e / é o momento de inércia em relacao ao eixo dado. A Equa-
¢30 9 nos diz que, se a massa da lamina estiver concentrada a uma distincia R do eixo,
entao o momento de inércia dessa “massa pontual” seria 0 mesmo que 0 momento de inér-
cia da lamina.

Em particular, o raio de giracdo y em relagdo ao eixo x e o raio de giracio x em rela-
¢a0 ao eixo y t€m as equacoes

10 m72=1x mx =1

Entdo (x,y) é o ponto no qual podemos concentrar a massa da lamina sem modificar os
momentos de inércia em relacdo aos eixos coordenados resultantes. (Observe a analogia

com o centro de massa.)

EXEMPLO 5 Determine o raio de giragao em torno do eixo x do disco do Exemplo 4.

50LU(A0 Como observado, a massa do disco € m = pma’, e da Equagdo 10 temos
1 - 2
sl puiia B0 2 ©

m pma’ 4

Portanto, o raio de giragdo em relagdo ao eixo xéy = 3a, que é metade do raio do disco. O



PROBABILIDADE 3 :;,
Na Secido 8.5, consideramos a fungao densidade de probabilidade f de y e

J- Bhome- ' - v

téria continua X. Isso significa que f(x) = 0 paratodo x, [~ f(x)dx =1 cap i,
de que X esteja entre a e b é determinada integrando-se fde a até b:

Pa<X<b)= [ f(x)dx

dois componentes de uma méaquina ou a altura e 0 peso de uma m i
ao acaso. A fun¢io densidade conjunta de X e Y € uma fung@o f de duas var
a probabilidade de que (X, Y) esteja em uma regidao D seja Y

P(X,Y) € D) = [[ f(x,y) dA
D

Em particular, se a regiao for um retangulo, a probabilidade de ¢ ; ,
de que Yestejaentre ce d é

Pa<X<bcs<yY<d=[ [ f(xy) dyds



FIGURA 7

A probabilidade de que X esteja
entre a ¢ b ¢ de que Y esteja entre ¢
¢ d ¢ o volume do sélido acima do
retingulo D = [a,b] X [c,d] e
abaixo do grifico da fungio
densidade conjunta




Como no Exercicio 36 da Secao 15.4, a integral dupla sobre R*é uma ir
definida como o limite da integral dupla sobre os circulos ou retﬁngulm

e podemos escrever

EXEMPLO 6 Se a funcdo densidade conjunta de X e Y for dada por i3

i

Cx+2y)  se0<x<10,0<y=<10
fmw-{ % NI e ses

LN e N R b) : '”'
p 1

determine o valor da constante C. Em segulda calcule P(X

.....

(x,3) = 0 esté fora do retingulo [0, 10] X [0, 10], temos .



y= lO

[ fendyax= [0 cac+ 2 dyds=C [ [+ 5] dx

= C [ (10x + 100) dx = 1 500C

Portanto, 1500C = 1, e entdo C = —.
Agora, podemos calcular a probabilidade de X ser no méximo 7 e de Y ser no minimo 2:

px<7,Y=2=[_ [fe.ydydc= [ [] i &+ 2y) dydx

y=10
= |sm.[[xy+y
~ 0,5787 "

dr= 2 [ (8x + 96)dx

1500



Suponha que X seja uma varidvel aleatéria com fungdo densidade de probabilidade
f,(x) e Y seja uma variével aleatéria com fungdo densidade f,(y). Entdo, X e Y sdo ditas va-
riaveis aleatérias independentes se a fungao densidade conjunta for o produto das fun-
¢cOes densidade individuais:

f&x,y) =£,(x)f,0)

Na Secdo 8.5, no Volume I, modelamos o tempo de espera utilizando a fungdo densi-
dade exponencial

D set <0
FO= pule™ set=0

onde u é o tempo médio de espera. No préximo exemplo consideraremos a situagéo com
dois tempos de espera independentes.



EXEMPLO 7 O gerente de um cinema determina que o tempo médio de espera na fila para
as pessoas comprarem entrada para o filme da semana seja de dez minutos e que o tempo
médio que levam para comprar pipoca seja de cinco minutos. Supondo que os tempos de

espera sejam independentes, determine a probabilidade de um espectador esperar menos
de 20 minutos até se dirigir a seu assento.

S0LUCA0 Supondo que os tempos de espera X para comprar a entrada e ¥ para comprar pipoca
possam ser modelados por fun¢ées densidade de probabilidade exponencial, podemos es-
crever as fungGes densidade individuais como

0 <0 0 sey<0
f.(x)={ e f:(v>={

ll‘,e""'lo sex=0 ';e"'"l sey=0
Como X e Y sdo independentes, a fungéo densidade conjunta é o produto:

L g %3 sex=0,y=0

fx,y) = f(L0) = { :

caso contrario

Foi pedida também a probabilidade de X + ¥ < 20:
PX+Y<20)=P(X,Y) € D)



onde D é a regido triangular mostrada na Figura 8. Entao,
= J"" J‘”" 1 =10, ~yis dudi
PX+Y<20)=[[faynda=|"]""3
D

tomar seus assentos.




VALOR ESPERADO

Lembre-se da Secdo 8.5, no Volume I, que, se X € uma varidvel ale:
sidade de probabilidade f, entdo sua média é

p=|"_ xf()adx

Se X e ¥ sdo varidveis aleatérias com fungdo densidade conjuntz i
eameédia Y, tambemchamadasvaloresesperadosdeXeYs :

1 _"IXf(x, y)dA 09 s J;J;yj’ |

Observe como sio parecidas as expressoes de i, € p, em (1
M, de uma lamina com fung@o densidade p nas Equagoes 3
sar na probabilidade como uma massa contmuamente dis
lidade da mesma maneira que calculamos massa: ir
a “massa de probabilidade™ total € 1, as expresso
mos pensar que os valores esperados deXe?,
de massa” da distribui¢@o de pro\s: ilidade

No préximo exemplo trabalharer
no Volume I, uma tinica vatiével
dade de probabilidade é da for_ma

LR 0“(}" Iﬁ

i =

j( ,-‘ ,"‘: - .

onde u € sua média e d':"*é’s'?éu’ vi



EXEMPLO 8 Uma fabrica produz rolamentos (de forma cilindrica) que
tendo 4.0 cm de didmetro e 6,0 cm de comprimento. Na verdade, o dia 1' g;.
tribuicio normal com média 4.0 cm e desvio-padrao 0,01 cm, enquanto o ¢
Y tem distribui¢do normal com média 6,0 cm e desvio-padrio 0,
e Y sejam independentes, escreva a fungdo densidade conjunta e
mine a probabilidade de um rolamento escolhido aleatonanm

comprimento ou didmetro que difiram dos valores médios em mai

o l' J'—

LA Temos que X e Y tém distribui¢des normais com g, = 0. 1,
0.01. As funcdes densidade individuais para X e Y sdo r

l 1
fi(x) = o000 P
p b i 'tfz = 0012w

ComoXe Ysiomdependenws afungﬁo ensidade co: ;

L. 4
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T A »ﬁg‘_-_._._ s
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O grifico dessa fungdo é mostrado na Figura 9.




Vamos inicialmente calcular a probabilidade de ambos, X e Y, diferirem de seus valo-

res médios por menos de 0,02 cm. Usando uma calculadora ou computador para estimar
a integral, temos

P(398 <X < 402,598 < Y < 6,02) = J';f: | ::’: f(x,y) dy dx

_ 2000 J"m """2 ¢S OO+ -6R) 4 4
N 398 Y 598 Y

T
=~ (091

Entao, a probabilidade de X ou Y diferir de seu valor médio em 0,02 cm ou mais é

de aproximadamente
B 1 —-091 =009 .



155 EXERCICIOS

. Uma carga elétrica € distribuida sobre o retdngulo 1 < x < 3,
)<y < 2, de modo que a densidade de carga em (x, y) é
sir.y) = 2y + ¥ (medida em coulombs por metro quadrado).
Determine a carga total no retangulo.

Uma carga elétrica é distribuida sobre um disco x* + y* < 4 de
modo que a densidade de cargaem (x, y) € o(x,y) =x + y +
(' +y' (medida em coulombs por metro quadrado). Determine
1 carga total no disco.

> -

k0 Determine a massa e o centro de massa da lamina que ocupa a
w0 D e tem fungdo densidade p.

px,y) = '
p(x,y) = cxy

% D¢ uma regido triangular com vértices (0, 0), (2, 1), (0, 3);
ALY =x+y

LD={xyl0=x=<2,-1=y=1})

LD={x,)0<x=<aqa,0=<y=b);

D ¢aregido triangular delimitada pelas retas x = 0,y = xe 2x

V=6 pix,y) =2
! D¢ delimitada pory=¢' y=0,x=0ex = 1;  px,y)=Yy
L Dédelimitadapory=\/;,y=0ex= 1, P =%
' D= (w0 S y < sen(maiL), 0 <3< L3 o) =Y

] D¢ delimitada 1 P P

14,

16.

17.

18.

Encontre o centro de massa da limina do Exercicio 13 se a den-
sidade em qualquer ponto for inversamente proporcional 4 sua
distdncia da origem.

Encontre o centro de massa de uma limina em forma de tridn-
gdomﬁngﬂoisésam.mmwwiguahcndompﬁMO
a, se a densidade em qualquer ponto for proporcional do qua-
drado da disténcia do vértice oposto 2 hipotenusa.

Uma ldmina ocupa a regido dentro do circulo x* + y* = 2y mas
fora do circulo x* + y* = 1. Encontre o centro de massa se a den-
sidade em qualquer ponto for inversamente proporcional & sua
distincia da origem.

Determine os momentos de inércia /,, / , /, para a lamina do
Exercicio 7.

Encontre os momentos de inércia /, I, /, para a lamina do
Exercicio 12.

Encontre os momentos de inércia I, [, J, para a limina do
Exercicio 15.

Considere uma pd quadrada de um ventilador com lados de com-
primento 2 e com o canto inferior esquerdo colocado na origem.
Se a densidade da pé for p(x, y) = 1 + 0,1x, € mais dificil girar
a p& em tomo do eixo x ou do eixo y?

p(x.y)=\/; T a s 2% 111 s o citotesma Ae roammiitacan aloébrica nara determinar



SUPERFICIES PARAMETRIZADAS

r(u, v) = x(u, V) i+ y(u, v)Jj+ z(u,v) k

seja uma fungdo a valores vetoriais definida sobre uma regido D do plano uv. Entdo x, y

€z, componentes de r, serdo fungdes das duas varidveis y e v com dominio D. O conjunto
3 .

de todos os pontos (x, y, z) em R’ tais que

2 x = x(u, v) y = y(u, v) Z=2Z(u,v)

e (u, v) varie em D, € denominado superficie parametrizada S. e as Equacdes 2 sdo cha-
madas equacoes paramétricas de S. Cada escolha de u e v dd um ponto de S: ao fazer-
mos todas as escolhas, obtemos todo o0 S. Em outras palavras, a superf'n’cie S'é tragada pela
ponta do vetor posi¢ao r(u, v) quando (u, v) se move na regiao D (veja a Figura 1).



e —

FIGURA |
Uma superficie parametrizada

EXEMPLO | Idenﬁﬁqueze-i-,sbacea-snperﬁcie com equagio vetorial
(U, v) =2cosui + Vj+2senuk

S0Ugko As equagdes paramétricas para essa superficie sdo
x=2cosu y=v z=2senu
Para qualquer ponto (x, y, ) da superficie, temos
X+ =4dcos’u + 4sen’u =4
Isso significa que tpdasap 5 mmm a0 plano xz (isto €, com y cons-

tante) sdo circunferéncias de 1 'ZComoy= venﬂommaoaovalorde v, asu-
perficie & um cilindro circular de raio 2 cujo eixo é o eixo y (veja a Figura 2). B
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FIGURA 4

No Exemplo 1 ndo existiam restri¢des quanto aos pardmetros u e v e assim obtiy

o cilindro inteiro. Se, por exemplo, restringissemos u e v, escrevendo-oxdomt_ﬁg_
rametros como

O=su=u12 O=sp=3

entdiox =0,z = 0,0 < y = 3 e obteriamos o quarto do cilindro de comprimen
trado na Figura 3.

Se uma superficie parametrizada S é dada por uma fungdo vetorial r(x, v),
tem duas familias de curvas tteis contidas em S, uma familia com u constant
v constante. Essas familias correspondem a retas verticais e horizontais
mantivermos u constante, impondo u = U, entao r(u

com um (nico parametro v, que define uma curva C, sobre § (veja a Fig

v

i




FIGURA 5

Da mesma forma, se mantivermos v constante, tomando v = y,, obteremos a cun
dada por r(«, v ), que estd em S. A essas curvas chamaremos curvas da grade (no E
plo 1, as curvas da grade obtidas tomando « constante sdo retas horizontais, enquan
curvas da grade obtidas com v constante sao circunferéncias). De fato, quando um ¢
putador traga o grafico de uma superficie parametrizada, ele geralmente retrata asup
cie tracando essas curvas da grade, como veremos no préximo exemplo.

EXEMPLO 2 Use um sistema de computago algébrica para tragar o gréfico da superf
r(u,v) = ((2 + sen v) cos u, (2 + sen v) sen u, u + cos v)
Quais sdo as curvas da grade com u constante? E com v constante?

S0LUCA0 Tragamos o pedago da superficie com os parametros delimitados por 0 < u <
0 =< v = 2 na Figura 5. Esse grifico tem a aparéncia de um tubo espiral. Para iden
car as curvas da grade, escrevemos as equagdes paramétricas corresponc entes: :

X = (2 + sen v) cos u y = (2 + sen v)sen u z=u+cos

Se v € constante, entdo sen v e cos v $a0 constantes e as equagoes f
as da hélice do Exemplo 4 da Segdo 13.1. Assim, as curvas da grade com v
as curvas espirais da Figura 5. Deduzimos que as curvas da grade co .
ser aquelas que parecem circunferéncias na figura, Maior evidéncia

Se mantivermos « fiX0, ¥ = U - entan as erianEac o — 1 L o






EXEMPLO 4 Determine uma representagao paramétrica da esfera
x2 + y2 + ZZ — aZ

S0LUCA0 A esfera tem uma representacao simples p = a em coordenadas esféricas. entiio
vamos escolher os angulos ¢ e 6 das coordenadas esféricas como parametros (veja a Sec¢ao
15.8). Tomando p = a nas equagdes para conversdo de coordenadas esféricas para coor-
denadas retangulares (Equagio 15.8.1), obtemos

x=asendcosf@ y=asendsenf z=acosd
como equagGes paramétricas da esfera. A equacdo vetorial correspondente é
r(¢,0) =asendcos@i+asendsenfj+ acosdk

Temos 0 = ¢ = wme 0 = 6 =< 27, de modo que o dominio dos parimetros ¢ o retingulo
D = [0, 7] X [0, 27]. As curvas da grade com ¢ constante sdo as circunferéncias de la-
titude constante (incluindo o equador). As curvas da grade com # constante sdo os meri-

—

dianos (semicircunferéncias), que ligam os polos norte e sul. O

#1005 sos de superficies
~#n2acas € na computacio gréfica.

-

i Mostra o resuftado de tentar
Searxr+y+ 7= isolando z e
005 hemisférios de cima e de baixo
41,:__;,,5% Parte da esfera parece estar

o
&0 e
e

. o 0
_POrcausa do sistema retangular de

Sy

.0 pelo computador A Figura 8,

e

. 10l produzida por um
“HeOr Que usa as equagdes

s
WA VY ARt el -




EXEMPLO 5 Determine uma representacao paramétrica do cilindro

x2+y2=4 O0<z=<|

SO0LUCAO O cilindro tem representagdo r = 2 em coordenadas cilindricas: assim escolhemos
como parametros @ e z das coordenadas cilindricas. Entdo as equagoes paramétricas do

cilindro sao
x = 2cos 6@ y=25en0 %%

onde0<0<2mel=zs=l.



o

EXEMPLO 6 Determine uma fungdo vetorial que represente o paraboloide elipt
z=x"+2y". >

S0LUCA0 Se olharmos para x e y como paradmetros, as
simplesmente e

s it Y=y z=xX+2"
€ a equacao vetorial é

rix,y) =xi+yj+ o’ + 29k

.
FR R
o1 M1 o

Em geral, uma superficie dada como o grafico de uma fungao de €y,0
¢do da forma z = f(x, y), pode sempre ser olhada como umaq verficie
mando x e y como pardmetros e escrevendo as equacoes p

%J :
X=X ¥ =¥ < f (x, y}
Representagdes paramétricas (também chamadas
$40 Unicas. O préximo exemplo mostra dois modos de



EXEMPLO 7 Determine uma representa¢ao paramétrica para a superfic
. . 2 2 2 Y
ou seja, a metade superior do cone z° = 4x” + 4y".

X=x y=y z=2\/;2_-l-7

Assim, a equagao vetorial é

onder=0e0<6<27
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SUPERFICIES DE REVOLUGAO

(x, y.2)

FIGURA 9

As superficies de revolugéo podem ser representadas na forma paramétri ‘"r.--:.?ff‘ anto,
seus graficos podem ser tragados usando-se um computador. Por exem :_ 0, Vamos
derar a superficie S obtida pela rotagéo da curva y = f(x),a=x i@ .ﬁaf‘
onde f(x) = 0, sendo @ o dngulo de rotagdo, como mostrado na Fl ra9.Se (x,y,

ta |
ponto de S, entdo | m 7,
Al hy {
3 X=x y = f(x) cos 0 zwf@ n i

Portanto, tomamos x e f como pardmetros ¢ olhamos as Equ: es 3 com
ramétricas de S. O dominio do pardmetro é dado por a ‘ : '.'-’ .n_ ) = §

EXEMPLO 8 Determine as equagdes paramétricas da superficie g
y = senx,0 = x = 27, em torno do eixo x. Use essas equa

superficie de revolugéo. o e Ohguios .
suugio Das Equagdes 3, as equagdes paraméricas sio

X=X «.-“"x‘

o~ -~



Dominio: 0 <x<2m; 0<0<2m




PLANOS TANGENTES

Agora vamos determinar o plano tangente a uma superficie parametrizada S determinada
por uma fungao vetorial

r(u,v) = x(u, v) i+ y(u, v)j+ z(u,v)k

em um ponto P, com vetor posi¢do r(u,, v,). Se mantivermos u constante, tomando
u = u,, entao r(u,, v) se torna uma fungao vetorial de um tnico parametro v e define uma
curva da grade C, sobre S (veja a Figura 11). O vetor tangente a C, em P, € obtido to-
mando-se a derivada parcial de r em relagdo a v:

d e 00
4 r =—uo,vo)i+—y(uo,vo)J+—Z(uo,vo)k
Jv dv v

il




Da mesma forma, se mantivermos v constante tomando v = v,, obteremos a curva da

grade C, dada por r(u, v,) que estd sobre S, e cujo vetor tangente em P, ¢

ox dy
5 r,= —(u,v)i+ — (u,v)j+ 122 (u, v )k
du du du

Ser, X r, ndo € 0, entdo a superficie S € dita lisa (sem “bicos™). Para uma superficie lisa,
0 plano tangente é o que contém 0s vetores tangentes r e r_er, X r € o vetor normal
ao plano tangente.

EXEMPLO 9 Determine o plano tangente & superficie com equagdes paramétricas x = W,
y = v’,z = u + 2vno ponto (1, 1,3).

Fura 12 mostra a superficie que se
wrtercepta no Exemplo 9 e seu plano

prizem (1, 1,3). 50L(A0 Primeiro vamos calcular os vetores tangentes:
2 rg_?_x_‘.{-_a_y.j-}--a-z-k 2ui + k

(1,1,3)

du du du

"ﬁ"‘” M+ Ex=20j+2k
v v v




Assim, o vetor normal ao plano tangente €
LS il
rXr, =12z 0 1l=—2pj —4 (j+ 4
0 2v 2 .

Observe que o ponto (1, 1, 3) corresponde aos valores « dos parime
Assim o vetor normal ali é A

ou



AREA DE SUPERFICIE

QI F.
Definiremos agora a drea de uma superficie parametrizada geral dada pela i
Para simplificar, vamos considerar inicialmente uma superficie
metros D ¢ um retingulo, que dividiremos em sub-retingulos R . Vamos escoll
como o canto inferior esquerdo do retingulo R (veja a Figura 13), O hedge
ficie § que corresponde a R ¢ chamado de retalho ¢ tem um ponto Ptl com
r(ut, v}y como um de seus cantos, Seja s

rt = p (U v ¢
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“ 20 ..
A Figura 14(a) mostra como os dois lados do retalho que se encontmm

ser aproximados por vetores. Esses vetores, por sua vez, podem ser aproxir ’
vetores Aur ¥ e Avr* porque as derivadas parciais podem ser aproximadao
tes de dlferenqas Assnm aproximamos S, pelo paralelogramo determ rado pe

(r. \. {

Aur* e Av r*. Esse paralelogramo estd representado na Figura 1. ﬂw :

plano tangente a S em P, . A drea desse paralelogramo ¢ e -..'

|(Aur*) X (Av r¥) = ek X r¥| Au At

'fi “.c
¢ entdo uma aproximagio da drea de S é t

&

el
m

r* X
121 121 | ' M ‘.*!“,

Aintuigiio nos diz que essa aproximagdo fica me ‘jr' edi
de sub-retingulos e reconhecemos a soma dllp cor
dupla [f, |r X r ) du dv. Isso justifica a se






Vamos calcular primeiro o produto vetorial dos vetores tangentes:

G

ox dy ox i j k
B, X B~ dp 0dp dp|=| acosdcosf acosdsend —a sen ¢

ox dy 0z —acos¢senf asendcosf 0

060 96 06

— sen2¢ cos 0 i + a’ sen’d sen j+ a sen o cos ok

Entao,
Ir e r,l = va'sen®d cos’d + a’sen’d sen’d + a'sen’d cos’e
— Va'sen'd + a'sen’d cos’d = a™V'sen’d = a’sen ¢
uma vez que sen ¢ =0 para 0 < ¢ < . Portanto, pela Definigdo 6, a drea da esfera é

disrdd Ir, xr,|dA=[]" [ a*sen dd db
D

oG f;" do [ sen ¢ dp= a’(2m)2 = 4wa’ 0



AREA DE SUPERFICIE DO GRAFICO DE UMA FUNCAO

Para o caso especial de uma superficie S com equagdo z = f (x, y), onde (x, y) estd em D
onde ftem derivadas parciais continuas, tomamos x € y como parimetros. As equagdes pa-
ramétricas sao

=X y=y z=](X.}')
=i+(—)k r,—j-i—(—)
logo r = :



I
—
O e

Xr

r

Entao, temos

8 . Il'x X l’yl — J(_g‘_f:)z.'- (%)24' lj. ‘_\-;;',’;,'l
- X Oy

¢ a formula de drea da superficie na Definigdo




e a férmula de 4rea da superficie na Definicdo 6 fica

9 A(S) =joj‘/1+ (%)ﬂ (3)24#.'."t }? :

EXEMPLO |1 Determine a drea da parte do paraboloide z = x’ F
plano z = 9.

910 O plano intercepta o paraboloide na circunferéncia * + 5*

superficie dada estd acima do disco D com centro na o
Usando a Férmula 9, temos )

8z sazé”-z |

A= 1+ d/
0y T
Bt 1
=[[Vita@+haa
D . 3 '“ £$?




Precisamos ainda verificar se nossa defini¢ao da drea de superficie (6) é
a férmula da drea de superficie obtida no cdlculo com uma tnica varidve]
Consideremos a superficie S obtida pela rotagdo da curva y = f (x)'

torno do eixo x, onde f(x) = 0 e f' é continua. Da Equagao 3, :
paramétricas de S sdo

X=X y =f(x)cos 6 z=f(x)sen @ a<x<‘b 2
Para calcular a drea da superficie S, precisamos dos vetoreg an iv ". ~t' |
r,=i+f'(x)cos 0 +f’(x)seli9k g

r,=-f()sen6j+f(x)cosOk

£ Xr,=|1 f'@eosh fx)sen)
0 —f(x)senf® f '

=fQf'@)i—fx)cos b j




¢.entdo, |r, Xr,| = V[f@PIf'®F + [f 0P cosd + [f ()] sen'd
=VIf@P[L + [f'®F] =f@V1 + ([ ®F

porque f (x) = 0. Portanto, a drea de S é
A= ([ Ir,xrlda=[7["feV1 + [f'@F dxdb
D

=27 [ V1 + [f ') dx

[sso é precisamente a férmula que usamos para definir a drea de uma superficie de revo-
lucdo no cdlculo com uma tinica varidvel (8.2.4).



66/ EXERCICIOS

(ﬁl. h- "-' .' .

2 Determine se 0s pontos P e Q t30 \,'

: 3 m‘,,'
((u, V) = (2u+3v 1+5u .

6{&&’-(

p0,10.4),065,22,5)

1% 3.
."(,’ j

1 ru,v) = @+vu-,%,;
P3, -1, 5), O(=13 4) m&;“

3-6 Identifique a superﬁ‘c‘x% q‘;g m a

. £
RSy &

Loru,v) = (u + )i+ (3 - ;f s
4 r(u,v) =2sen ui
5. 1(x,0) = (x, cc “ o

b r(x,0) = *(xggﬂ
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g1 Use um computador para m oo W
metrizada. Imprima o resultadoem lue sobre ¢
¢io as curvas da grade que t€m u co

232

1. ru,v) =@+ l v + lxu _?
Ter i

. r(u,v) = (u + U,u_ "ivz) : "'"

{ ;
f

- -,

_, L)
.‘\1‘ pa -

9. r(u,v) = (ucos v, usen'v, o),
d\%lli;:' |

.L

10. r(u, v) (cosusenuv,s
O<us<2m,0,]1=< vs

"o - Sen v y — "‘ws‘f‘ & s_fa-'-,'“\\
0Su<2m, —m2: <v

L1E O DL

|l. X=usenucosv,y=u



13.18 Faca uma correspondéncia entre as equa
dentificados por I-VI e justifique sua respost: a. I c
mﬂlasdccurvasdagradetemuconstantee;

13. r(u,v) =ucosvi+ usen vijWb
S EETHE .Jb

4. ru, v)-ucosvl+usenv,,+gen

'.‘.‘5-’»' %

I5. r(u,v) = sen vi + cos u sen 20j 11

:qux

6. x=(1 - u)(3 + cos v) cos41m:,; q

-

y=(1-u)3 + cos v) sen 47 ,,.

i -f-r

I=3u+(1- u) sen v '_,:',-,-."T

‘{l.:z }.':



g 3 3 3 3 }
17. x =COoSucosv,y=senucosuv,z=senuv

18. x=(1—lul)cosv,y=(1 — |ul)senv,z = u
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37-47 Determine a area da superticic.

37.

A parte do plano 3x + 2y+z=6queest6noprimgimm

38. A parte do plano 2x + 5y + z = 10queestédentmdo¢um

,x+y"9

39. A superficie z = 2x + y"%),0<x<1,0sy <

40. A parte do plano com equagdo vetorial

41.

4.

43.

45.

47.

r(u,v) ={1 + v,u—2v,3 — Su + v)queédadapor
O=u=]0=sv=]

A parte da superficie z = xy que estd dentro do cilindro
X+ y 1

A parte da superficie z = 1 + 3x + 2y’ que est4 acima do tridn-
gulo com vértices (0,0), (0, 1) e (2, 1)

A parte do paraboloide hiperbélico z =y* — »* que estd entre os
cilindros ’ + y’ = l e X’ + y* = 4

Apartcdo paraboloide x —y + 7 que estd dentro do cilindro
yY+7=9

A parte da superficie y = 4x + z* que estd entre os planos
*r=0x=1z=0ez=1

O helicoide (ou rampa espiral) com equagdo vetorial
MU, v) =ucosvi+usenvj+vk,0<u<l0<vsw

A superfl’cne com equagdes paramétricas x = u, y = W

z--v O=sy< S]l,0syp=?

B e










