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Uma integral dupla de uma fungdo positiva é um volume, que € o limite das somas dos volumes
de colunas retangulares.



_REVISAO DA INTEGRAL DEFINIDA

Antes de tudo, vamos relembrar os fatos basicos relativos a integral definida de fungdes
de uma varidvel real. Se f (x) € definida em a < x < b, subdividimos o intervalo [a, b] em
n subintervalos (X . x.] de comprimento igual Ax = (b — a)/ne escolhemos pontos arbi-
trarios x7 em cada um desses subintervalos. Em seguida, formamos a soma de Riemann

[1] 3 £ Ax

e tomamos o limite dessa soma quando n — o para obter a integral definida de a até b da
funcao f:

[2] I, £ 0 dx = 1im 3 £ Ax

No caso especial em que f(x) = 0, a soma de Riemann pode ser interpretada como a soma
das areas dos retangulos aproximadores da Figura 1 e f: f (x) dx representa a drea sob a

curvay = f(x) de a até b.
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DEFINICAO A integral dupla de S sobre o retingulo R é
fjf(x y)dA = lim S S 0ty AA

A% =] j=]

se esse limite exisur.

——

O significado preciso do limite da Defini¢do 5 é que para todo & > 0 existe um inteiro
N tal que

ff(x ydA- 3 )If( 2 Yy) DAl < e

i=] j=1

para todos os inteiros m € n maiores que /N e para qualquer escolha de (x* Gy )em R,
Uma funcéo é dita integréivel se o limite na Definigio 5 existir. E mostrado exn civdod
de célculo avancado que todas as funcdes continuas sdo integraveis. Na realidade. a inte-
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e MU Gliavoual (AL oy A
& Vi 0y ) POAE Ser tomado como qualquer ponto no sub-retangulo R,
y

g)rém, s€ 0 efcolhermos COmo O canto superior direito de R, [ou seja, (x, ), veja a
2 i " 4 ’
igura 3], entdo a expressio da soma dupla ficard mais simples: i

¢ ﬂf(x'Y)dA = lim ¥ if(x,-,.v.)AA
R m, n—»x J

i=1 j=1

Comparando as Defini¢des 4 e 5, vemos que o volume pode ser escrito como uma in-
- tegral dupla:

i

M Se f(x, ) = 0, entdo o volume V do sélido que esta acima do retangulo R e abaixo
| da superficie z = f(x, y) é

e Vv =J"f f(x,y) dA
R

A soma na Definicao 5

Y3 f@,yr) AA

=] j-l
Sb AR ;
€ chamada soma dupla de Riemann e é usada como uma aproximagao do valor da inte-

.gﬂ\__d}gpla, [Observe a semelhanga dessa soma com a de Riemann em (1) para fungdes de



EXEMPLO | Estime o volume do sélido que estd acima do quadrado R = [0,2) x [g 5

abaixo do paraboloide eliptico z = 16 — x* — 2y”. Divida R em quatro quadrago iy
escolha o ponto amostral como o canto superior direito de cada quadrado R.. Fagayp, c:
bogo do sélido e das caixas retangulares aproximadoras. |

$0LUA0 Os quadrados estdo ilustrados na Figura 6. O paraboloide eliptico ¢ gréfico ¢
flx,y)=16 - ¥’ — 2y"e a drea de cada quadrado vale 1. Aproximando o volume pela some

de Riemann comm = n = 2, temos
2 2
V=3 3 fx,y) AA

i=1 j=1

=f(1,1) AA+ f(1,2) AA + f(2,1) AA + f(2.2) AA
= 13(1) + 7(1) + 10(1) + 4(1) = 34
Esse € o volume das caixas aproximadoras mostradas na Figura 7.

. Obtemos melhores aproximagdes do volume no Exemplo 1, quando aumentamos ¢
‘nimero de quadrados. A Figura 8 mostra como as colunas comegam a parecer mais co
0 sélido verdadeiro e as aproximagdes correspondentes vio se tornando mais preciss
quando usamos 16, 64 e 256 quadrados. Na préxima se¢io mostraremos que 0 volu

exato € 48.



(a) m=n=4,V~415 (b) m=n=8, V=44 875 (c) m=n=16, V=46 4687
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EXEMPLO 2 SeR={(x,»)| -1 =x=<1, -2 <y =<2} calcule a Integral
[[VI =2 da
R

S0LUCA0 Seria muito dificil calcular a integral diretamente da Defini¢ao 5, mas, comy

Vi-2=0, podemos calcular a integral interpretando-a como um volume. Se 7= v - r
entiox’ + 7 =lez> 0, logo a integral dupla dada representa o volume do sélido § que

estd abaixo do cilindro circular x* + z° = 1 e acima do retangulo R (veja a Figura 9). 0 vo
lume de § € a drea de um semicirculo com raio uma vez o comprimento do cilindro. Portanto

I =Fda=Laayxa=2x

R




REGRA DO PONTO MEDIO PARA INTEGRAIS DUPLAS

If £ y)aa =
R

m

I ng f(;")-’l) o)

=

onde x, € o ponto médio de [x._,x] e y; € 0 ponto médio de [y,_,, y].

EXEMPLO 3 Use a Regra do Ponto Médio com m = n = 2 para estimar o valor da integral
{f.(x — 3y") dA,onde R = {(x,y)|0<sx<2,1 <y=<2}.




S0LUCA0 Usando a Regra do Ponto Médio com m = n = 2, calcularemos f (x, 3= x b 3\
no centro dos quatro sub-retangulos mostrados na Figura lO Entdo, temos x, = X
:2, y, = --ey2 --; A drea de cada sub-retingulo é AA = 3. Logo,

j]'(x 3y)dA===2”§lf(x,y})AA
=f(x,y,) AA + f(x,,y,) AA+ f(x,,y) AA + f(x,,y, AA
=f(5: D) AA+ (3.7 AA+ (3, D) BA+£(5, 7) AA
Bt (D () + ()

-2 = —11875

Portanto, temos [fex = 3y") dA =~ — 11,875
Gk R
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PROPRIEDADES DAS INTEGRAIS DUPLAS

Listaremos aqui trés propriedades das integrais duplas que podem ser demonstradas como
na Segdo 5.2, no Volume I. Admitiremos que todas as integrais existam. As Propriedades
7 e 8 sdo conhecidas como linearidade da integral.

7 (U ey + g0 1 dA = [[ £x.) dA + [[ gtx,y) da
R R -
s ﬂcf (x,y)dA = c ﬂ f(x,y)dA onde ¢ € uma constante.
R R

‘Se. f(x,y) = g(x, y) para todo (x, y) em R, entao

9 | ﬂf (x,y)dA = f f g(x,y) dA
R R
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Suponha que f seja uma fungio de duas varidveis continua no retingulo R = [a, b] X
[c, d]. Usaremos a notagdo fff (x, y) dy significando que x é mantido fixo e f (x, y) € inte-
grada em relacdo a y de y = c até y = d. Esse procedimento é chamado integrd(‘dn par-
cial em relagdo a y. (Observe a semelhanga com a derivada parcial.) Como (“f(x,y)dyé
um nimero que depende do valor de x, ele define uma fungao de x: R

A@) = ["f(x.y) dy

Se agora integrarmos a fun¢ao A com relagdo a varidvel xde x =aax = b, obteremos

i
I

[Pa@ dx = [ [[7f .y dy)as

Amtegral do lado direito da Equagdo 1 é chamada integral iterada. Em geral, os col-

chetes sdo omitidos. Entao,

[ [l r e dyax = [([[f ) e

1 ifica que primeiro integramos com relacdo a y de ¢ a d e depois em relacdo a x de




'Q-u

e 0 valor das mtegrals iteradas
e ®) [ [ 2ydxdy

e 2

| *: ¢io A da discussdo precedente € dada por A(x) = %xz neste exemplo.
sa funcdo de x de 0 até 3:

[ofi¥vayax =[] xydy}dx

3
3 X

3 2
= = x'dx = —
0 2 o)

LB

—
— ——

o 2
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I x’ydydx oy aax

3In
= Z;xdx: ..x_. = .2_7
2 10 2
emrelagaoax.
ACj 3
2[ m 2| x|
ydxdy = Il [foxzydx]dy - Il l;- ___ody

Ay aman’.fsf..l
] Qbfm;sf ) B! 2
o' | 2 27
‘ “3“ ”n o . dey 9 _ = S
- mt; ) 21650Y 6 2 I 2

. 3 -
" -
: s PR PN

e il a
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DE FUBINI Se f for continua no retangulo
§ <b,c <y <dj},entio

. ‘_(,,,)4,4=mjf(x,y)dydx=j‘jfff(x,y)dxdy

, esse resultado vale se supusermos que f seja limitada em R, f

po— .~ *ap‘énas em um nimero finito de curvas lisas e que a integré
3 e '-‘ X n.

—
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EXEMPLO 4 Determine o volume do s6lido S que € delimitado pelo paraboloide eliptico
# + 2y° + z = 16, pelos planos x = 2 e y = 2 e pelos trés planos coordenados.

50LU(A0 Observemos primeiro que S é o s6lido que est4 abaixo da superficie z =16 - ' -y
e acima do quadrado R = [0, 2] X [0, 2]. (Veja a Figura 5.) Esse s6lido foi consideradon
Exemplo 1 da Segdo 15.1, mas agora temos condi¢Ges de calcular a integral dupla, usady
o Teorema de Fubini. Portanto,

V=J;_f(16 —*-2hda= [ [ (16— -2 dxdy
x=2
- j';[l&r --'3-x3— 2y°x 43 dy

[l -4 =[5r- 3, -
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2 .[f g()h(y) dA = f: g(x) dx ‘:1 h(y)dy ondeR = |a,b] X |c,d]
R

EXEMPLO 5 Se R = [0, /2] X [0, /2], entdo, pela Equagio S,

‘.-rrf’

~arl2
ﬂ sen x cos ydA = | ~ sen x dx
JO o 0
R

“cos y dy

= | —cos x]:'[sen _v]w“ =1-1=1

0
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J‘:f_ll("z +y") dy dx

6. f::: f: cos y dx dy
8. ffzx—e—dydx

10. f:) ﬁ e dx dy
12. f;f;xyw/xz+y2 By
14, f;_f;\/ﬁ_:dsdt
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fs-n Calcule a integral dupla.
5 [[ @ -59d4, R={Gylosx<3o0<y<y
R

16. ﬂoos(x+2y)dA, R={x,)|10sx<m0<y<an)
R
2
7. -ﬂ—dA, R = {(x, O0sx<1],-3sys<
fo,_H {(,y) | 0<x y <3}

SOt & blg
[ S50, R=(xylo<x<10<y<y)
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-

X+ ) R = [0, m/6] X [0, m/3]

'~? (’,s 945

.1F"
i

:ﬁ =

iR

) y .
.l
| :r. 5
,?_ . ‘
YV
e g /

fﬁil)

. R=10,1] X[0,1]

L BRI

dA, R=1[0,1]1%0,2)

R=1[1,2] X[0,1]
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PROPRIEDADES DA INTEGRAL DUPLA

Suponha que todas as seguintes integrais existam. As primeiras trés propriedades das in-

tegrais duplas sobre uma regido D seguem imediatamente da Definigdo 2 e das Proprie-
dades 7,8 e 9 da Segio 15.1.

6

7

J;,[ [f@xy) + g(x,y)) dA -ﬂf(x.y) dA + ﬂ glx,y) dA
D b

Ifefxyyda=c ([ fix.y)da
D D

Se f(x,y) = g(x, y) para todo (x, y) em D, entiio

Jfx.yyda= [f gx, y) da
D D

A préxima propriedade de integral dupla é semelhante a propriedade de integral de uma

fungdo de uma varidvel real, dada pela equagdo [, f (x) dx = [, (x) dx + |\ f(x) dx.
Se D = D, U D,, onde D, e D, néo se sobrepdem exceto talvez nas fronteiras (veja a

Figura 17), eﬂtao st ool ERie) dul o




A Propriedade 9 pode ser usada para calcular integrais duplas sobre regides D que

ndo sejam nem do tipo I nem do tipo I1. A Figura 18 ilustra esse processo (veja os Exer-
cicios 51 e 52).

YA
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Il Sem=f(x,y) < M para todo (x, y) em D, entdo
mAD) < [[ f(x,y) dA < MA(D)
D

EXEMPLO 6 Utilize a Propriedade 11 para estimar a integral J‘ j’o
disco com centro na origem e raio 2. k.
oWwoComo —1 <senx<le—1=<cosy=<1,temos —1 &

qsesenxcosysel = 5

Assim,usandom = e~ = l/e,M = e,e A(D) = m(2)’ na
41
— = [[ 7 dA = 4me NN

(4 D
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7-18 Calcule a integral dupla.
ffx3y2dA, D={xyl0sx<2,-x<ys<x}

ﬂ D={xyll<x<20<ys<2x)
X +2
_deA, D={x,0=<sx<m0=<ys<senx}
3 2
10. ”x dA, D={x,Vll<x<e0<y<Inx}

1. [[yeda, D={xyl0<y<4,0<x<y}

12. ffxfz—xsz, D={xyl0<y<1,0<sx<y)}
D
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13

14

15

16

17

. ”xcosydA, Délimitadapory=0,y=x2,x=1
D

: _”(x+y)dA, Délimitadapory=w/;,y=x2

D
. ff y3 dA,
D

D é a regido triangular com vértices (0, 2), (1, 1) e (3, 2)

.nysz, D é limitada porx = O e x = V1 — y?
D

. ) @x =y da
D

D é limitada pelo circulo de centro na origem e raio 2
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19.28 Determine o volume do s6lido dado.

19. Abalxodoparabolondez—x+y eacum
pory-xzex y ¥,

i.‘—' f
20. Abaixo do parabolondc z=3x"+)e amm
pory=x¢x= M ’

oy
* ;}--

21. Abaixo da superficie z = xy e acima do }
(1,1),4,1)e(1,2) .

.é
22. Delimitado pelo paraboloide z = x* + 3
y 2 l y x,Z e 0

6. ~.‘,'
% _ti ‘:

< ol A

23. Limitada pelos planos Wé pelof
Ix+2y+2=6 i

s P
s ,J.‘,
. - g

24. Limitado pelos planos z= x, y = % "z‘
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1944 Esboce a regido de integragio e mude a ordem de i

». J::o
a0, j:_
“ JT d.:' :

&f(x,y)dydx w,.»_[Sjﬂi
w
W

f(x,y) dy dx

45-50 Calcule a integral troc aor
I3
i ofs, fdxdy
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FIGURA 3 Retngulo polar FIGURA 4 Dnvnsaodexg m sub-re
O “centro” dos sub-retangulo polar

R,'j= {(roo)l ri-l sSrsr

tem coordenadas polares

- _ 1t
= gl t r) 0F = 28



EXEMPLO | Calcule J'j'k(3x + 4y ) dA, onde R € a regido no semnp]m

pcloscirculosx +y=1lex +y'=4. %

2,
e
) ¥
&

50LUCA0 A regido R pode ser descrita como
R={xy|ly=0,1<x+)y'<4)

" e

E a metade do anel mostrado na Figura 1(b), e em coordenad ’

| <r=<2,0< 6 < 7. Portanto, da Férmula 2, segue  .';.

2 » _.'t:

'['f (B +4y)dA = [[ [ (rcos 6 + 4r sen’6) rdrdp i
0

‘.12(3"2 cos 6 + 4'} senzo) drw*.‘. | ". :

1
Jo|

|
~
D
+
~
&

Ay
i

S

|

: .
Jo[7cos 6 +2(1 - cos 26)] @

=7seng + 0 _ E

25058 ;é.i
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EXEMPLO 2 Determme o volume do sélido limitado pelo plano z = Oe..'_

z=1-x-Y.
soLucio Se tomarmos z = 0 na equag@o do parabOImde obtzremos.\’ + y‘g Isog
queoplanomtemeptaOparabolmdenoc{rculox + y* = 1 e o s6lido est abai
boloide e acima do disco circular D dado por x* + y* < 1 [veja as Figuras 6 ¢ 1(a)]
denadas polares, D é dadopor 0 < r < 1,0 < 6 < 2m. ,
volume é >

........

Se trabalhdssemos com coordenadas
obteriamos

Py e
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Se f € continua em uma regido polar da forma

D={(r.0)la<b6<B,h@)<r< h,(6)}

entao _Uf(x,y)dA=f: :::;f(rcoso,rsenO)rdrdO
D

Em particular, tomando f (x, y=1h(0)=0e h,(6) = h(6) nessa férmula, vemos que a
area da regido D limitada por 6 = a, 8 =Ber=h()é

A(D)=£fla=f:f:ﬂrwd0

34 [S | a0 = 12stcors ao

que coincide com a Férmula 10.4.3.
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(x-1)+y=1
(ou r=2 cos 6)

—>
X

g Y

o

EXEMPLO 4 Determine o volume do sélido que est4 sob o paraboloide z = x + y°, acima
do plano xy e dentro do cilindro x* + y* = 2x

50LUCR0 O sélido estd acima do disco D cuja fronteira tem equagio x* + y° = 2x ou, ap6s
completar os quadrados,

(x — l)2 + y2 = ]
(veja as Figuras 9 e 10). Em coordenadas polares, temos x° + y° = ' e x = r cos 8, assim,
a fronteira circular fica r* = 2r cos 8, ou r = 2 cos . Portanto, o disco D ¢ dado por
D={(r,0)) —n2<0=<mn/2,0=<r=2cosb}
e, da Férmula 3, vem

4
V=ﬂ'(x2+yz)dA=ﬁfnf;“.rzrdrd0=m %’]: .do
D
=4."fncos‘9d0=8 : coscodo=8-‘-;ﬂ(l+(:20§20 2d0

=5
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I-4 Uma regido R é mostrada na figura. Decida se vocé deve usar
coordenadas polares ou retangulares e escreva [[ f (x, ) dA
como uma integral iterada, onde fé uma fungdo qualquer conti-
nua em R.

L y p 3
4

s

»
e
PR
P "

Y

34



5-6 Esboce a regido cuja drea é dada pela integral e calcule-a

ji"ﬂrdrdo 6. f:’zf;msordrdo

7-14 Calcule a integral dada, colocando-a em coordenadas polares.

7. |{,xydA,onde D é o disco com centro na origem e raio 3

8. [[,(x+y)dA ,ondeRéa reglao que esté 2 esquerda do eixo y
e entre as circunferéncias x’ + y* = 1 e x* + y =4

9. [, cos(x’+ y’) dA, onde R é a regidio acima do eixo x e denl:r(:oL
da circunferéncia x’ + y* = 9

10. .\"fk V4 — x> — y*dA,onde R = {(x, )+ y' < 4,;‘2 0}



1. UD Shgiee? dA, onde D é a regido delimitada pelo semicirculo

x=v4 —-y'eoeixoy

12. ’ J'R ye' dA, onde R é a regido do primeiro quadrante limitada pelo
circulo x° + y* = 25

13. :R arctg (y/x) dA,onde R = {(x,y)| 1 <x*+ yzs 4,0<y=<x}

14, ' p X dA,onde D € a regido do primeiro quadrante compreendida
entre os circulos x’ + y° = 4 e x* + y2 = 2x

I5-18 Utilize a integral dupla para determinar a 4rea da regido.

I15. Um lago da rosdcea r = cos 360

16. A regido delimitada pela curvar = 4 + 3 cos 6

o o ° ' I®% THE 36
I17. Aregido interior a ambos 0s circulos 7 = coc f e r = con A



18. A regido dentro do circulos r = 1 + 8
r=3cos@ ] e

e .- b
S
n §. 3
”, [
¥
- o A E SRR
h )

1927 Utilize coordenadas polares para detern

lido dado. S G

19. Abaixo do cone z = Vx* + y* e aci ,,qu.-

20. Abaixo do paraboloide z = 18 — 2x° —
o

21. Delimitado pelo hiperboloide —x* — y*
2=2 3

22. Dentro da esfera x° + y’ +z
x2+y 4
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23. Uma esfera de raio a

24. Limitado pelo paraboloide D 1+ 2
z = 7 no primeiro octante \'?;f,::

25. Acima do cone z = V22 + )7 e abaixodases

2. Dentro do cilindro X' + ' = 4 e doe
4x’ + 4y + =64 . i
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