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A funcao de onda

A nossa conclusao sobre tudo o que foi dito até agora € que, dada
uma particula atbmica ou um foton, este objeto pode ser descrito
pela chamada amplitude de probabilidade ¥ (I',t) , ou funcéo de
onda, a qual podemos aplicar:

e Principio da superposicdo: (', t) =y, (T, 1)+, (T,1)

* Interpretacao probabilistica: p(?,t) :| z//(?,t) |2
(Max Born)
Ip(f’,t)d‘*r =1
V

A funcéo de onda carrega a informacao maxima
que podemos ter sobre o sistema em questao.




Dualidade e complementaridade

Assim, as propriedades ondulatorias e corpusculares coexistem.

Esta é a chamada dualidade onda-particula.

Entretanto, ndo ha nenhuma forma destas duas propriedades serem
testadas simultaneamente. Ou fazemos um esquema de medida
onde o aspecto corpuscular seja evidenciado ou um gque revele o
carater ondulatorio do sistema em questao.

Este é o principio da complementaridade, que ficou bem claro na
experiéncia de Young que analisamos.



A equacao de Schrodinger

« Embora tenha obtido alguns sucessos notaveis,
a velha teoria quantica (1900 ~ 1920) tinha
serios defeitos. Era uma mistura arbitraria de
fisica classica com novos postulados, alheios e
contraditorios a propria fisica classica.

Erwin Schrodinger

* Em 1926, Schrodinger foi convidado a dar um seminario na
Universidade de Zurich sobre a teoria de De Broglie.

Durante o seminario um dos ouvintes perguntou como ele
podia falar abertamente sobre uma onda associada ao elétron,
se ndo havia nenhuma equacéo de onda !

Alguns meses depois, Schrddinger apresentou a equacao de onda,
dando inicio a mecanica quantica moderna.



A equacao de Schrodinger

“ Nossa mecanica classica talvez seja completamente analoga
a optica geometrica e por isso falha, estando em desacordo
com a realidade... Portanto € preciso estabelecer uma
mecanica ondulatoria...” - Schrodinger, 1926.

A equacdao de Schrodinger ndo pode ser deduzida, assim como
ndo podem ser deduzidas as equacoes da dinamica de Newton.
Ela so pode ser postulada.

A forma escolhida deveria incorporar o sucesso das teorias
anteriores. Fatalmente, ela também levaria a novas previsoes
(e InterpretacOes) que poderiam ser testadas.



A equacao de Schrodinger

» Os fendmenos ondulatorios, independentemente da sua origem,
tém a sua evolucao temporal descrita por equacoes de onda do tipo:

—
128 F(f’t)—vzlf(r,t)zo -
c” ot 1 GZF(F,t)_[aZ L o0 o

+ F(F,t)=0
ou ¢’ ot ox* oy’ 8zzj( )

onde F(r,t) éa variavel dindmica de interesse;
Por exemplo: o campo elétrico ou 0 campo magnético da radiacéo

EM, ou a funcdo de onda i/ (T, 1).

 Se quisermos Investigar a evolucao temporal da densidade de

probabilidade p(F,t) =|w (F,t)|*, devemos estudar como v (F,t)
varia no tempo. No que segue, vamos fazer essa analise apenas

para particulas massivas!




A equacao de Schrodinger

Em geral podemos dizer que para uma onda plana temos:

p(r,t)= WoeXpl(k r—ot)= Wo(lkr —Ia)t)

Derivando y/(r,t) comrelacdoat :

dy (T, 1)
ot

=—low(r,1)

Tomando o gradiente de w(',t) e depois a sua divergéncia

ﬁw(r,t>=§w(r,t)=iﬁw(r,t) -
I

V[V (F)] = Vi (Ft)=—k*p(Ft)



A equacao de Schrodinger
w(r,t) =w,expi(k - T —ot)

Entao:

n YD o (r 1) = Ew(F 1)

ot -
o pois E=hf =—(24f )=how
27

72 B ek S -
V() = (R = () =By (T Y

2m
:

Equacéo de Schrodinger da particula livre (E=E, ; V=0):

—

pois p’:h—f:hk
C

., oy (r,t) h? ,
17 =——V I,
ot 2m y (Y




A equacao de Schrodinger

Mas, no caso geral nao relativistico:

2 2

E-P v = Ewrt) =L yw@E.)+V @)t
2m 2m

: |

Equacao de Schrodinger (Postuladal)

— 2
17 oy (r,1) :—h—Vzw(?,t) +V (r)y(r,1)
ot 2m




A equacao de Schrodinger

Onda estacionaria:
w(F,1) = o(r)exp(—iat)

substituindo na Eq. de Schrodinger:

Loy (P B,
=2 == VA () +V (N ()

obtemos:

hop(r) = Eg(r) = —j‘mv%o(r) LV (D)o(F)

Equacao de Schrodinger independente do tempo.



Aplicacoes da
Equacao de Schrodinger

1) A particula livre em 1-D
2) O potencial degrau
3) A barreira de potencial



1) A particula livre em 1-D

Para encontrar a solucédo geral de:

" oy (x,t)  h° d°w(xt)

ot 2m  ox°
devemos resolver inicialmente:
n’ d’p(x)
-~ =Ep(x) ; V(r)=0
o =EP() 5 V()
2
U dd¢gx)+k2¢(x):o onde  k? = 2;]2E
X




1) A particula livre em 1-D
Solucdo geral: @(X) = Aexp(ikx)+ B exp(—Ikx)

como: exp(xifd)=cosfd=xising - =—=
@(X) = A'coskx+B'sinkx ;com A'=(A+B); B'=i1(A-B)

(X, 1) oc expi(kx —wt) = Onda propagante para a direita:

w(X,1) oc exp[-1(kx+at)] — Onda propagante para a esquerda:




1) A particula livre em 1-D

Facamos:A=¢, e B=0 mmp gﬂ(X) = @y exp(ikx) (p/ direita)

2

e Ww(Xt)=gq,expi(kx—wt) onde a):a)(k):%
2 21,2
p0iS:  pp=P_ - PK
2m  2m

A densidade de probabilidade para encontrar a particula sera:

p(x,t) =l w(x,t) |°= pf = Constante! para -o < X < 4

e Ou seja, uma particula livre , P
pode ser encontrada em ) Po
qualguer ponto sobre 0 eixo X,
com a mesma probabilidade. 0 X




wavemechanics-freepacket

O principio da incerteza
e Seja um “pacote de ondas”: w(X,t) = Zi jA(k)expi[kx —w(k)t] dk
7T —0

Densidade de probab.: p(x,t) =[w(x,t)['= _(X=%) }

2T EX'{ AT
hk

X, (t) = X, +mot

|y (x1) [

€

4h°t°
m? (AX,)’

AX(t) = AX, \/1+

onde: AX, = 1

2AK




O principio da incerteza

p:%:hk

Propriedade da distribuicio gaussiana:

o L o ak L U 1} 1
Xo = = AXAK=_ = AX,Ap=_ Werner Heisenb
0 T oAk 0 5 AP 5 erner Heisenberg

Como: AX, < AX(t) = AX

h
AX Ap > —
P 2

 Relacédo conhecida como principio da incerteza de Heisenberg!

» Nao podemos determinar a posicao e 0 momento linear de uma
particula quantica com precisao arbitraria em ambas as medidas!



O principio da incerteza

o Apesar de termos mostrado essa propriedade partindo de uma
distribuicdo gaussiana (pacote de ondas), ela é inerente a
mecanica quantica. Ela se aplica sempre aos pares das
chamadas variaveis incompativeis. Essas sao variaveis gue nao
podem ser medidas simultaneamente!

-

AXAp, 2 L
Em 3-D: 2

h
Ay Ap, 25

N\

h
AZAD, = —
pZ 2

\



O principio da incerteza

e Tambeém pode ser escrito como:

AX Ap

2
Lo 14p)° 2m

2m mav

248 X 51

AV 2

AEA’[ZE

2

AX AP

Ap2m>ﬁ
Ap 2m 2

h
>
2




Prob.1: | @
) L

a) Uma bola de gude, com 25 g, estd numa caixa que tem 10 cm de lado. Achar a

incerteza minima no seu momento linear p e na sua velocidade v.

b) Resolver o mesmo problema, para um elétron confinado numa regiéo de

comprimento de 1 A , que ¢é da ordem de grandeza do didgmetro de um atomo.

2) A <10cm - 1< ACAp® <(10cm)Ap® — aptmn — EM9S)
2 47 (10cm)

ApPTin 6.63x107* (erg.s)

’ ~5.28x107(gcm/s)
407 (cm)

AP = mPAYBMI A b 6.63x107*" (erg.s)

omin — ~2.11x107 (cm/s)
407z (cm) x 25(9)

b) elétron num atomo:

b,min
AXe < 10—8 cm — Ape,min . h (erg.s) _ 109 Ap)t:,min : AVi’min _ 109 Apx

* 47(10%cm) me

5.28x107 (g 1)

; cm : cm
APS™ ~528x107°(g—) : AVE™ % S ~58x10" () ~0.019c




Prob. 2:

Mostre gue o0 nimero de onda angular k, de uma particula livre
ndo-relativistica de massa m, pode ser escrito na forma abaixo,

onde K é a energia cinética da particula. ‘ 272 2mK
h
2 21,2
p=rnk ; =P _h K
2m  2m

2 2mK ko V2mK  27+/2mK

h° h h




2) O potencial degrau

E V.
0 X
) E>V,
2
@ se X <0; d %Z(X) +k’p,(X)=0 ;onde k= 2sz
dx h
2 —
@ se X >0; d ;022()() +kip,(X)=0 ;onde k.= 2m(§2 Vo)
X



2) O potencial degrau

E>V,:

Solucdes gerais:

@ x<0: @/(x)= Ae@kaBe%lkx) onde k=
2m(E -V,)

2mE

@ X>0: g, (X)= Ce@ x)+Dex@k ,X) ;onde k; = 2

. D =0, pois ndo ha onda refletida para x > 0.



2) O potencial degrau f _
. ) dW - 4 x—0" 4 Xx—0"
Como i e O sao funcoes continuas — <d_§” . d_%”
L dX x—07" dX X—0
‘B k,-k, . . .
dai- < ATk ik amplitude de reflexéo
C__% ; amplitude de transmissao
LA Kk +K,
‘]inc :l A|2 Vl ! ‘Jref :_| B |2 Vl ! ‘]trans :l C |2 V2 Onde Vi = hnljl
R:_‘Jref — BZ _[k1_<2j2 |
J. A K. +k
ne : 178 > ‘ R+T =1
T — Jtrans — k2 C — 4<1k2
‘]inc kl A (kl + k2)2 )




2) O potencial degrau

NN (2)

: "
0 X
) E<V,:
2
(1) se x<0 d$§X)+kf¢l(x):O -onde kf:Z;nZE

2 —
@ se X > 0; d c(lp;Z(X) —Kk,0,(X)=0 ;onde «; = 2m(\;;2 £)



2) O potencial degrau

|

(1)

@ X<0:  ¢(x)=Aexp(ikx) + Bexp(-ik;x) ;onde k= 22le

2m(V, - E)

@ X>0: @, (X) = Cexp(—x,X) Nexp(/czx) onde: K22
0

h2



2) O potencial degrau

dy

=——==exp(-2in) , n= tanl[%] ; amplitude de reflexao

2

-

kdx

x—0"

1

J.=AlFv, , J,.=—|B|°v, , onde vizhﬁki

l’”‘x—>OJr - w‘x—>0_
Como y ¢ I sao fungoOes continuas — < dy
X —

_dy
dx

‘]ref B
= — = =1 —
" Jinc ‘A | T O
h
X)=Cexp(—x-,X) = [A=x"=
@2 (X) = C exp(—,X) = B

wavemechanics-step

Comprimento de penetracao

Xx—0



3) A barreira de potencial

) E>V,:
2mE
72

2
(1) sex<0; & flz(x)+kfgp1(x)=o conde k2 =
X

2m(E—-Vp)

d g, (X
@ se L>x>0; ;0)(22( )+k22g02(x):0 -onde ki = =
2mE

hZ

2
@ se x> L, d 5032()() +k§ps(x)=0 ;onde k§=ki =
X



3) A barreira de potencial

LR =
R T

(U 5

E>V,:

@ @1 (X) = Aexp(ik x) + Bexp(-ik;x) ; onde k12=—2mE

@ @, (X) = Cexp(ik,x)+ Dexp(-ik,x) ; onde k22 —

2mE
72

(3) 3(x) = Eexp(iksx) +}3\eXp(—ik3x) -onde kf=k{ =
0



3) A barreira de potencial

O RO O

© ’
0
L
) E<V,:
2
@ se X <0; d ¢12(X)+k12q01(x):0 -onde kfzﬁ
dx i
2 —
@ se L>x>0; d (pzz(x)—zczzgoz(x):o - onde K22:2m(\/02 E)
dx h
2mE

2
@ se X > L; d ¢3(X)+k§gp3(x):0 onde  kf=k{ =

dx? 72



3) A barreira de potencial

r
< SO

(1) )

2mE

(1) @u(x) = Aexp(ik;x) + Bexp(-ik;x) ; onde Kk =

@ 0, (X) = Cexp(-x,X) + Dexp(k,X) ;onde &35 =

2MmE
72

(3) #s(¥)=Eexp(ikgx) + K exp(-ikgx) jonde ki =kf =
0



~

3) A barreira de potencial

q l’”‘x—>OJr - w‘x—>0_
Vo . ~ ]
Como e —— sao funcodes continuas — <
e G dy _ dy
L dX x—07" dX X—0

Coeficiente de transmissao ou taxa de tunelamento:

T ~exp(-2xL) ; onde = \/Zm(\;loz— £)

R=1-T =1-exp(—2xL)

Coeficiente de reflexao

>

wavemechanics-barrier




Prob. 3:

a) Um feixe de prétons de 5,0 eV incide em uma barreira de energia potencial de 6,0 eV de
altura e 0,70 nm de largura, com uma intensidade correspondente a uma corrente elétrica de
1000 A. Quanto tempo € preciso esperar (em media) para que um proton atravesse a barreira?
b) Quanto tempo é preciso esperar se o0 feixe contém elétrons em vez de prétons?

a) Taxa de incidéncia de prétons: r = 1000(C/s) / 1,6x10"1%(C) ~ 6,25x10% s°1

No tempo de esperat” para 1 proton tunelar: rt"T=1 ; T =~exp(-2xL)

* 8 2m _E
¢ = Lexp 2L\/ " p(\zlb )| L exp| ZZ070MM) BG38 Mev)(6eV —5ev)
r h 6,25x107°(s™) 1240 (eV.nm)

t" ~337x10" s ~10' anos (maior que a idade do universo !)

b) Feixe de elétrons:m, =0.511 MeV /¢’
. 1 21 (0,70 nm)

t, = 2,1 €X
6,25x10°°(s™) 1240 (eV.nm)

V8 (0.511Mev)(6eV —5eV)j

onde: m, =938 MeV/c?; m,=0.511 MeV/c?

* - -9 |
te 2.1x107 s ! hc =1240 eV nm




O microscopio de varredura
por tunelamento (STM)

Microscopia de ponta de prova

Nobel Laureates 1986:
Heinrich Rohrer , Gerd
Binnig e Ernst Ruska

wavemechanics-stm




