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Equacao de Euler

Equacao de Navier-Stokes
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v Vamos desconsiderar as forcas viscosas, ou seja, viscosidade nula.

Equacao de Euler

Teremos um fluido ideal.
v As forcas de contato irdo se resumir ao efeito das pressoes.
v Forcas de campo: fdm
v' Forcas de campo para gravidade: gdm

v Forca de pressado num ponto qualquer da superficie: -pridA

adm

fdm
Logo: J fdm —J pndA = j adm
\Y A A%

Pode-se verificar que: j pndA = I grad pdV e portanto: IpfaV —J gradpdV = '[ padV
A A" \Y \%

\Y



~ o= 1
ou, finalmente: a=f-—gradp

A Equacgao 11.15 em coordenadas cartesianas resulta em:

v, N v, N ov : v, g 1 dp
a, = v V,—+V =f ———
at Tox Y ady “oz Y pox
v ov v ov
a :—y"'*'V —y+V _y—'f‘V —yzf —l@

Yoot tox Yady Foz Y poy
av, v, ov, ov f 1 dp

ot ‘ox Yoy *az ! poz

A Equacgao 11.15 em coordenadas cilindricas resulta em:

v v, Vg ov v, v; 1 dp
= r 4 r + r + k. = R
I AL p or
v, vy Vg dVy vy V.V, 1 dp
N + + + =fy~——
TSt T " Tr 98 298 1 proo
v, ov, Vg OV v 1 dp
= B z % z z N e
T T e T e o p 0z

No caso geral, essas trés equacdes podem apresentar cinco incognitas:




a) O campo de velocidades, constituido por v,, v, € v,em
coordenadas cartesianas, ou v,, V, € V, em coordenadas
cilindricas;

b) Adistribuicdo das massas especificas;

c) Adistribuicao das pressoes.

Neste caso, o sistema de equacOes apresentado tera necessidade do

auxilio de mais duas equacoes:
dp . _
Equacdo da continuidade: ~~* pdivv =0

N T — outra equacao da
Equacao de estado: 0 = f ( p’T) distribuicdo da temperatura

- Dependendo do problema o nimero de equacoes € grande e de dificil solucéo.
- Existem simplificacGes que tornam a solucdo mais confortavel.



Vamos estudar alguns casos para familiarizarmos com as equacades.

—

Fluido incompressivel em repouso, campo da gravidade. T = Q

o & -
a=f-—gradponde: f =¢
p

Sabe-se que 0 campo da gravidade deriva de um potencial escalar U, significando que
existe U tal que grad U = g.

2 oU. dJU. dU._ -
Isto é: Ex +—€, +——8€, =~ge,
0z

ox * 9y

ou %Hz—g, logo U=-gz(U=0paraz=0)
z

Nesse caso, a equacao de Euler resulta em:

- 1
a=grad U-—gradp
p
O . M - - P
omo: p=c, a=grad[U——]
p

Como por hipétese: a=0 = grad (U - B] =0
P

D —



Portanto:
0, u-2 g, t— u-E g +i - e, =0
x| p y\ p) 7 oz »p

Logo:
i(U“B]:OﬂU—B:CE(x):>—g2—£=ct_e(><)
ox ) p p

t t
ou, COMO p=Cc-— p = c(x).
O mesmo acontece na dire¢do de y, concluindo-se o que ja se sabia pelo teorema de
Stevin: que, num plano horizontal, num fluido em repouso, a pressao é constante em todos

0s pontos.

Obtém-se, ainda: —g7 — B c(2)
Y

t
ou p+yz=c—

que nada mais € do que a expressdo do teorema de Stevin.

p+yz=cC"
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Equilibrio relativo para fluido incompressivel

- Vamos considerar que o fluido estd em movimento em relacdo a um

inercial, porem estard em repouso em relacdo ao recipiente, no qual se
fixara o sistema de referéncia.

- Estando o recipiente acelerado, do ponto de vista do sistema de referéncia
fixo, a aceleracéo sera vista como uma forca de inércia, isto e

f—igrad p=4a
P

f—é—igrad p=0
P



[TOH-

—

o1
f—a——gradp=0
Y

Note-se que, ao passar a aceleragao para o outro membro da equacao, ela passa a inte-
grar o membro das forcas e, sendo a equacao igual a zero, pode-se imaginar que, do ponto de

vista relativo, o sistema esteja em equilibrio.

—

- DU |
Sendo: f=g =>g-a-—gradp=0
P

ou, como ja foi visto, utilizando a nogado de potencial escalar:

Portanto: a, =i(—gz—2}—>—gz—£=axx+c

ox P P 0 3

_ X
ou —R+z=—a—"+C1 —+Z ___+C3

Y g /4 g

: p dy

e analogamente: “+z=-—+C, P d
Y : —+z=—-—+C,

B+z=—a—Z+C3 /4 g

Y g N
L =—-—+C,

/4 9




- Geometria do movimento

USRS

v Queremos determinar a trajetoria de um particula.
v' Trajetéria: € o lugar geométrico dos pontos ocupados por uma

particula, com o passar do tempo.

v" Partindo das equacdes paramétricas do movimento em

coordenadas cartesianas, temos:

VX:% — dx=v dt — %:dt
t v,

Vv —ﬂ — dy=v dt — ﬂ:dt

S ’ v,

szﬁ — dz=v,dt — ﬁzdt
dt V,

Eliminando o tempo nas
equacOes, obtém-se as equacdes
em coordenadas cartesianas que
representam a linha geometrica
percorrida pela particula



Linhas de Corrente

Vamos considerar para um mesmo
tempo e z = 0, temos:

Hoa Yoo
V, v,

dx dy

V., oV,

L.ogo para outras configuracoes temos:

As linhas de corrente é a
linha tangente aos vetores
da velocidade nos seus
pontos de aplicacdo, num
certo instante.

v,dx—-v,dy=0 — dx_dy
Ve oV,
vdz-v,dx=0 — dx _dz
VX VZ
dy dz

v, dy-v dz=0 —» —

vV, V,




D —

Escoamento bidimensional de fluido ideal, incompressivel

il

— == %
Aerofo6lio de um Cilindro Vertedor
trecho de asa
ax _ay
A equacdo de uma linha Vi Yy
de corrente num plano xy v,dy —v,dx=0

vamos chamar essa equacdo V¥ = psi
d¥ =v . dy-v dx=0

Y = Funcao de corrente
sed¥=0=Y =C"®

qualquer e dada por:
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Nos pontos onde y = C*® , num plano de escoamento bidimensional,
devera pertencer a uma linha de corrente.

YI¥W=-1y=

S e
////“"1
N e

/

O valor da constante denomina-se “cota da linha de corrente”.




Equacao de Navier-Stokes

v’ Ha efeitos da viscosidade. Fluido real.

v Ha formacao de tensdes de cisalhamento.

v No movimento da particula had translacdo, rotacdo ou
deformacéo.

v" A previsibilidade sé é precisa em escoamento laminar.

v" Movimento em escoamento turbulento precisara dos calculos
de estatistica. Foge do nosso foco.

v Somente em escoamento laminar.



use

Equacao de Navier-Stokes

v' Embora a equacdo utilize conceitos ja introduzidos, ndo esta
nas finalidades deste desenvolvimento a sua deducao.

v Vamos apresentar apenas o resultado.

v A equacdo de Navier-Stokes representa a dinamica da
particula, ou seja, a equacao da quantidade de movimento

completa com todos 0s seus termos.

-1 1 .
d=—=[f——grad p&/=v grad (divVv)+wW?*¥V
" S grad prav g (divv)+v

- \

Equacéo de Euler

Efeito da viscosidade no fluido
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Equacao de Navier-Stokes

v' O uso da equacdo de Navier-Stokes para casos gerais é de grande
complexidade, exigindo metodos numéricos de integracéo (software) que
fogem do escopo deste estudo.

v" Vamos amenizar a complexidade aplicando a equacao para fluidos

incompressiveis ja que para eles
divv=0

v Aequacdo se reduz:

éz—:f—igrad D+ WV
dt Yo,




Equacao de Navier-Stokes

ondeV? é 0 operador laplaceano, dado por:
, 0 82 9’ :
% +— em coordenadas cartesianas e
ax 8y 0z~
, 07 18+1 9’ +62
or’ ror 00° 0z’
Observar que a Equagao 11.39 reduz-se a equagao de Euler se o fluido for ideal, 1sto é, se
v = 0, e no caso de escoamento irrotacional em L que rot v =0 e, conseqlientemente, Vv =0.
Lembrando que no campo da gravidade f =g =-gé, (supondo o plano xy horizontal),
em coordenadas cartesianas a equacao de Navier-Stokes resulta em:

v, v, v, ov 1 dp ’v. 9’v, 0%v
YN, X X ; 11.40
o0 “ox Y dy oz P x| ax2 . dy* % ( )

em coordenadas cilindricas

v, v, av, ov 92v. 9%v, d%v,
i S, Sy, 2 1% ety (11.40)
X

Yy 0z p dy ox>  dy’ 0z’
ov, v, v, av, 1 dp ; [82v 0%V, BZVZ]

- < 11.40
ot *oox ‘ ay * 9z . p 0z ox > ¥ dy” ¥ 0z> ( °)



Equacao de Navier-Stokes

Em coordenadas cilindricas, supondo z vertical, a equagao resulta em:

ov, E)vl._l_ve v, iy v, E_ lap
ot " or r 90 ° oz 2_par

[82v 1 dv, 1 0’v, 9°v, 2 dv, Vr)
+V — ;

+- $
or’ rar r2 902  9z> r* 00 r

vy vy Vg 0Vg Vg V. Vg 1 dp

?-}-V or T 90 Vo T =—E@6+
32 2 2

by | e L 5% +—178 V79+a i +iai—x,i
o> r or r? 00* 9z° r* 90 r’

ov, dv, Vg 0V, av, 1 dp

o TV T T e Vi T B e

0°v, 10v, 1 o’v, 0d°v,
+V = 4 — > +—
or~ T ar . oz°

(11.41a)

(11.41b)

(11.41¢)



Exemplos:

1) Dado o escoamento cujo campo de velocidade é:

% :5; Y _J ev, =0
X t Yy t YA
Determinar:
a) Aequacao da linha de corrente que passa pelo ponto P, = (2;1;2);
b) A equacdo da trajetoria que passa por P, , no instante t = 1;
c) Aaceleracdo num instante t qualquer, no ponto P;.



Solucéo:

dx
X

t

Para x=2 e y=

=

&
Y
t

—>

Inx=Iny+InC,

= (=2 = x=12y

= dz=0 —» z=0C,

Para z=2 —» (C;=2 = z=2

b) dx=v,dt — dx=§d1:

dx _

X

dt
t

— Inx=Int+InC,

Para t=1 e x=2 - (=2 = x=2t
dy _dt

dy=vydt — dy=2dt

t

¥

Para t=1 ¢ y=1 —= (C,y=1

Logo: x=2y
z=C3 = z=12

t

= y=t

—F

- x=0Cy

= K=C|t

Iny=Int+InC, = y=Cst




Solucéo:
x 2 ov
A
ov
y 1 y
=—=== =3 a,=——=
YT Y o
. l .
a =-t—2(zex + e},]




Dado o0 escoamento laminar, em regime permanente, de um fluido incompressivel entre duas placas planas.
horizontais, fixas, de dimensdes infinitas, determinar a expressao do diagrama de velocidades e a perda de

pressao ao longo do escoamento.

Z
C 24
1 EEEEEEEE———
__________________ Vs N
2h : —} -
! :y
( T

Solucao
Pela figura, observa-se que v=v.g e que v, = f (z).
Como o regime é permanente e v, = 0 e v, = 0, as Equagoes 11.40 resultam em:

av, __1§E+v82vx

ox p ox 0z°

a) v,

b) Pog = poci(y)
dy

) ?+pg=0 = p=-pgz+1f(x)oup+pgz="f(x)
z
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Esse resultado mostra que, para cada secao x = ¢, vale o teorema de Stevin, e para facilidade algébrica abre-

via-se p+pgz=p , e _aép_ é funcdo s6 de x.
X

Além disso, como v, = f (z), implica que 9V, =0.
X
Logo, a equacao (a) resulta em: o u a_vj, e como p* s6 é funcao de x LI u aﬁvj‘.
ox 0z~ dx 0z”

Além disso, como v, = f (z), entao: L u d—-\:—"
dx dz”

Como o primeiro membro s6 é fungao de x e 0 segundo membro s6 é funcdo de z, conclui-se que na realidade
ambos correspondem a uma constante e podem ser integrados separadamente. Logo:

dzv‘_
u dz‘_). -B
d _
dx
Assim, 2;‘:E ou é/i=§z+C, ou VX=B—ZZ+C]Z+C2
dz= dz u 2u
p =Px+C,

Condicdes de contorno
1) Pataz=%h=yv, =0, logo:



2)

h2 sz—El;li
0=P +C,h+C, 2u
2u -
2
0=P _chic, |Ci=0
2u
Paraz=0 = v, =v , = v, =C,
h? 2uv,_.
Logo: vméx=—B = p=-""mi
B 2 B h-
Finalmente: v, .. v;““" £ s 2“\,;“‘“ E: Vi = Vinge| 1- Z:
h™ 2u h® 2u h-

A expressdo resultante mostra que o diagrama de velocidades é parabdlico.

Da outra equagao diferencial: p” =Bx + C,

Logo: p =-
Adotando para uma coordenada inicial x = 0 = C, = p,, obtém-se: Po—p =Ap = 2“;’% X

O escoamento analisado denomina-se ‘escoamento de Poiselle’.
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Exemplo 2 — Considere um escoamento permanente, incompressivel e
laminar, totalmente desenvolvido, de um fluido newtoniano com viscosidade
u constante, no interior de um duto horizontal de secéo circular constante de
raio interno R, conforme mostrado na figura abaixo. Determine a distribuicio
(perfil) de velocidade de escoamento numa secao, a partir da equacio de
Navier-Stokes, considerando um gradiente de pressdo dp/dz constante ao
longo do escoamento

r
escoamento T T R




