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4- EQUACOES DA CONTINUIDADE EM TRANSFERENCIA
DE MASSA

As equacOes da continuidade permitem analisar pontualmente o fendmeno
de transferéncia de massa por intermedio do conhecimento da distribuicao

de concentracao de um determinado soluto no tempo e no espaco, sujeito ou
nao a transformacoes.

4.1- Equacéao da continuidade massica de um soluto

A equacéo da continuidade massica de um certo soluto A nasce do balanco
de taxa de matéria, a qual flui atraves das fronteiras de um elemento de
volume eleito no meio continuo e daquela taxa que varia no interior do
elemento de volume, o qual esta representado na Figura 1.
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O balanco material para uma dada espeécie quimica A através de um volume
de controle apropriado é:
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(24)

Elegendo a espécie A como soluto, faz-se um balanco material a partir da
equacao 24 e Figura 2 :
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Sabendo que o fluxo massico absoluto de A é dado pela equacao:

- = massa
NA=paV 25
ATPATA (érea.tempoj (25)

O balanco de massa realizado na direcéo x fica:

1- Entrada de A através da face ABCD:

(26)

n, (X). AyAz (massaj

tempo

2- Saida de A através da face EFGH:

MassSa
n.(x)|.. .. AyAz (27)
A ( )‘ X+AX y (tempo j




3- Taxa de producdo de A por reacdo quimica no interior do elemento de
volume:

Iy AXAYAZ ( Tassa )

tempo (28)

onde r,;" e a taxa de producdo de massa de A por unidade de tempo e de
volume devido a reacdo quimica no interior do elemento de volume. O
sobrescrito () indica que a reacdo quimica ocorre em todos os pontos no
Interior do volume de controle.

4- Taxa de acumulo ou variacao de massa de A no interior do elemento de
volume por unidade de tempo:

oJo)N massa
— AXAYAzZ
ot Y (tempo j (29)




Utilizando-se a definicao de derivada parcial:

A (X) dx
X

f(X+AX) = f(X)+

aplicada ao fluxo massico absoluto de A nas direcdes X, y e z, este ficam:
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Realizando um balanco de material analogo nas direcdes y e z e substituindo
0s resultados na equacao de balan¢o de massa, temos:

5 R

nA(x)\XAyAz — {nA(x)X + &_nA(x)\XAx_ AYAZ 4
. .

nA(y)\yAxAz - {nA(y)y + 5_nA(y)\yAy_>AxAz +

N

19
nA(z)\ZAxAy — {nA(z)Z + a[nA(z)\zAzLAxAy +

J

NAXAYAZ = %AxAyAz

Simplificando os termos comuns e dividindo por AXAyAz temos:

o= o] o] =S @] -



Considerando que:  NA(); = Nna; (=X Y;2)

_|_
ot

% _ anA’X " 5nA’y @HA’Z + r;
OX oy 0z

onde:

anA’X N 8nAy 8nAZ
OX oy 0z

IR
} V 5 = Operador Divergente

Portanto:
Op A - >
2 = —-V.npo + I
ot A
ou
Opa - -

A LN/ .na =1, | (30)

gue é a equacao da continuidade massica do soluto A em coordenadas
retangulares.



Essa equacao representa a variacdo de concentragao massica, p,, fruto do
movimento de A e de sua producao ao consumo.

As Tabelas 3.1 e 3.2 (Cremasco, M.A.) apresentam a equacédo da
continuidade para a espécie A em termos de seu fluxo absoluto massico e
molar em coordenadas retangulares, cilindricas e esféricas,
respectivamente.

Para a espécie B, a equacdo da continuidade massica € analoga a espécie A,
ou seja:

Para uma mistura binaria (A+B), temos:

- —> - —> . "




Pela lei da conservacao da massa temos:

r,=—fy (paracadamassadeA produzido, desaparece o mesmo para B )

Exemplo: 250,+0, > 2 S0,

Analisando a reacao do ponto de vista de massa

o S — 9

2 mol 1 mol 2 mol
SO,: 64 g/mol O,: 32 g/mol SO;: 80 g/mol
1289 329 160 g

Observa-se que a massa é conservada na reacao.



Pela lei da conservacao da massa temos:

( para cada massa de A produzido, desaparece 0 mesmo para B)

ry=—Ig

Assim:

O — —
a(PA + pg) + V-(”A + nBj =0

Considerando que:

N = Na + NB
P =Pa T PB



temos:

N
@+V.
ot

%
n

=0 (32)

( equacao da continuidade massica para uma mistura binaria)

%
n

_)
Considerando: = pV , aedguacao anterior fica:

> -
%P + V.{pv} =0
ot

Da analise vetorial, temos:



Substituindo na equacao anterior, temos:

- - — >
Z—’Lt) + v.Vp  + p{v.v} =0

.

h'd

le = Derivada Substantiva

Dp — —>
L4+ po/V.v| =0 33
Dt p{ } (33)

No caso da concentracdo massica da solucao, p, ser constante, temos que:

- -
V.v=0




4.2- Equacao da continuidade molar de um soluto A

Seja a equacao da continuidade massica de um soluto A:

Dividindo esta equacéao pela massa molecular do soluto A, temos:

a(pAa/tMA) + V (nA/MA) = 1y/M
8C - —>

Por analogia, a equacéo da continuidade molar para o soluto B sera:

0Cg

? V (34)




A equacdo da continuidade molar para uma mistura binaria é escrita
COmo:

0 o(2 =
a(CA+CB)+aNA+NB = R, + Rg

ou

—> —> " "
§+V.CV=RA+RB (35)

( equacéo da continuidade molar para uma mistura binaria)
Geralmente o nimero de moles ndo se conserva, portanto: Ry + Rg # 0

Abrindo o divergente no termo convectivo, temos:

aC - —>
E+VVC+CVV = R, + Ry



A derivada substantiva sera:

DC &C
Dt ot

- o
+ V.VC

Portanto, a equacao da continuidade molar para uma mistura binaria
sera:

DC >0
ot c{v.v} =Ry + Ry | (36)
Exemplo: 2 S0, + 0, 2> 2 S0,

Analisando a reacao do ponto vista de mol

4 S — 09

2 mol 1 mol 2 mol

Observa-se que o numero de mol ndo se conserva na reacao.



4.3- Equacoes da continuidade de um soluto A em termos da lei ordinaria da
difusao

Quando se escreve o fluxo difusivo do soluto em termos da sua velocidade
de difusdo, aflora mais uma velocidade relativa do que um fenémeno
molecular e interativo soluto/meio.

Seja a equacao da continuidade massica de um soluto A:

- —> "

ot
Seja o fluxo global ou fluxo total massico da especie A como sendo:

— - —C)
Nao = Ja T A

onde:

— —
ja = —Dag Vpa (contribuicdo difusiva)



2 -
j5 = pav (contribuicdo convectiva)

Portanto, a equacao da continuidade fica:

—> —> —> "
%on + V'|:_DABVIOA +PAV} = Ta

ot
5 R . N N ( Maéssico )
R4 VUpav| = VIDgVpoal| + Ia
ot ACA
—— N — v N — GERACAO
ACUMULO CONTRIBUICAO CONTRIBUICAO
CONVECTIVA DIFUSIVA
oC nd B = o
= V{CAV} = V-|:DAB VCA} + EAN ( Molar)
L GERACAO

ACUMULO  conTRIBUICAO CONTRIBUICAO
CONVECTIVA DIFUSIVA



5- CONDICOES DE CONTORNO

O conhecimento das distribuicdes espaciais e temporal de concentracéo
de uma determinada espécie advem da solucdo de uma equacao da
continuidade apropriada.

Torna-se, portanto, necessaria a apresentacdo de condi¢cdes que
viabilizem aguela solucao.

Inspecionando, por exemplo, as duas equacdes da continuidade
anteriores (massica e molar) verifica-se que a concentracdo de A
modifica-se no tempo e no espaco bem como devido ao seu consumo ou

geracao.

As condicoes que possibilitardo a solucdo dessa equacdo serao
realizadas nas variaveis espaciais e na temporal.



1) Condicao inicial: implica o conhecimento da propriedade
concentracao ou fracdo (massica ou molar) do soluto no inicio do processo
de transferéncia de massa.

[t=0,CA=Cpg,0n=n0Xa =Xng, Wa =Wp| , €M um determinado espago.

1) Condicbes de contorno: referem-se ao valor ou informacéo da
concentracdo ou fracdo (massica ou molar) do soluto em posicoes
especificas no volume de controle ou nas fronteiras desse volume.
Basicamente, as condicdes de fronteira sao:

5.1- Concentracao ou fracao do soluto especificada numa determinada fase

Depois de identificar a regido onde ocorre a transferéncia de massa,
temos numa determinada fronteira s as seguintes condi¢c0es de contorno
de primeira espécie ou de Dirichlet:



Volume de controle

o

J

! !

Fronteiras Fronteiras
Inicial Pa = Pas Final
CA — CA,S
Wa =Wps
Xa = Xas

Ya =Yas



A fracdo molar de A para a fase gasosa ideal esta relacionada com a sua
pressao parcial segundo a lei de Dalton:

I:)A,s — yA,sP ( 37 )

"Numa mistura gasosa, a pressao de cada componente é
Independente da presséo dos demais, a pressao total ( P) é igual
a soma das pressdes parciais dos componentes™.

P =3P

n
=1




No caso de essa fase ser liquida, a condicdo numa dada fronteira, para
uma solucéo ideal, advém da lei de Raoult:

P

AS

— XASPXAP (38)

Na guimica, a lei de Raoult (pronuncia-se "*Raul'*) e dedicada a Francois-
Marie Raoult (1830-1901) e afirma que a pressdo parcial de cada
componente em uma solucao ideal ¢ dependente da pressao de vapor dos
componentes individuais puros e da fracdo molar dos mesmos
componentes.



A pressao de vapor pode ser obtida pela equacao de Antoine:

F

InP,*" =E —
A (T+G)

(39)

Na equacao de Antoine utiliza-se a temperatura em Kelvin. O resultado
oriundo da pressao de vapor é expresso em mmHg.

A pressao de vapor de uma substancia depende somente
da temperatura e ndo do volume; isto &€, um recipiente
que contem liguido e vapor em equilibrio a uma
temperatura fixa, a pressdao € independente das
guantidades relativas de liquido e de vapor presentes




A tabela a seguir mostra alguns valores para as constantes E, F e G para

algumas espécies quimicas.

ESPECIES E F G
AGUA 18,3036 3816,44 - 46,13
BENZENO 15,9008 2788,51 - 64,38
TOLUENO 16,0137 3096,52 - 53,67
METANOL 18,5875 3626,55 - 34,29
ETANOL 19,9119 3803,98 - 41,68

Na hipotese de equilibrio termodinamico na fronteira *“s” ou interface
entre as fases liquida e gasosa, considerando-as ideais, sdo igualadas as
equacoes de Raoult e de Dalton, resultando na equacao de Raoult-Dalton:

VAP
XA, S PA

— yAsP

(40)



Supondo a fase liquida constituida somente da espéecie quimica A (X, =1),
a equacao anterior é escrita como:

VAP
— PA

yA,S R P

No caso de solugéo diluida ( x,s — 0), a lei de Raoult é retomada na forma
da lei de Henry de acordo com:

P.s =XaH (41)

A solubilidade de um gas dissolvido em um liquido é proporcional a pressao
parcial do gas acima do liquido. Este € o enunciado da lei de Henry.

A lei de Henry aplica-se somente quando a concentracao do soluto e a sua
pressdo parcial sdo baixas, isto €, quando o gas e sua solucdo séao
essencialmente ideais, e quando o soluto n&o interage fortemente de
nenhuma maneira com o solvente.



A constante “H” de Henry para alguns gases dissolvidos em agua estdo presentes

na tabela a seguir:

Valores de H em atm para gases dissolvidos em agua: ( Hx10#)

T (°C) H, N, 0, CO CO,
0 5,79 5,29 2,55 3,52 0,0728
10 6,36 6,68 3,27 4,42 0,104
20 6,83 8,04 4,01 5,36 0,142
30 7,29 9,24 4,75 6,20 0,186




Na condicdo de equilibrio termodinamico liquido-vapor na fronteira ou
Interface “s” e admitindo fases ideais, igualam-se correspondentes lei de
Dalton com a lei de Henry, resultando

Yas =MXps

ondem=H/Pem*=H/C

ou

P

s=mC

AS

Fronteira “s”

Fluxo: fase vapor Yas Fluxo: fase liquida
Xas

» X

Condensacgéao

(42)



As relacdes de equilibrio liquido-vapor sao utilizadas, por exemplo, nos
fendmenos de absorcao e dessorcéo. Nesses fendmenos o soluto A esta contido
nas fases gasosas e liguida. Na ventura de ele estar distribuido e diluido nas

fases solido-fluido, a relacdo de equilibrio é escrita analogamente a lei de
Henry segundo:

CA,lS — KPCA,ZS (43)

sendo K o coeficiente de distribuicao ( ou de particao ).

CA,SZ

Fase sélida Fase fluida

CA,Sl

Fronteira “s”

>
X



Essa relacdo € util nas operacbes que envolvem as fases solido/fluido
guando se deseja especificar uma relacdo de equilibrio entre a
concentracdo do soluto presente no interior do solido e aquela no seio da

fase fluida ou seja:

C . = KiCap | (44)

CA,lS




Exemplo 01: Calcular os dados de equilibrio sob a forma y versus x
para o sistema m-xileno / o-xileno a pressao total de 0,4 atm (X, € Y, Sao
as fracoes molares de m-xileno na fase liquida e na fase vapor
respectivamente). Sao dadas as pressoes de vapor dos componentes em
atm na tabela a seguir:

Temperatura N PgV
(°C) m-xileno (A) o-xileno (B)
111,6 0,460 0,400
110,9 0,445 0,390
110,1 0,430 0,383
109,4 0,420 0,375
108,7 0,415 0,365
107,9 0,400 0,360




Solucao: Os componentes sendo isdmeros, suas solucdes liquidas sdo ideais,
razdo pela qual a lei de Raoult podera ser utilizada. A pressao total de 0,4
atm os vapores produzidos sdo ideais e a lei de Dalton se aplica.

Combinando estas leis resulta:

m-xileno  x,P/*" =y,P

(1)

o-xileno X Py =y.P; (1-x, )Py = (1-y, )P  (2)

Somando as duas equacdes temos:

P =X,PYA" 4 (1-x,,)PYAP

VAP VAP VAP

P_ PI;/AP _ XA(PXAP B PI;/AP) .

Da equacéo (1) temos:

A

X PVAP

A A

P

P — P

A = VAP VAP
P — P,

(4)

(3)



Por exemplo, T = 111,6°C, resulta:

XA:O’4 _0’420 yA:O
0,46— 0.4
Para T =110,9°C:
x, =24 =039 _ 16, y, = 018227 _ 0,202
A 0,445— 0,39 0,4

Procedendo dessa forma com as demais temperaturas, resultam as
composicoes constantes da tabela a seguir:



Temperatura

(°C) Xa Ya Xg=1-Xp | Yg=1-Ya
111,6 0 0 1 1
110,9 0,182 0,202 0,818 0,798
110,1 0,362 0,389 0,638 0,362
109,4 0,556 0,583 0,417 0,583
108,7 0,700 0,726 0,300 0,700
107,9 1,000 1,000 0 0




5.2- Condicoes de fluxo

As informacdes apresentadas até aqui referem-se as
composicoes do soluto “A” especificadas na fronteira de uma
fase ou na interface entre duas fases. Existem aquelas em que
o0 soluto flui de uma fase para outra, pressupondo que a
Interface nao ofereca resisténcia ao transporte do soluto.
Nessa situacao teremos uma condicao de continuidade de
fluxo na fronteira s, conhecida como condicao de Neuman.

Considerando o contato entre duas fases, em que a fase 1 €
suposta como liquido estagnado ou sélido poroso, o fluxo do
soluto na fronteira s sera devido a concentracao difusiva.



A fase 2 sera suposta fluida. Admitiremos que ela esteja contida numa
regido compreendida entre a fronteira s, que separa da fase 1, até numa
certa distancia é.

CA

o0

Fase 2 ( fluida)

K- — === >

s:ir*---g-w- == Z=8S

Fase 1 ( liquida) C,

CAzs CAlS



Das equacotes (17) e (18) da aula 1, bem como admitindo a dilui¢cdo do
soluto , temos:

N __CDy A (Naz+Ng)
AZ‘Z:5—_ efi g, S A\NAZ T NBZ)
<0 ( Molar)
dXA dCA
— 1 _ 1
Nazl, 5 ==CPey 5, = ~Pets
dCxp
NA,Z‘Z:é‘: _Defl le (45)
dw 5
nA,Z‘Z:5:_pDefl dzl+YVA1(nAz+”B,z?
~0 ( Massico )
dWA dpA
— 1 _ 1
"zl =P g = Pen g,
doa,

"Azl,_s = ~Der, = (46)




Consideremos que nessa regido (fase 2) existe tambem o transporte do
soluto até a interface, de tal modo que seu fluxo possa ser descrito por
conveccao massica na forma:

NA,Z = kmz(CAZS - CAZOO) (47)
ou

Npz = kmz(pAzs ~ PAZOO) (48)

kmz = coeficiente convectivo de transferéncia de massa da fase 2
(comprimento/tempo)

em que o subscrito “2S” indica concentracdo de A na fase 2 e contida na
Interface s. Esta concentracdo esta em equilibrio termodinamico com a
concentracdo de A na fase 1 e contida na interface s ou “1S” por
intermédio da relacédo da equacao 43, ou seja:

Cais =KpClss (43)




Ao admitirmos que a interface n&o ofereca resisténcia a mobilidade do
soluto, teremos a continuidade do fluxo de mateéria na fronteira
considerada, de modo que z = s tem-se a igualdade dos fluxos (45) e (47)
ou (46) e (48). Em termos molares, temos

dC,

B Defl dZ

k(G G )| (49

Z=S

Note nesta expressao que o soluto esta distribuido nas fases 1 e 2. Como a
equacao da continuidade de A é desenvolvida para uma unica regido de
transferéncia de massa, as condi¢cbes de contorno devem delimitar esta
regidao. Assim sendo, escreve-se a igualdade (49) para uma unica fase,
como por exemplo para a fase 1. Para tanto, substitui-se C,,s pela
equacao 43, resultando:

CA
S = kmz( KlS _ CAZOOJ (50)




Kk

_ %(CAB - KCa, )| (50)

Z=S P

dC,,
o efl dZ

Identificando a equacao 44 em 50 e arrumando o resultado obtido, chega-se:

K

; dCp
Car=KeCps, | (44) dz

= ™ (Ch ~ Ca )| (51)

Al Der, Ko

Z=S

Ao multiplicarmos a equacao 51 pela semi-espessura da matriz “s”, tem-se
como resultado:

sdCp, SKm, .
= Ca = Ca
dz Z=5 Defl p( ' 18 )
dC sk N
d > i (CAl CA1s )
ZS Defl p
Z=S

dz'=dz/s >Z =2z/s;paraz=s—> 7' =1



= BiM(CA1 — CAlS) (52)

By, = — > (53)

A equacdo (53) € o numero de Biot massico. Este nUmero representa a
relacdo entre a resisténcia interna a difusdo de um determinado soluto no
meio em que se intenta estudar o fendbmeno de transferéncia de massa e a
resisténcia a conveccao massica associada ao meio externo que envolve o

primeiro.

O numero de Biot massico é valido na situacdo em que o soluto se encontra
diluido no meio externo; no caso de ele estar concentrado, a relacdo de
equilibrio é considerada em separado.



5.3- Reacdo quimica conhecida

Aqui distinguem-se dois tipos de reacfes quimicas:

| — Reacdo homogénea: a reacdo quimica ocorre em toda a solucao, ou seja,
em todos os pontos do elemento de volume representado pela figura abaixo
e, por extensao, em todo o meio onde ocorre o transporte de A. Nesse caso,
a descricao da reacao quimica aparece diretamente como termo da equacao
da continuidade molar ou massica de A por intermédio de R,our, ,
respectivamente.

® ®
e _°
Reaqentes> ! A . Produtos>
1 _0le

- — "
+ V.Na =Ry | OV [ 5 +V.n, =1,




Il — Reacdo heterogénea: a reacdo quimica ocorre na superficie de uma
particula, a qual é considerada como uma fronteira a regidao onde ha o
transporte do soluto. Nesse caso, o termo reacional R',; ou r,; aparecera
como condi¢cao de contorno e nao na equacao diferencial que rege o
processo de transferéncia de massa. Observe na equacdo anterior a
notacdo do termo reacional. Nele, h4 o sobrescrito () Indicando que a
reacao ocorre na superficie “s” em z = 4.

liquido ou sélido

RLIA — A,z‘zz5 :_ksCA - ksyAC

paraz=o - ( Molar)

Reacao de 1° ordem
AZlz=s

Ya= — K C

_ S




—>

Reagente (A) Produto (B)

............

A—>B
R,=—-k.aC,

--.--.--.--.--.--.u.
LR A L L R R R e et

Por outro lado, na situacdo em que houver
difusdo intraparticular (difusdo de uma
especie  quimica dentro dos  poros)
acompanhada de reacdo quimica nos sitios
ativos de um dado catalisador, o termo
reacional aparecera na equacdo da
continuidade de “A” tal qual como nas
reacées homogéneas e o0 sistema serdo dito
pseudo-homogéneo.
A B

N TR TR L L L L L L L LT ]

JJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJ

Poro do catalisador

Reacéao de 1° ordem

a = area da superficie catalitica por unidade de volume do catalisador ( cm?/cm?3)

kg = constante de velocidade ( cm/s)

C, = concentracéo do reagente ( mol/cm?)



5.4- Consideracoes finais

Qualquer gue seja a situacao lembre-se de que existem basicamente duas
equacoes: a da continuidade (molar ou massica) de A e a do seu fluxo global
(molar ou massica), que sao respectivamente:

Cp 22 o
?‘FV-NA:RA ( Molar)
%Pa Gn_/: =TI, ( Méssico )

—

_)

. —> -
N A= —C.DpgVyas+ yA(N At N Bj (Fase gasosa)

= ( Molar)

9

N o =-C.DagVXp+ XA(N AN Bj (Fase liquida)

—



|HHHH|

Geometria Plana >

Equacao da continuidade molar em coordenadas retangulares

oN oN oN
oCp N Ax  NAy  NAz | R
ot ox oy oz

O

Geometria Cilindrica >

vv

(

Equacao da continuidade molar em coordenadas cilindricas

oCp ,[10(Nar) 1 ONap Nag
ot r or rsend oo 0z

Geometria Esférica > @3

Equacéo da continuidade molar em coordenadas esféricas

—RA

oCa {ia(rZNA’r) .1 oendNag) 1 8NA,¢]

ot 2 or rsend o0 rsend oOg




Reflita sobre as seguintes sugestoes para quando vocé estiver diante de um
problema de transferéncia de massa:

1- Ler com atencao o que esta sendo pedido;

2- O regime de transporte e permanente ( %:0%%:0 )

oC 5 L Ay A
A ¢Oou%¢ 0) ? HA&acumulo de matéria?

ou transiente ( ~

3- Identificar o meio onde ocorre o fendmeno de transferéncia de massa e
sua geometria. Que tipo de coordenada: cartesiana ou polar?

4- O meio € reacional? O termo de reacdo aparece na equacao da
continuidade do soluto ou como condicao de contorno?

5- O fluxo € multidirecional? ou Sistema unidimencional?

6- Como é que e esse fluxo? Que tipo de coordenada: cartesiana ou
polar?



7- O termo difusivo presente no fluxo € importante?
8- O termo convectivo presente no fluxo é importante?

9- Existe alguma informacao sobre a relacdo entre o fluxo de A e de B?
(Para uma mistura binaria!)

10- O fluxo liquido de B é nulo? Por qué?

11- Estabelecer as condicOes de contorno e inicial adequadas.

12- Resolver o problema!



