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Programacao linear:
Preocupacao em encontrar a melhor solucao para problemas
associados com modelos lineares.

Modelo de Programacao Linear:

Maximizacao (ou minimizacao) de uma funcao objetivo linear com
relacdo as variaveis de decisao do modelo.

Respeitando-se as limitacoes (restricdes) do problema expressas por
um sistema de equacdes e inequacdes associadas com as variaveis
de decisao do modelo.
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Razoes para o uso da Programacao Linear:

1. Grande variedade de situacdes podem ser aproximadas por
modelos lineares.

2. Existéncia de técnicas (algoritmos) eficientes para a solucao
de modelos lineares.

3. Possibilidade de realizacao de analise de sensibilidade nos
dados do modelo.

4. Estagio de desenvolvimento da tecnologia computacional.
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Passos basicos na obtencao de modelos de PL:

1.

|ldentificar as variaveis de decisao, representa-las em
simbologia algébrica.

Identificar as restricoes do problema, expressa-las como
equacoes ou inequacoes lineares em termos das variaveis de
decisao.

|ldentificar o objetivo de interesse no problema, representa-lo
como funcao linear em termos das variaveis de decisao, que
devera ser maximizada ou minimizada.



-

"w’!ﬂ
b qﬂ Modelagem em Programacao linear

Construgdo de modelos ndo é uma ciéncia, mas uma
arte, podendo ser melhorada com a pratica.

Exemplos a serem trabalhados:

Determinacao do mix de producao
Selecao de midia para propaganda

Um problema de treinamento

Uma industria quimica

Uma oficina mecanica

Dimensionamento de equipes de inspecao
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Determinacao do mix de producao

Uma companhia deseja programar a producao de um utensilio de
cozinha que requer o uso de dois tipos de recursos — mao-de-obra e
material. A companhia esta considerando a fabricacao de trés modelos e
o seu departamento de engenharia forneceu os dados a seguir:

Modelo
A B C
Mao-de-obra 7 3 6
(horas por unidade)
Lucro 4 2 3
($ por unidade)

O suprimento de

por dia. A
disponibilidade diaria de mao-
de-obra é 150 horas. Formule
um modelo de Programacao
Linear para determinar a
producao diaria de cada um
dos modelos de modo a
maximizar o lucro total da
companhia. 7
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Formulacao do modelo

1. Identificacao das variaveis de decisao:
X, — produc¢ao diaria do modelo A

Xg — produgao diaria do modelo B
Xc — produgdo diaria do modelo C

2. ldentificacao das restricoes:
(Limitagdo de mdo-de-obra) ——7X, + 3X, + 6X_ <150
(Limitacao de material) _—, 4X, +4X_ +5X_ <200
(Ndo-negatividade) ——_, X, =0, X,=20, X.=0.

3. ldentificacao do objetivo: maximizacao do lucro total
Lucro Total = L = 4X, + 2X, +3X_

Max L = 4X, + 2X, +3X_ _
8
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Modelo

Encontrar numeros X, X,, X_ tais que:

Max L= 4X_ + 2X, +3X_

Sujeito as restrigoes: 7X, + 3X, +6X_< 150
4X, +4X, +5X_ < 200
X,20, X,20,X.20
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Selecao de midia para propaganda

Uma companhia de propaganda deseja planejar uma campanha em 03
diferentes meios: TV, radio e revistas. Pretende-se alcancar o maior
numero de clientes possivel. Um estudo de mercado resultou em:

TV TV Radio Revistas
horario horario
normal nobre

Custo 40.000 75.000 30.000 15.000

Clientes 400.000 | 900.000 | 500.000 | 200.000
Atingidos

Obs: valores validos para cada veiculacao da propaganda.
10
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A companhia ndo quer gastar mais de S 800.000 e, adicionalmente,
deseja:

(1) Que no minimo ;

2) Gastar no maximo S 500.000 com TV;

3) Que no minimo 03 veiculacdes ocorram no horario normal TV;

4) Que no minimo 02 veiculagcdes ocorram no horario nobre TV,

5) Que o nQ. de veiculacdes no radio e revistas figuem entre 05 e 10, para
cada meio de divulgacao.

(
(
(
(

Formular um modelo de PL que trate este problema,
determinando o n2. de veiculacdbes a serem feitas em cada meio de
comunicacao, de modo a atingir o maximo possivel de clientes.

11
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Resolucao do exemplo “selecao de midia para propaganda”
Variaveis de decisao:

X, =n2. de exposi¢cdes em horario normal na tv.

X, =n2 de exposi¢cdes em horario nobre na tv.

X5 =n2 de exposi¢des feitas utilizando radio

X, = n2. de exposi¢Oes feitas utilizando revistas.

Funcao-objetivo:

“Maximizar n2. de clientes atingidos”

Max Z = 400.000X, + 900.000X, + 500.000X; + 200.000X,

12
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Restricoes:

Orcamento:
40.000X, + 75.000X, + 30.000X, + 15.000X, < 800.000

Mulheres atingidas:
300.000X, + 400.000X, + 200.000X; + 100.000X, = 2.000.000

Gastocom TV
40.000X, + 75.000X, < 500.000

N2, de veiculacdes em TV, radio e revistas
X;23,X,22,5<X;<10,5<X,<10

Nao-negatividade
X1, X5, X3, X, 20.

13
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Um problema de treinamento

Uma empresa de maquinas ferramentas tem um
programa de treinamento para operadores de maquinas. Alguns
operadores ja treinados podem trabalhar como instrutores neste
programa ficando responsaveis por 10 trainees cada. A empresa
pretende aproveitar apenas 07 trainees de cada turma de 10.

Estes operadores treinados também sao necessarios na
linha de fabricacdao, e sabe-se que serao necessarios para o0s
proximos meses: 100 operadores em janeiro, 150 em fevereiro,
200 em marco, e 250 em abril. Atualmente ha 130 operadores
treinados disponiveis na empresa.
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Os custos associados a cada situacao sao:

TEGQUNCES .ot e e eee e e et eeeereeseseeesetassesaeseseaeeees S 400.
Operador treinado trabalhando ........cccceiiiiiiiniiiiiniinnnn.n, S 700.
Operador treinado OCIOSO.....c.cuviveiiiiiiiiiiiiceeece e S 500.

Encontrar um modelo de PL que forneca um programa de
treinamento de custo minimo e satisfaca os requisitos da empresa
em termos de n2. de operadores treinados disponiveis a cada

mes.

Observacao: acordo firmado com o sindicato proibe demissdes de
operadores treinados no periodo.



/>
b qﬂ Modelagem em Programacao linear

Resolucao do exemplo: Um problema de treinamento

Observe que a cada més um operador treinado esta: operando
maquina, trabalhando como instrutor, ou esta ocioso. Além disto, o
n2. de operadores treinados trabalhando nas maquinas é fixo e
conhecido: 100 em janeiro, 150 em fevereiro, 200 em marco e 250
em abril.

Variaveis de decisdo:
X, = operadores trabalhando como instrutores em janeiro

X, = operadores 0ciosos em janeiro

X; = operadores trabalhando como instrutores em fevereiro
X, = operadores ociosos em fevereiro

Xc = operadores trabalhando como instrutores em margo

X = operadores ociosos em margo |
16
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Funcao-objetivo:

“Custo total = custo trainees + custo instrutores + custo ociosos +
custo operadores trabalhando em maquinas”.

Min C = 400%(10X, + 10X; + 10X.) + 700#(X, + X5 + X.) +
+ 500%(X, + X, + X¢) + 700%(100 + 150 + 200)

Min C = 4700X, +500X, + 4700, +500X, +4700X. +500X, + 315.000

 Enundaso|

17
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Restrigdes: X,, X,, X3, X,, X5, X2 0 (nao-negatividade)

Equacao de balanco mensal:
operadores treinados no inicio do més = operadores nas
maquinas + instrutores + operadores ociosos.

Janeiro: 130 =100+ X; + X, & X; + X, =30
Fevereiro: 130 + 7X; =150 + X5 + X, & 7X, - X3 - X, =20
Margo: 130 + 7X;+ 7X5=200 + X + X, & 7X; + 7X3- X - X =70

Abril: 250 = 130 + 7X, + 7X,; + 7Xc & 7X, + 7%, + 7X. = 120.

=
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Uma industria quimica

Dois produtos, A e B, s3ao feitos a partir de duas operacoes
qguimicas. Cada unidade do produto A requer 02 horas da operacao 1 e
03 horas da operacao 2. Cada unidade do produto B requer 03 horas da
operacao 1 e 04 horas da operacao 2. O tempo total disponivel para a
realizacdao da operacao 1 é de 16 horas, e o tempo total para a operacao
2 é de 24 horas.

A producao do produto B resulta, também, num subproduto C
sem custos adicionais. Sabe-se que parte do produto C pode ser vendido
com lucro, mas o restante deve ser destruido. Previsoes mostram que no
maximo 05 unidades do produto C serao vendidas, e sabe-se que cada
unidade do produto B fabricada gera 02 unidades do produto C.
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Sabe-se que:

Produto A gera um lucro de $ 4 por unidade.

Produto B gera um lucro de S 10 por unidade.

Produto C gera um lucro de S 3 por unidade se for vendido.
Produto C gera um custo de S 2 por unidade se for
destruido

Determinar um modelo de PL para tratar este problema,
e encontrar quanto produzir de cada produto, de modo a
maximizar o lucro da industria quimica.

20
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Resolucao do exemplo: Uma industria quimica - produto A

Observe que o lucro da venda do produto A € uma funcao linear,
mas com respeito ao produto C isto nao ocorre.

Produto B

N Produto A
Lucro

10

/]

Produto C

A

' Lucro

Quantidade

5
Quantidade

21
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Modelagem em Programacao linear

Artificio: considerar as variaveis de decisao como sendo
X, = quantidade produto A produzida

X, = quantidade produto B produzida

X5 = quantidade produto C vendida

X, = quantidade produto C destruida

Funcao-objetivo:
MaxZ=4X,+10X,+3X;-2X,

Restricoes:

2X,+3X,£16 (disponibilidade de tempo para operagao 1)
3X,+4X,<24 (disponibilidade de tempo para operagao 2)

X3+ X,=2X, (produgdo do produto C a partir do produto B)
X3<5 (previsao de produto C que pode ser vendido)

X1 X5, X3, X, 20 (ndo-negatividade)
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Modelagem em Programacao linear

Oficina mecanica

Uma oficina mecanica tem 01 furadeira vertical e 05 fresas,
gue sao usadas para a producao de conjuntos formados de 2
partes. Sabe-se qual € a produtividade de cada maquina na
fabricacao destas partes do conjunto:

Furadeira Fresa
Parte 1 03 20
Parte 2 05 15

Obs: tempo para produzir as partes dado em minutos.
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O encarregado pela oficina deseja manter uma carga balanceada
nas maquinas de modo que nenhuma delas seja usada mais que
30 minutos por dia que qualquer outra, sendo o carregamento de
fresamento dividido igualmente entre as 05 fresas.

Achar um modelo de PL para dividir o tempo de trabalho entre as
maquinas de modo a obter o maximo de conjuntos completos ao
final de um dia, num total de 08 horas de trabalho.
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Resolucao do exemplo: Oficina mecanica

Variaveis de decisao:
X, = numero de partes 1 produzidas por dia
X, = numero de partes 2 produzidas por dia

Restricoes:
3X; +5X, <480
(minutos por dia disponiveis para a furadeira)

(20X, + 15X,)/5 = 4X, + 3X, <480
(minutos por dia disponiveis para cada fresa)

25
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| (4%, +3X,) - (3%, + 5%,)| = X, -2X, | <30
(Balanceamento de carga entre as maquinas)

Observe que esta ultima restricao nao é linear, mas é
equivalente a duas equacoes lineares que podem substitui-la:

X, -2X,<30 e -X;+2X,<30

X1, X, 20 (ndo-negatividade).

26
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Funcao-objetivo:

“maximizacao do numero de conjuntos completos por dia”
Max Z = min (X, X,)

Observe que esta funcao nao é linear, mas pode ser linearizada
utilizando-se uma nova variavel, da forma:

Seja Y = min (X, X,), Y 20, naturalmente tem-se duas novas
restricoes

Dadaspor: Y<X; e Y<X.,.

A funcao-objetivo linear fica sendo: MaxZ =Y

27
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Problema de dimensionamento de equipes de inspecao

Uma companhia deseja determinar quantos inspetores
alocar a uma dada tarefa do controle da qualidade. As informacoes
disponiveis sao:

Ha 08 inspetores do nivel 1 que podem checar as pecas a
uma taxa de 25 pecas por hora, com uma acuracidade de 98%,
sendo o custo de cada inspetor deste nivel S4 por hora;

Ha 10 inspetores do nivel 2 que podem checar as pecas a
uma taxa de 15 pecas por hora, com uma acuracidade de 95%,
sendo o custo de cada inspetor deste nivel $3 por hora.
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A companhia deseja que no minimo 1800 pecas sejam
inspecionadas por dia (= 08 horas).

Sabe-se, ainda, que cada erro cometido por inspetores no controle
da qualidade das pecas acarreta um prejuizo a companhia de S2
por peca mal inspecionada.

Formular um modelo de PL para possibilitar a designacao otima
do n9. de inspetores de cada nivel de modo a otimizar o custo da
inspecao diaria da companhia.

29
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Resolucao do exemplo: Dimensionamento de equipes de inspecao

Variaveis de decisao:
X. = n2. de inspetores do nivel i (= 1, 2) alocados a inspegao.

Funcao objetivo:

Minimizar C = custo total diario de inspecdo (S/dia)
onde : custo total = custo do salario dos inspetores + custo dos erros

Min C = 8 *[(4X, + 3X,) + 2 * (25%0,02X, + 15*0,05X,)]
Min C = 40X, + 36X,

30
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Restricoes:

1. Quanto ao n@. de inspetores disponiveis:
X, <8 (inspetores do nivel 1)
X, <10 (inspetores do nivel 2)

2. Quanto ao n2. de pecas inspecionadas por dia:
8 * (25X, + 15X,) = 1800 & 5X; +3X, =45

3. Restricoes implicitas de nao negatividade:
X; 20
X, = 0.

31
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Aplicavel para modelos com 02 variaveis de decisao

Util para a ilustracdo de alguns conceitos basicos utilizados na
resolucao de modelos de maior porte.

Etapas a serem seguidas na resolucao grafica

12 Passo: identificar a regiéo vidvel do modelo, isto €, quais sao os
pares (X,, X,) que satisfazem a todas as restri¢des.

22 Passo: achar a melhor solucao viavel, denominada Solugéo
Otima e denotada por (X,*, X,*), que leva ao valor étimo da
funcao-objetivo Z*.
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Problema de mix de Produc¢ao

Fabricacdao de dois modelos de brinquedos: B, e B,.

e Recursos disponiveis:
1000 kg de plastico especial.
40 horas para producao semanal.

e Requisitos do Departamento de Marketing:

Producao total nao pode exceder 700 duzias.

A quantidade de duzias de B, ndo pode exceder a quantidade de
duzias de B,, ou seja ndo pode ser mais que 350 duzias.

e Dados técnicos:
B, requer 2 kg de plastico e 3 minutos por duzia.
B, requer 1 kg de plastico e 4 minutos por duzia.

33
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A Geréncia esta procurando um
programa de producao que
aumente o lucro da Companhia.
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Varidveis de decisao:

X,: producao semanal de B, (em duzias).

X,: produg¢ao semanal de B, (em duzias).

Funcao Objetivo: Maximizar o Lucro semanal

35
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Max 8X;+5X, (Lucrosemanal)

sujeito a:

2X, +1X, <1000 (Plastico - Kg)

3X; +4X, <2400 (Tempo de produgao - minutos)
X;+ X,<700 (Produgdo total)
X, - X,<350 (mix)
X;20, j=1,2 (N&o negatividade)

36
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Conceitos importantes:

Os pontos (X,, X,) que satisfazem todas as restrigdes do
modelo formam a Regiao Viavel.

Esses pontos sao chamados de Solugoes Viaveis.

Usando a resolucao grafica pode-se representar todos as
restricoes (semi-planos), a funcao objetivo (reta) e os trés
tipos de pontos viaveis.
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Tracar eixos cartesianos, associando a cada um deles uma
variavel de decisao.

No exemplo de fabricagdao de brinquedos: X, para o eixo
das abscissas e X, para o eixo das ordenadas.

As restricdes de nao-negatividade, X; 20 e X, 20, implicam

que os pares (X,, X,) vidveis estao no 12 quadrante dos eixos
considerados.

38
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Representando as condicoes de nao negatividade

Xs

39
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Observar que no exemplo dos brinquedos, as restricdes correspondem a
semi-planos associados, respectivamente, as retas suportes dadas por:

2X, + 1X, = 1000
3X, + 4X, = 2400

X, + X, =700
X, - X, =350
X>0, j=1,2

Notar que cada reta suporte define dois semi-planos no espago (X,, X,).
Para identificar qual destes semi-planos é de interesse no caso, ou seja,
contém os pontos que satisfazem a desigualdade da restricao, basta
testar algum ponto a esquerda ou a direita (acima ou abaixo) da reta
suporte da desigualdade.

Um ponto que torna isto facil é a origem (0, 0), mas poderia ser
qgualquer outro.
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Tempo de
producao
3X+4X,<2400

500 700

Pesquisa Operacional - UNESP / Campus de Guaratingueta
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Tempo de Producao
3X+4X, <2400

Pesquisa Operacional - UNESP / Campus de Guaratingueta
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1000

500

500 700 | Xs

Pontos interiores. Pontos na fronteira. Pontos extremos.
Ha trés tipos de pontos viaveis.

Pesquisa Operacional - UNESP / Campus de Guaratingueta

43
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22 Passo:

Observar que a funcao-objetivo, ao se fixar um valor para Z,
representa uma reta. Alteracdes neste valor de Z gera uma familia de
retas paralelas.

No exemplo dos brinquedos: considere a reta obtida fazendo
Z= 2000, isto é , a reta dada por 8X, + 5X, = 2000. Percebe-se que ao se
tracar retas paralelas no sentido de ficar mais afastado da origem (0, 0),
o valor de Z aumenta.

De fato pode-se verificar que a reta paralela, que contém algum
ponto da regido viavel, no caso o ponto 6timo X* = (320, 360), e esta
mais afastada da origem, corresponde a um valor 6timo da funcao
objetivo Z* = 4360.
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A busca por uma Solucio Otima:

X, Comegar com algum valor de lucro arbitrario,
Por exemplo $2000...

1000
Depois aumentar o lucro, se possivel...
...e continuar até que seja inviavel
/700
X* = (320, 360)
600 com Z* =4.360

200
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Pontos extremos e Solucdes Otimas

Se o problema de Programacao Linear tem uma Solucao
Otima, um ponto extremo é Solucdo Otima.

46
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Solucdes Otimas Miiltiplas

Quando a funcao objetivo é paralela a alguma restricao.

Todos os pontos do segmento de
reta serdo Solucdes Otimas.

1 —3 X*=oX*; +(1-a)X*,com0<a<1

X*,

47
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Visualizacao de situagoes possiveis

Solucao

o X
.. Solugao 1
Unica

ilimitada

48
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—> X*

Xy el X
Multiplas Solugoes
Otimas 2 Semi-
reta Otima

Multiplas Solugoes
Otimas 1 -
Segmento de Reta
Otimo

49
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-

\ / O conjunto viavel

é vazio. Ha Problema
restricoes inviavel
incompativeis.




