Estatistica

6 - Distribuicoes de
Probabilidade de
Variaveis Aleatorias
Continuas




Distribuicao Uniforme

e Variavel aleatéria continua podendo assumir
qualquer valores dentro de um intervalo [a,b] tal

que: 1

f)=—

f(x)=0 para qualquer outro valor.

paraa<x< b;

F
fi(x)

: >

b X

* Probabilidade da variavel assumir um valor num
subintervalo € a mesma para qualquer outro
subintervalo de mesmo comprimento.

b 2
a7 Var(X):(b a)

EX) == 2
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Distribuicao Exponencial

« Seja um fenbmeno de Poisson de parametro A
(numero de sucessos em um determinado intervalo)

« Seja T o intervalo decorrido entre dois sucessos
consecutivos.

 Entao T € uma variavel aleatoria com Distribuicao

Exponencial, com:
f(t)=e™ parat>0;
f(@®)=0 parat<Q0.

F()=PHT<f)=1-¢H | B |pyT>p)=cH
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Distribuicao Exponencial

Distribuicao Exponencial nao tem “memoria:

Pr(T >s+t|T >s)=Pr(T >1)

Por isso, € “usada em modelos de duracao
de vida que nao desgastam com o tempo”

Mostra-se que:

+00 +00
E(T) = j (o (£)dt = J-t/le_/udt:...:%
—© 0
oo
Var(T) = j [t — E(T))?.f(t)dt =
+00

A /12

— 00
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Distribuicao Exponencial

Exemplo: Um componente eletronico, de marca
“A”, tem duracao de vida que segue uma
Distribuicao Exponencial com vida media de 100
horas e um custo unitario de R$10,00.

Qual a probabilidade de um componente, de
marca “A”, durar mais de 150 horas?

Seja T,: duracao da vida de um componente “A”

Pergunta: Pr(T 4 >150)="?

Sabe-se que: Pr(T 4 >1t)= e—/it

Como a vida média é de 100 horas, entao:

1 1
— — = 7\.«:_
E(T,) " 100 = ™

Logo:

150
PHT, >150)=¢ " = =0,223
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Distribuicao Exponencial

Exemplo: Um componente eletronico, de marca
“A”, tem duracao de vida que segue uma
Distribuicao Exponencial com vida media de 100
horas e um custo unitario de R$10,00. A marca
“‘B”, desse componente eletrénico, tem uma vida
média de 200 horas e um custo de R$15,00.
Considere também a incidéncia de um custo
adicional de R$8,00 se o componente durar
menos de 200 horas, qualquer que seja a marca

Qual a marca mais econdmica?

Custo esperado da marca A:
E(C,)=10-Pn(T, 2200)+(10+8)-Pr(T, <200) =

— IO.e—(I/IOO).2OO 4+ (10 n 8)(1 . e(l/lOO).200) —_

=10.e2 +18(1-€?)=1,353+15,565=16,918.

Custo esperado da marca B:
E(C,)=15-Pr(T, =2200)+(15+8)-Pn(T, <200) =

_ 15 (11200200 | 53 (1— e—(l/zoo).zoo) _

=15 +23.(1—-e') =5,518+14,539 = 20,057.

Portanto: marca “A” é mais economica!
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Distribuicao Normal ou de Gauss

Definida pela seguinte fdp:

G e

o)

f(x):me -0 < X < +o0

F 3

f(x)

Importancia pratica:

Normal € utilizada na modelagem de
iInumeras variaveis encontradas na realidade

Importancia teorica:

 Teorema das Combinacoes Lineares

* Teorema do Limite Central
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Distribuicao Normal — Importancia Teoérica

Teorema das Combinacoes Lineares:

Se X4, X,, ..., X, sao V.A. com Distr. NORMAL
entao

X=Ya-X éV.A NORMAL
i=1

onde: a, sao constantes

Teorema do Limite Central:

Se X, X,, ..., X, sao V.A. Independentes,
com Distribuicao QUALQUER

entao

X=Ya-X éV.A NORMAL
i=1

para n suficientemente grande
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Distribuicao Normal

Como determinar a probabilidade da variavel assumir
um valor em dado intervalo [a, b]: P(@a<X<b) =7

- integrar f(x) nesse intervalo (dificil !)

- utilizar tabelas fazendo a seguinte transformacao linear:

S, X-EWX) _X—n | |z NORMAL REDUZIDA
DP(X) o

X

E(Z)=0

& TABELA

(z) Var(Z) =1

Pr(p, <X <x,))=Pr(0<Z2<z))

_

2 » Z
1] Fo

Aproximacao utilizando a Distr.Normal: np>5

* Distr. BINOMIAL, para n suficientemente grande: { g5
* Distr. POISSON, para: ET)=A-t>5

» Correcao de Continuidade devido aprox. Distr. discreta pela
Distr.Normal (continua):

Pr(X:k)—>Pr(k—%£X£k+%)

Pr(X, <X§k2)—>Pr(kl +%£X§k2 +%j
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Z : Distribuicao Normal Reduzida

f(x) 4

.

7

0 Zo

.
»

| 4

=0

=1

/ =

X—Hy

Gy

Tabela A6.1

Distribui¢ao normal — valores de P(0 < Z < z;)

&

0

1

2

-

<

4

J

6

8

0,0000
0,0398
0,0793
0,1179
0,1554

0,0040
0,0458
0,0832
0,1217
0,1591

0,0080
0,0478
0,0871
0,1255
0,1628

0,0120
0,0517
0,0910
0,1293
0,1664

0,0160
0,0557
0,0948
0,1351
0,1700

0,0199
0,0596
0,0087
0,1368
0,1736

0,0239
0.0636
0,1026
0,1406
0,1772

O.DSI@ |

0,0714
0,1103
0,1480
0,1844

0,1915
0,2257
0,2580
0,2881
0,5159

0,1950
0,2291
0,2611
0,2910
0,3186

0,1985
0,2324
0,2642
0,2939
0,3212

0,2019
0,2357
0,2673
0,2967
0,5238

0,2054
0,2389
0,2703
0,2995
0,3264

0.2088
0,2422
0,2734
0,3025
0,3289

0.2123

051
15

0,2190
0,2517
0,2823
0,3106
0,3365

0,2224
0,2549
0,2852
0,3133
0,5389

0,5413
0.3643
0,3849
0,4032
0,4192

0,3438
0,3665
0,3869
0,4049
0,4207

0,3461
0,3686
0,5888
0,40006
0,4222

0,5485
0,37086
0,3907
0,4082
0,4236

0,3508
0,3729
0,5925
0,4099
0,4251

=1 Cn|eA
o

¥ Y Gl | a1 el

L=

L9

(s}
ho==]
(o8 Rl B o8

=
o
—
Lo

—

<
=N
b
|
]

57?
790
980

0,3599
0,3810
0,3997
0,4162
0,4306

| 0,3621
0,3830
0,4015
0,4177
0,4319

0,4332
0,4452
0,4554
0,4641
0,4713

0,4345
0,4463
0,4564
0,4649
0,4719

0,4357
0,4474
0,4573
0,4656
0,4726

0,4370
0,4484
0,4582
0,4664
00,4752

0,4382
0,4495
0,4591
0,4671
0,4738

0,4406
0,4515
0,4608
0,4686
0,4750

0,4429
0,4535
0,4625
0,4699
0,4761

0,4441
0,4545
0,4633
0,4706
0,4767

04772
0,4821
0,4861
0.4833
0.4918

BNl Nwmoun|etu—o|loomo Uit

0,4778
0,4826
0,4804
0,4896
0,4920

0,4783
0,4830
0,4868
0,4898
0,4922

04778
0,4834
0,4871
0,4901
0,4925

0,4793
0,4858
0,4875
0,4904
0,4927

0,4798
0,4842
0,4878
0,4906
4929

0,4803
0,4840
0,4881
0,4909
0,4931

0,4808
0,4850
0,4884
0,4911
0,4932

0,4812
0,4854
0,4887
0,4913
0,4934

0,4817
0,4857
0,4890
0,4916
0,4936

0,4938
0,4955
0,49065
0,4974
0,4981

0,4940
0,4955
0,4966
0,4975
0.4982

0,4941
0,4956
0,4967
0,4976
0,4982

0,4943
0,4957
0,4968
0,4977
0,4985

0,4945
0,4959
0,4969
0,4977
0,4984

0,4946
0,4960
0,4970
0.,4978
0,4984

0,4948
0,4961
0,4971
0,4979
0,4985

0,4949
0,4962
0,4972
0,4979

0,4985

0,4951
0,4963
0,4973
0,4980
0,4986

0,4952
0,4964
0,4974
0,4981 .
0,4986

0,4987
0,4990
0,4993
0,4995
0,4997

0,4987
0,4991
0,4993
0,4995
0,4997

- 0,4987

0,4991
0,4994
0,4995
0,4997

0,4988
0,4991
0,4994
0,4996
0,4997

0,4983
0,4992
0,4994
0,4996
0,4997

(0,4989
00,4992
00,4994
00,4990
0.,4997

0,4989

0,4992
0,4994
0,4996
0.,4997

" 0,4989
0,4992
0,4995
0,4996
0.4997

10,4990

0,4993
0,4995
0,4996
0,4997

0,4990
0,4993
0,4995
0,4997
0,4998

EL'J‘L-TEJJ B R e B e B e B e et Ea S e bl o o R R ol o R s s ]

L o

| tato — ol oo~ o

0,4998
0,4998
0,4999
0,4999
0,5000

W OO ~1 O

0,4998
0,4998
0,4999
0,4999
0,5000

all B

0,4998
0,4999
0,4999
0,4999

0,5000

0.4998 |

0,4999
0,4999
0,4999
0,5000

0,4998
0,4999
0,4999
0,4999
0,5000

0,4998
0,4999
0,4999
0,4999
0,5000

0,49938
0,4999
0,4999
0,4999
0,5000

0,4998
0,4999
0,4999
0,4999
0,5000

0,4998
0,4999
0,4999
0,4999
0,5000

0,4998
0,4999
0,4999
0,4999
0,5000
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Distribuicao Normal

Exemplo: Uma companhia embala em cada caixa 5 pires e
5 xicaras. Os pesos dos pires distribuem-se normalmente com
média de 190 g e variancia 100 g2. Os pesos das xicaras
também sido normais com média 170 g e variancia 150 g2. O
peso da embalagem é praticamente constante, igual a 100g.

Qual a probabilidade da caixa pesar menos de 2000 g?

X = peso da xicaras ¥
: fc)

Y = peso do pires

W = peso da embalagem

C = peso da caixa completa

= C<2000

o
. W+ZX+Z %//ﬁ

ZZ

E(C)=EW)+5-E(X)+5-E(Y)=100+5x170+5x190 = 1900

Considerando X e Y variaveis aleatorias INDEPENDENTES, tem-se:

Var(C)=Var(E)+ Z Var(X, )+Z Var(Y,)=

i=1

=Var(E)+5-Var(X)+5-Var(Y) = 0+5x150+5x100 =1250

“X—E(©) ©2000-1900 _
=~ DP(C) 2(2000) = Jis0 -2

Pr(C < 2000)= Pr(C < 1900) + Pr(1900 < C < 2000)

Pr(C <1900)=Pr(Z <0)=0,5 (por Simetria)

Pr(1900 < C < 2000)=Pr(0 < Z < 2,83)=0,4977 ( tabela)
Pr(C < 2000)=0,5+0,4977 = 0,9977
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Distribuicao Normal

Exemplo: Uma companhia embala em cada caixa 5 pires e
5 xicaras. Os pesos dos pires distribuem-se normalmente com
média de 190 g e variancia 100 g2. Os pesos das xicaras
também sido normais com média 170 g e variancia 150 g2. O
peso da embalagem é praticamente constante, igual a 100g.

Qual a probabilidade de um pires pesar menos que
uma xicara numa escolha ao acaso?

X = peso da xicara
P Pergunta: P(Y =X <0)="7

Y = peso do pires
—
Seja W =Y — X, logo a pergunta é: P(W < O) ¢

E(W)=E(Y)-E(X)=190-170 = 20g
Se X,Y independentes:
Var(W)=Var(Y)+Var(X)=100+150 = 250g>

»

f(x)
z(0) = % =—1,265
z(20)= 23%0 =0

P(W < 0)=P(W <20)-P(0 < W <20)=
=Pr(Z <0)-P(-1,265<Z <0) =
= 0,5 — P(O <Z< 1,265) = (por Simetria)
=0,5-0,3971 = 0,1029
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Distribuicao Gama

Usada para representar fendbmenos limitados
num extremo. Exemplos:

- distribuicao dos intervalos de tempos entre
recalibracoes de instrumentos

- intervalos de tempos entre compras de um
item estocado

AT
f(x)= F(U)xn e ™ parax(0;

f(x)=o0 para x<0.

1“(77) — Tox"_l.e‘xdx (Fungao Gama)

0

Onde:

se n é inteiro: F(n) = (77— 1)!

f{x)
1,0

08}

06}

04}

02}

6 10 20 30 40 50 60 X
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Distribuicao Beta

Usada para representar fendbmenos limitados nos
dois extremos. Exemplos:

- distribuicao da proporgao da populacao entre o menor e
0 maior valor da amostra

- distribuicao dos tempos a serem gastos na execucao de
uma tarefa

F(V"‘ 77) =
I(y)+T(n)

f(x)=

para 0 <x<1

f(x)=0 parax<0ex>1

__ 7 () = V1
EX) =20 Y G
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Distribuicao Log-Normal

Usada quando o logaritmo da variavel
segue uma Distribuicao Normal.

f(x) _ 1 e—(l/zu2 Jlogx—u) para x >0

f (x) =() para x<0

0 1,0 2.0 3.0 4,0 5.0 6,0

E(X) = et Var(X) =" (e 1)
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Distribuicao Weibull

A distribuicao de Weibull € muito similar a
distribuicao gama, tendo o0 mesmo uso

f(=apt" e 0<t<w

onde a e [} (dito taxa de falha)
sao constantes positivas.

)

EX)=a"’ F(;Hj

0=t 2| ]
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Exercicio 6.1

As mudas de pinus produzidas num determinado viveiro 530 acondicionadas e
caixas com 20 unidades, Por experiéncia, sabe-se que a probabilidade de uma muda n&L
medrar & de 5%, Cada cajxa é vendida de acordo com & seguinte {abela:

———_—

BT s DelBat® | Deiail | Mensdete |
Prego de venda | caoa R$2000 | R&1800 | RS$I500 | R3I500

a) Qual é a Média de mudas boas por caixa’
b) Qual & o Cosficiente de Variacio de mudas boas por caixa?

¢) No lonao prazo, qual & o lucro esperado por caixa, sabendo-se que o custo por caixa e de
R&$6,007

o 2 |
o it }f. . 'ﬂ' "-L!- 'p"u'._,--L-'-I:-Iﬁ'-l'::l' "':"I'_'l g LA Y LA e o ", "o At -"‘-'.._'.-jmll.E-"n

"f = D‘ﬂﬂ umw"'—'“'-, I

o ||r-,.___| F i = .::"._-.
J:’ JI*"*‘“ILJ' yrsadls boe = }»lu viawe s yeclapa =) Il,. = Lagesi=aa 78

-:*.I] ,-"'Li-b‘:' — 2 F .-.' ?—GHD,FJE = !?f

b

!.—) e /,‘_-1‘:: § [}"31 e }-"J'I_I/
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Exercicio 6.1 — Continuacao
As mudas de pinus produzidas num determinado viveiro s30 acondicionadas e
vaas w20 Unidades, Por experiéncia, sabe-se que a probabilidade de uma muda nac
medrar & de 5%, Cada cajxa é vendida de acordo com & seguinte {abela:

| N e mudas boas / cabe El:l_ De16a 19 . ._ Deiga 17 MEII':IH-ﬂEI 16 |
Prego de venda | caoa R$2000 | R$1800 | RS$I500 | R3500

a) Qual & & Média de mudas boas por caixa?

b) Qual & o Cosficiente da Variacio de mudas boas por caixa?
¢) No lonao prazo, qual & o lucro esperado por caixa, sabendo-se que o custo por caixs & de

Ri6 007
<) Jj,lﬂ L e ot /m,ﬂ-n
= G Al e e 2= e
A écmu i P AN L0 e | L
do

J'-j"(f!':' L’j .—{ A ‘J QG .&{jgﬁﬂ-h (?7’]%;':'-’_;'1.3?:.:!}.

r r_.-|.-=1 L,\gq- J .

e PlE) i R R T

2o B, e o e S AN o _ g 3
i R 3 } LVEEL — o g JReb . £ 393
(& e tEET
[ ¥ e B e }.'JE'_‘F} —— = B a0 0.6 'rf-r:
| oL f-fj?
LN B.oaéd {_ Blgepy —" S a9 ~fivo -0, 06 3
H Gy S0 4 |Ir ER
(2 5. 0¥00 2 Xe

TrAL ), Booo

b ||I_'._a':_.-""-—-‘= ﬂi[j'mﬂ_.ﬁc{,ui_ EE ,‘l?‘ {}"fﬂ ;}:—_f

UNESP - FEG — DPD - Prof. Edgard - 2011 06 -18



