Estatistica

4 - Variavels Aleatorias

Unidimensionais
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VARIAVEIS ALEATORIAS UNIDIMENSIONAIS

“Variavel Aleatoria X” € uma Funcao que
associa um numero real a cada Evento

X:S > R

Notacdo: X (MAIUSCULA) .... Variavel Aleatdria X
X (mindscula) ......... valor da Variavel Aleatoria X
Exemplo: Pr(X=x) ... Prob. da V.A. X assumir o valor x

12. Vantagem: Facilitar o tratamento matematico
EXEMPLOS :

1) Experimento : jogar 1 dado

Variavel Aleatdria X : “dobro do numero obtido menos 17

X:{1,2,3,4,56 — {1,3,5 79,11}

2) Experimento : jogar 4 moedas (C: Cara e K: Coroa)
Variavel Aleatoria Y : “numeros de caras obtidas”

Y : {CCCC, CKCC, ..., KKKK} =—— {0, 1, 2, 3, 4}
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VARIAVEIS ALEATORIAS UNIDIMENSIONAIS

22. Vantagem: Cada variavel aleatoria tem associada
uma distribuicdo de probabilidades que caracteriza
seu comportamento.

Ex. 1: Dado Ex.2: Moeda
X | Pr(x) y | Pr(y)
1 | 1/6 0 | 1/16
3 | 1/6 1 | 4/16
5 1/6 2 6/16
7 | 1/6 3 | 4/16
9 | 1/6 4 | 1/16
11 | 1/6

X:S —p Real

Pr(X=x) : Real - —————p [0, 1]
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Variaveis Aleatorias DISCRETAS

v Possiveis resultados do experimento sao
representados por um conjunto enumeravel, isto €, séo
representados por n numeros

v funcao distribuicéo de probabilidade:

associa probabilidades aos possiveis valores da
variavel aleatoria.

Propriedades :

(@ Pr(X=xk) =20,Vk S ={xq1, X2, ..., Xn}

b
(b) Pr(xg £ X< xp)= E Pr(X=Kk),b>a
k=a
n
(c) E Pr(X =xkx) =1
k=1
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Variaveis Aleatorias CONTINUAS

v Possiveis resultados do experimento sao
representados por valores pertencentes a um intervalo
continuo ou pertencentes a um conjunto de intervalos

v funcéo densidade de probabilidade (fdp): f(x)

caracteriza como as probabilidades se distribuem
num intervalo continuo

Propriedades :

(@) f(x) >0
a

(b) Pr(a<X< b)=j f(x)-dx ,b>a
b

(© [ f(9-dx =1
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Exemplos de Variaveis Aleatorias continuas

» EXPERIMENTO 1: ponteiro, com origem no centro
de um disco fixo, gira até parar

Variavel Aleatoria: angulo de parada do ponteiro com
relacdo a uma marca de referéncia existente no
disco; valores de 0° até 360°.

> EXPERIMENTO 2: identificar o diametro de um eixo

Variavel Aleatoria: valores entre zero e um limitante
superior

IMPORTANTE:

Probabilidade associada a cada valor individual de
uma “Variavel Aleatdoria Continua” é NULA

Pr(X=x,) =0

Xa
Pr(X =Xg)= } f(x)dx=0

Xa

UNESP - FEG — DPD - Prof. Edgard - 2011 04 -6



Exemplo de funcao densidade de probabilidade

~

0] , X <0
() =4 k-x 0O <x< 2 k=7
\O , X > 2
_f(x)
Grafico

Areag_so = 2X22k =2K =1
—k=1/2
= f(x)=x/2 , 0<x<2

Pr(X<1l) = Pr(0< X <1) =1/4
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Funcao de Distribuicao Acumulada

Forma alternativa para caracterizar a distribuicdo de
probabilidades de uma variavel aleatoria (discreta ou

continua) .
= E Pr(>) (DISCRETA)

Xj=X
F(x)=Pr (X< x)
X

= If(x)dx (CONTINUA)

=00

PROPRIEDADES

(A)0<F(x)<1 (b)F(w0)=0 (c)F(4:0)=1
(d)F(X) é nao decrescente
(e) P(a<X<b)=F(b)-F(a) , b>a

(f) F(x) é continua a direita em qualquer ponto

(g) F(x) é descontinua a esquerda nos pontos de
probabilidade nao nula
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Exemplo de Distribuicao Acumulada - Caso Discreto

Experimento : jogar um dado e observar face superior

V. a. X = dobro do numero que sair menos 1
x_| Pr(x) F(X) intervalos
. 1/6 0 x<1
3 1/6 1/6 1 <x< 3
5 1/6 216 3<x < §
7| 16 3/6 5<x< 7
9 1/6 4/6 7<x< 9
11 | 1/6 5/6 9 «x <11
1 X > 11
F(x)
N
1 :
56 I PX=11)=118
4/6 }—b P(X=9)=1/6
______________________ — P(X=7)=1/6
361 1_} T P P(X=7)=
Ay e ol
1ol }—n—-_lb P(X=1)=1/6
- ' 4
1 3 5 7 9 11 ¥
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Exemplo de Distribuicdo Acumulada - Caso Continuo

(

0 , x <0
X
f(X)=<E , 0<x<2 F(x) = 2
O , x > 2
(0 , x <0
1 -
F(x):<zx , 0 <x<2
K:I_ , x> 2
F(x)
A

0 2
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PARAMETROS DE POSICAO

Média (Valor Esperado, Esperanca, Expectancia)

E(X)= E Xj-P(Xj) =ux (V.A. discreta)

i
+o0

E(X)= J‘x-f(x)dx;zx (V.A. continua)

=00

Média caracteriza o centroide da distribuicao

Propriedades:
(a) E(k) =k , k= constante

(b) E(kX) = KE(X)
(c) EXTY) = E(X) + E(Y)

(d) E(X £ k) = E(X) + k

(e) E(XY) =E(X) . E(Y) == caso X ,Y independentes
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PARAMETROS DE POSICAO

Mediana (md): divide a distribuicdo probabilidade em
2 partes equiprovaveis

Pr(X<md)=Pr(X=md) =0,5=50%

Mediana: menor valor para o qual F(x) > 0,5

Generalizando:

Distribuicdo pode ser dividida em varias partes

equiprovaveis.
QUARTIS — " 4 partes
DECIS > 10 partes
PERCENTIS — 100 partes

Moda: ponto(s) de
maior probabilidade (V.A.discreta) ou
maior densidade de probabilidade (V.A.continua)

= Indica a regiao mais provavel da distribuicao
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PARAMETROS DE DISPERSAO

Caracterizam a variabilidade das Variaveis Aleatorias

Variancia: | Va r(X )

var(X) = E[(X — E(X))?]

V.A.Discreta : Var(X)= E [(xi—E(X))Z-Pr(Xi)}

i
+00
V.A. Continua : Var(X)—J‘(x—E(X))Zf(x)dx

—00

_ , 2
Forma alternativa para calculode O :

Var(X) = E(X?) - (E(X)P

V.A. Discreta : E(X2)= E [XZ'PF(Xi)}

[
+00

V.A.Conthua: E(X?) —Ixzf(x)dx

—00
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Propriedades da Variancia

a) Var(k)=0 ondek:constante
b) Var(k- X)=k?-Var(X )
c) Var(X +Y) =Var(X )+VAr(Y) < X,Y V.A Independetes

d) Var(X +k)=Vvar(X)

DESVIO-PADRAO:
DP(X) = yVar(X) =ox =o(X)

COEFICIENTE DE VARIAGAO
DP(X)
E(X)

CV (X) =

Passa a idéia da dispersao relativa.

AMPLITUDE R(X):

Diferenca entre o maior e o menor valor possivel da
Variavel Aleatoria X
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Exercicio 4.1;

Uma maquina automatica enche garrafas, saindo a
producédo com peso bruto médio de 8509 e desvio-
padrao de 4,5g. As garrafas utilizadas tém peso medio
de 220g e desvio-padrao de 2,7g. Determine o peso
liquido médio e o seu desvio-padréao se:

a) a maquina pesa o liguido dentro da garrafa;

b) a maquina pesa o liguido e depois 0 coloca na garrafa.

X: peso bruto (garrafa cheia)
Y: peso da garrafa vazia
W: peso do liquido
a W=X-Y logo:
E(W) = E(X) - E(Y) =850 — 220 = 630
Var(W) = Var(X) + Var(2Z) = (4,5)? + (2,7)? = 27,54 = (5,2)?

DP(W): 5,2 (considerar o peso bruto independente do peso da garrafa vazia)

b) X=Y+ W logo:

E(X) = E(Y) + E(W) = 850 = 220 + E(W) = E(W) = 630
Var(X) = Var(Y) + Var(W) = (4,5)? = (2,7)? + Var(W)

= Var(W) =20,25-7,29=1296 = DP(W)=3,6

(considerar o peso da garrafa vazia independente do peso do liquido)
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Exercicio 4.2:

Uma revista mensal pretende lancar uma campanha
publicitaria para conseguir novos assinantes, a qual
consistira no envio de revistas gratis para 10.000
pessoas. Experiéncias anteriores permitem avaliar o
numero de provaveis novos assinantes (X), assim:

X 1500 2000 2500 3000

Pr(X=x 0,10 0,30 0,50 0,10
Sabe-se: (X=x)

- custo da campanha: R$12,00 / pessoa;
- custo unitario da revista: R$8,00;
- valor mensal de cada assinatura: R$10,00

Qual o prazo de retorno do investimento na campanha ?

X: numero de novos assinantes, dentre as 10.000 pessoas
F=10-keX : faturamento em k meses, ref. aos novos ass.
C=12-10000+8<k+X : custo da campanha + custo da revista
R = F — C : resultado financeiro do periodo de k meses

E(X) = 15000,10 + 2000+0,30 + 2500+0,50 + 3000+0,10 = 2300
E(F) = 10°kep(X) = 10°k+2300 =23000°k

E(C) = 120000 + 8+Ksp(X) = 120000 + 18400+K

E(R) = E(F) — E(C) = 23000+k — 120000 — 18400k

E(R) = 4600k — 120000

k* : nimero de meses tal que E(R) = 0 = k*=120000 / 4600 = 26

Logo, a partir do 26° més tem-se resultado esperado lucrativo
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