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Probabilidades

ESPACO AMOSTRAL: S

Conjunto de todos os resultados possiveis de
uma variavel do fenbmeno em observacao

EVENTO : A
Sub-conjunto de resultados possiveis

FUNCAO PROBABILIDADE: Pr
Pr:S > [0,1]

PROPRIEDADES:
Para VAcS > 0<Pr(A)<1

Pr(S) =1

Pr(¢) =0
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Probabilidade da Uniao de Eventos:

Pr(A UB)=Pr(A)+Pr(B)-Pr(A ~B)

REGRA DA ADICAO
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Exemplo 1 — Espaco Amostral

Experimento:

Dois dados equilibrados s&o lancados e observa-se o

numero da face superior.

Seja:

X = numero da face superior do 1° dado

Y = nimero da face superior do 2° dado.

EspacoAmostral S:{ x; y)|(x =1...6)}(y =1...6)}
(1;1) (1,2 1;3) (1;4) (1:5 (1:6)
(2;1) (2,2) (23) (2;4) (2:5) (2:6)
1) 352 (353 (354 (35 (3:6)
4,1 42 &3 A4 (45 (46
51 552) (5:3) (5:4) (5:5) (5:6)
6;1) (6;2) (6;3) (6:4) (6:5) (6;6)
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Exemplo 1 — Espaco Amostral

Dois dados equilibrados sdo lancados e observa-se o nimero da face

superior: ( X,Y). ESPACO AMOSTRAL S
11 @12 @3 (149 @5 (1)
21 22 (23 (24 (25 (26)
31 (32 (33 (34) (35 (3,9
41 42 @43) @44 @5 49
5,1) (5,20 (5,3) (54) (55 (56)
(6,1) (6,20 (6,3) (6,4) (6,5 (6,6)

EVENTOS:

A: Ocorrer 2 nos dois dados A ={(2,2)} Pr(A) =1/36

B: Somandmerosiguala4 B ={(13),(22), (31)} Pr(B)=23/36=1/12

C: 0 1°dado é metade do 2° C ={(1,2), (2,4), (3.6)} Pr(C)=3/36 = 1/12

D: Sair nmeros iguais D ={(1,1), (2.2), (3.3), (4.4), (5.5), (6,6)}

E: Sair par no 1° dado E = {21),(22), ... (26), 4.1), ..., (46), ..., (6.6)}

F: Sair impar no 2° dado F ={(1,1), (1,3), (1,5), (2,1), (2,3), (2.5), ..., (6,1), (6.2), (6,5)}
G: Ocorrernimerode 1a6 G =S (espago amostral)

H: Soma igual a 13 H=¢ (conjunto vazio, evento impossivel)

I: Soma >4 | ={(1.4), (15), (16), 2.3), ..., (2.6), (3.2), ..., (6,1), (6.2), ..., (6,6)}

1@1).&2),(1.3),(2.1),(2,2), B}

K: Ocorrer 2 nos dois dados e a soma igual a 4

K=AnB={(227}

L: Sair nUmeros iguais ou a soma igual a 4

L=DuB={(11),(13),(2,2),(31),(4,4),(55),(6,6) }

M: O 1°dado é metade do 2° e soma dos numeros € igual a 4

M=CnNB=O

J: Somamenorque5 |J
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Exemplo 2 — Probabilidade Condicionada

Num lote de 100 pecas , temos :
20 Defeituosas
80 Nao defeituosas
Escolhemos 2 pecas, ao acaso:
— com reposicao
— Sem reposicao

Consideremos 0s eventos :

A : {primeira peca é defeituosa} Pr(A) =7
B : {segunda peca ¢é defeituosa} Pr(B) =7

Caso COM reposicao: Caso SEM reposicao:
20 1 1 _ _
Pr(A) =Pr(B) =100 " 5 Pr(A) =g (imediato)
Pr(B) = 777

PROBABILIDADE CONDICIONADA
Pr(B/A) = Prob. do evento B, condicionada a

ocorréncia do evento A = Pr(B dado A)
No exemplo, sem reposicao :
P bosts Pr(B | A) = g
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Exemplo 1 — Probabilidade Condicionada

Dois dados equilibrados sdo lancados e observa-se o nimero da face superior:
Seja:: x; = numero 1°dado e X, =numero 2°dado.
ESPACO AMOSTRAL S

(1) (12 (1,3) (14) (15 (16)
2D | 22 23) (24 (25 (26)
31 G2l (33 (34 (35 (36)
B1+— 41 (42 43)| ¢4 @45 |46 | A

5,1 (52) (5,3) _(54)]1 (55 |(5,6)
6,1) (6,2) (6,3)| (6,4) (65| (6,6)

Consideremos 0s eventos:
A={(X1,Xp) | X, + X, = 10}={(4,6),(5,5),(6,4)}
B ={(xy, X)) | X, >x} ={(2,1),(31),(32),..,(64),(65)}

Pr(A) = 3/36 Pr(B) = 15/36 Pr(A N B) =1/36
Pr(A/B) = 1/15 Pr(B/A) = 1/3
Observe que o espaco amostral ficou reduzido:

1 136 Pr(AnB) 1 136 Pr(AnB)
PrAB) = 15 15/36  Pr(B) PriBA) = 3 3/36  Pr(A)

INTERESSANTE: - essas relacbes ndo surgem apenas neste
exemplo, ao contrario, sdo gerais!!

Pr(AnB)=Pr(A|B)*Pr(B) ou Pr(AnB)=Pr(B|A)*Pr(A)
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Exemplo 2 — Probabilidade Condicionada

Num lote de 100 pecas, temos . 20 defeituosas
80 nao defeituosas

Escolhe-se 2 pecas , ao acaso: com reposicao
sem reposicao
Considere os eventos : A={primeira peca é defeituosa}
B={segunda peca é defeituosa}
Pede-se : Pr(A) e Pr(B)

COM REPOSICAO: | pyay- 20 _1

100 5

1
100 5

SEMREPOSICAO: |, 20 1
100 5

Pr(B) = Pr(B ~ A)+ PrB A)

PrB) =Pr(B/ A)-Pr(A)+Pr(8/ A)-Pr(A)

Pr(B):1_9.£+£.i:ﬂ:£ Pr(B):%:%
99 5 99 5 495 5

SURPREENDENTE ?!!
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Eventos Independentes

Retome 0 Exemplo 1: lancamento de 2 dados equilibrados
Consideremos 0s eventos :

A ={(Xy, X) | X, € par}

B ={(X;,X;) | X, =5 ou x, =6}

Observe : A, B sao eventos independentes, nao
relacionadas :

“Saber que A ocorreu nao fornece qualquer
iInformacao sobre a ocorrénciade B~

No exemplo :
Pr(A)=18/36=1/2 Pr(B)=12/36=1/3 Pr(A "B)=6/36=1/6

PrACB) 16 1, o

PTIAR)= Pr8) 183 2

Pr(AnB) _1/6
Pr(A) 1P

Pr(B/A)= =%: Pr(B)

- Pr(AnB) =Pr(AB)-Pr(B)=Pr(A).Pr(BA) =Pr(A) Pr(B):%-% :%

Define-se :
A, B sdo eventos independentes<=> Pr(AnB)=Pr(A).Pr(B)
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Eventos Independentes

Exemplo 3: Dado o circuito L , , R
1 2

Eventos : A, : {chave i fechada}
E : {corrente passa de L para R}
Se Pr(A) = p e as chaves séao independentes entao

Pr(E)=Pr(A "nA,)=Pr(A) -Pr(A,)=p?

Exemplo 4: Lote de 10000 pecas com 10% defeituosas.
Duas pecas sao extraidas, ao acaso , sem reposicao.
Qual a probabilidade de ambas serem perfeitas?
Eventos: A:{primeiraé perfeita}  B:{segunda é perfeita}
Pede-se : Pr(An B)

Pr(ANB) = Pr(B/A)- Pr(A)= (899 9993- (900}31’0003: 0,80999

Considerando A , B eventos independentes (em funcao do

tamanho do lote): Pr(A~B) = Pr(A) Pr(B)= (o ,9).(0,9) —081

Generalizando:
“A, A,, ..., A, S0 eventos mutuamente independentes <

Pr(AmAp) =Pr(A) ePr(Ap) ... Pr(An-1nAn) =Pr(An_1)*Pr(An)
Pr(fgmAp mAg) =Pr(A) e Pr(Ap) e Pr(Ag)

Pr(MnAp...nAq) =Pr(A)e Pr(Az) eeePr(Ay)
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Eventos Independentes

Retome o Exemplo 1 ( lancamento de 2 dados)

Eventos :

A {(X1, %) | x; € par}

B:{(X{,Xy) | X, &impar}

C:{(x;,X,) | (x; & X, s&o pares) ou (X, € X, sao impares)}

A , B, C sao eventos mutuamente independentes ?

18 1
Pr(A)=Pr(B)=—=—
(A)=Pr(B) 36 7

9 9 18 1

Pr(C)= Pr(ANB)+PrANB) = — + — = —— =
(= PrANB) +PrANE) = 2o+ 36736 2

-9 _ 1
Pr(AnB) = 36 12 Pr(A)}Pr(B)
-9 _ 1
Pr(AnC) = 36 2 Pr(A)Pr(C)
1

Pr(BnC) = % = 7 =Pr(B)-Pr(C)

Pr(AnBNC) =0=Pr(A)Pr(B)-Pr(C)= %

Logo, A, B, C nao sdo mutuamente independentes
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Teorema de Bayes

“Probabilidade de uma particular causa (B;) ,
dado que o evento A tenha ocorrido™

Kk
Considere a particio B;, B, , ..., B,: [ JB; =S
i=1

Pr( nA) B
Pr(A)
Pr(§ nA)
Pr(AnBq) +.. + Pr(An Bk)
Pr(A)-Pr(B)
Pr(A/B)-Pr(B)+.. +Pr(AB)-Pr(Bk)

Pr(B/A) =
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Teorema de Bayes

Exemplo 5: Pecas sao produzidas por 3 fabricas (1,2,3) e
armazenadas num unico depdsito

Fabrica 1 produz o dobro da Fabrica 2

Fabrica 2 produz igual a Fabrica 3
Fabricas 1 e 2 produzem 2%de pecas defeituosas

Fabrica 3 produz 4% de pecas defeituosas

Uma peca e retirada do deposito , ao acaso.
Sabendo-se que a peca é defeituosa , qual a

probabilidade que seja da Fabrica 1?

Considere 0s eventos :

A : {peca defeituosa}
B;.{peca Fabricai, i=1,2,3}

Pede-se: Pr(B,/A)

Pr(A/Bp) =0,02

Pr(A/Bp) =0,02

Pr(By/ A) = Pr(A/Byp)-Pr(By)
Pr(A/Bp)-Pr(B1)+Pr(A/Bp)-Pr(Bo)+Pr(A/Bg)-Pr(Bz)
1 1 1
Pr(By) = Pr(B2) =7 Pr(Bg) =

Pr(A/B3) =0,04

(0,02)-(1/2)

Pr(B1/ A) =

(0,02)-(1/2) + (0,02 - (1/ 4) + (0,04) - (1/ 4) =04
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Probabilidades

Eventos: A, B sao EXCLUDENTES ?

« NAO:

o SIM:

Pr(AuB) =Pr(A)+Pr(B)—Pr(AnB)

Pr(AuB) =Pr(A)+Pr(B)

Pr(AnB) =0

Eventos: A, B sao INDEPENDENTES ?

« NAO:

o SIM:

Pr(AnB) =Pr(B/ A)-Pr(A) = Pr(A/ B)-Pr(B)

Pr(AnB) =Pr(B)-Pr(A)

Pr(B/ A) =Pr(B)

Pr(A/ B) =Pr(A)
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Meéetodo de Solucao de Exercicios

1. Entender

Ler atentamente o enunciado!
Sacar o que esta rolando ...
Qual é a pergunta?

2. Simplificar

Definir as variaveis !!!

3. Modelar

4. Resolver

|

5. Analisar

X Al ... B: ...
Explicitar a pergunta: EX.: Pr(X>3)=?

Utilizar a Teoria, as Formulas !l  EX.:
Pr(A UB)=Pr(A)+Pr(B)-Pr(A nB)

Pr(A ~B) =Pr(A|B)-Pr(B)

E X)=>X, -Pr(X,)

Aplicar as Formulas !!!
Encontrar a resposta: Ex.: Pr(X>3)=....

O valor encontrado é vazoavel?

N&o é absurdo? EX.: Pr(X)<0 ou Pr(X)>1 = nota ZERO!!!
N&o & muito grande? Ou muito pequeno?
Comentar o resultado obtido

UNESP - FEG — DPD - Prof. Edgard - 2011 03 -15



Exercicio 3.1

Trés jogadores A, B, C disputam um tomeio de ténis. Considere gue os trés jogadores lem a
mesma categoria, isto é, a probabilidade de um jogador ganhar uma partida é igual a do outro.
Inicialmentente, A joga com B € o vencedor joga com C, e assim por diante. O lorneio termina
quando um jogador ganha duas vezes em seguida ou quando sdo disputadas, ao lodo, quatro
partidas.

a) D& o espago amostral para o experimento, ou seja, mostre as possiveis seqiéncias de
resultados desse tormeio,

b) Determine a probabilidade do jogador C ganhar o tomeio.
¢) Detemine a probabilidade do vencedor ser o jogador C ou o jogador B.
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Exercicio 3.2

Um dade é viciado, de tal forma que a probabilidade de sair um cerio ponto & proporcional ao seu valor. Por
exemplo, o ponta 6 € trés vezes mais provavel de sair do que o ponto 2,

a) Dé o espago amoslral para o experimento de langar tal dado. {0,1)

b) Determine a probabilidade de cada elemento do espago amostral. (0,3)

¢) Determine a probabilidade de sair 1 , sabendo-se que o ponto que saiu é impar. (0,8)

d) Determine a probabilidade de sair um nimere par, sabendo-se que saiu um numero maior do que 4. (0,8}

oy )
=T 2t
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Exercicio 3.3

1

Sabe-se que um lote de caminhdes produzidos por determinada montadora
apresentou o0s seguintes percentuals de defeitos durante o periodo de garantia: 2%

apresentaram defeitos mecanicos, 1,5% defeitos elétricos € 0,5% apresentaram os dois tipos

de defeitos.

a) Calcule a probabilidade de um caminhao nao ter defeito.
b) Calcule a probabilidade de um caminhao apresentar pele menos um tipo de defeito.
c) Calcule a probabilidade de um caminhac ter defeito mecénico, sabendo-se que nao

apresenta defeito elétrico.

d) Mostre que o fato de um caminhao apresentar defeito mecénico independe, ou nao, dele ter

deieito elétrico.
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Exercicio 3.4

2 Sabe-se gque 1 em cada 10.000 habitantes de determinada cidade tem dengus.
Sabe-se, tambeém, gues existe um leste desenvolvido para diagnosticar tal deenc¢a com as
seqguintes caracteristicas: (i) teste apresenta resultado positivo em 99,9% dos individuos gue de
fato tem dengue e (ii) apresenta resultado positiva em 1% dos individuos que nao tem dengue.

a) Calcule a probabilidade de um habitante selecicnada aleatoriamente ter dengue.dado gue o

resultado do teste foi positivo.

by Na sua opinido, o resultado do teste pode ser consideradc um bom indicador para

diagnosticar tal doenc¢a?
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Exercicio 3.5

O farol (seméaforo) A fica aberto 20s/minuto; o farol B, 30 s/min e o

farol C, 40s/min. Estando os faréis bem afastados, qual a probabilidade de um

motorista encontrar:

a) Todos os faréis abertos?

b) Pelo menos um farol aberto?
¢) Apenas um farol aberto?
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Exercicio 3.6

Um satélite tem lancamento previsto do cabo Canaveral e um outro da

Base de Vandenberg. Sejam C o evento do langamento do cabo Canaveral ser
realizado na data prevista e V o evento andlogo da Base de Vanderberg. Sabe-se
qgue os lancamentos sao independentes, P(C) > P(V), P(C v V)=0,626 e
P(C n V)=0,144. Determine os valores de P(C) e P(V).
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