Capitulo 3

Vetores no Plano e no Espaco

Muitas grandezas fisicas, como velocidade, forca, deslocamenio & impulso, para serem comple-
tamenie ideniificadas, precisam, alem da magnitude, da direcdo € do senfido. Estas grandezas sao
chamadas grandezas vetoriais ou simplesmenie vetores.

Geometricamente, vetores sdo representados por segmentos (de retas) orientados (segmentos
de retas com um sentido de percurso) no plano ou no espaco. A ponta da seta do segmento onentado
€ chamada ponto final ou extremidade e 0 ouiro ponto exiremo € chamado de ponto inicial ou
origem do segmento onentado.

Segmentos orientados com mesma direcdo, mesmo sentido & mesmo comprimento representam
0 mesmo vetor. A direcdo, 0 sentido e o comprimento do vetor sdo definidos como sendo a direcao, o
sentido e o comprimento de qualquer um dos segmentos orientados que o representam.

Este fato € analogo ao que ocoire com 05 nUdmeres racionais e as fragbes. Duas fracbes repre-
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Figura 3.1: Segmentos orientados representando o mesmo vetor



sentam o mesmo numero racional se o numerador € 0 denominador de cada uma delas estiverem
na mesma proporcdo. Por exemplo, as fracbes 1/2, 2/4 e 3/6 representam o mesmo ndmero racio-
nal. A definicdo de igualdade de vetores tambem € analoga a igualdade de numeros racionais. Dois
nameros racionais a /b e ¢/d s3o iguais, quando ad = bc. Dizemos que dois vetores sdo iguais se
eles possuem o mesmo comprimento, a mesma direcdo e o mesmo sentido.

MNa Figura 3.1 temos 4 segmentos orientados, com origens em pontos diferentes, que representam
0 mesmo vetor, ou seja, sd40 considerados como vetores iguais, pois possuem a mesma direcdo,
mesmo sentido e 0 mesmo comprimento.

Se o ponto inicial de um representante de um vetor 1 € A e o ponto final € 5, entao escrevemos

. AB B
V =AB

3.1 Soma de Vetores e Multiplicﬁgﬁo por Escalar

Asoma, V" + W, de dois vetores V' e I & determinada da seguinte forma:
« tome um segmento orientado que representa |,

« tome um segmento ocrientado que representa 1V, com origem na extremidade de V',

e ovetor V' + W é representado pelo segmenio orientado que vai da origem de V' até a extremi-
dade de W

Da Figura 3.2, deduzimos gue a soma de vetores € comutativa, ou seja,

VaiW=W4+V (3.1)



Fgua32 VW =W4+V Figua3d V+(W+U) =(V+W)+ U



para quaisquer vetores V" e W, Observamos também que a soma V" + W esta na diagonal do
paralelogramo determinado por V' e W, quando estio representados com a mesma origem.
Da Figura 3.3, deduzimos gue a soma de vetores € associativa, ou seja,

VW LUy = (VW)L T, (3.2)

para quaisquer vetores V', W e [/
O vetor que tem a sua origem coincidindo com a sua exfremidade & chamado vetor nulo e denoc-
tado por 0. Segue entdo, que
V+0=0+V =V, (3.3)
para todo vetor 1.
Para qualquer vetor 7, o simétrico de V', denotado por —V, € o vetor que tem mesmo compri-
mento, mesma direcdo e sentido contrario ao de V. Segue entdo, gue

V4 {(—=¥V)=8. (3.4)
Definimos a diferenca 11" menos V', por
W-V=W4+(-V).
Segue desta definicdo, de (3.1), (3.2), (3.4) e de (3.3) que
WH+(V-W)=(V-W)4+W=V4(-W+W)=V4+0=V.

Assim, a diferenca V" — W € um vetor gue somado a W da V', portanio ele vai da extremidade de W
até a extremidade de 1', desde que V' e W estejam representados por segmentos orientados com a
mesma origem.

A multiplicagdo de um vetor | por um escalar o, o |, & determinada pelo vetor que possui as
seguintes caracteristicas:



(a) éovetornulo, sea =0oul =10,
(b) caso contrario,

I. tem comprimento |«| vezes o comprimento de V,
ii. adirecdo & a mesma de |7 (neste caso, dizemos que eles sdo paralelos),

jii. temo mesmo sentidode V", sea > 0e
tem o sentido contrarioao de V', se a < 0.

As propriedades da multiplicacdo por escalar serdo apresentadas mais a frente. Se W = a V,
dizemos que 11" & um maltiplo escalar de V. E facil ver que dois vetores ndo nulos sdo paralelos
(ou colineares) se, e somente se, um € um maitiplo escalar do outro.

As operagtes com vetores podem ser definidas utilizando um sistema de coordenadas retangu-
lares ou cartesianas. Em primeiro lugar, vamos considerar os vetores no plano.

Seja | um vetor no plano. Definimos as componentes de V' como sendo as coordenadas (v, vz )
do ponto final do representante de 1" que tem ponto inicial na origem. Vamos identificar o vetor com
as suas componentes e vamos escrever simplesmente

V = (1, L-’:]-

Assim, as coordenadas de um ponio P sdo iguais as componentes do vetor O F, que vai da
origem do sistema de coordenadas ao ponto . Em particular, o vetor nulg, 0 = (0,0). Em termos
das componentes, podemos realizar faciimente as operacfies: soma de vetores e multiplicacdo de
vetor por escalar.
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Figura 3.4: A diferenca V" — W
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Figura 3.5. Multiplicacdo de vetor por escalar



V = [y, ) P={x¥
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Figura 3.6: As componentes do vetor 1 no Figura 3.7: As coordenadas de F sdo

plana iguais as componentes de OF



e Como ilustrado na Figura 3.8, a soma de dois vetores V" = (v, 1) e W = (wy, us) € dada por

V4+ W= +uy,m+ 1!1'2::'1|

e Como ilustrade na Figura 3.9, a multiplicagdo de um vetor V' = (v, 1) por um escalar o &
dada por
oV =(aw,aw)

Definimos as componentes de um vetor no espago de forma analoga a que fizemos com vetores
no plano. Vamos inicialmente introduzir um sistema de coordenadas retangulares no espago. Para
isto, escolhemos um ponto como origem ) e como eixos coordenados, trés retas orientadas (com
sentido de percurso definido), passando pela origem, perpendiculares entre si, sendo uma delas
vertical orientada para cima. Estes serao os eixos r.y e z. O eXxo z € 0 eixo vertical. Os eixos r
€ i 540 horizontais e satisfazem a seguinte propriedade. Suponha que giramos 0 eixo r pelo menor
dangulo até que coincida com 0 eixo y. Se 05 dedos da mdo direita apontam na direcdo do semi-
eixo r positivo de forma que o semi-eixo y positivo esteja do lado da palma da mdo, entdo o polegar
aponta no senfido do semi-eixo = positivo. Cada par de eixos determina um plano chamado de plano
coordenado. Portanto os trés planos coordenados sdo. Ty, yz € 2.

A cada ponto F no espaco associamos um temo de nameros (. y. ), chamado de coordenadas
do ponto I como segue.

e Trace uma reta paralela ao eixo z, passando por P,

e A intersecdo da reta paralela ao eixo z, passando por P, com o plano ry € o ponto P'. As
coordenadas de F', («, i), no sistema de coordenadas ry sdo as duas primeiras coordenadas
de P.
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Figura 3.8: A soma de dois vetores no Figura 3.9: A multiplicacdo de vetor por es-
plano calar no plano



» A terceira coordenada é igual ao comprimento do segmento PP, se P estiver acima do plano
Yy € ao comprimento do segmento PP’ com o sinal negativo, se [ estiver abaixo do plano ry.

As coordenadas de um ponto P sdo determinadas também da maneira dada a sequir.

e Passe trés planos por F paralelos aos planos coordenados.

» Aintersecdo do plano paralelo ao plano ry, passando por /7, com o eixo = defermina a coorde-
nada z.

» Aintersecdo do plano paralelo ao plano zz, passando por P, com o eixo y defermina a coorde-
nada y

+ Aintersecdo do plano paralelo ao plano iz, passando por I, com o eixo r determina a coorde-
nada 1.

Agora, estamos prontos para utilizarmos um sistema de coordenadas cartesianas tambem nas
operaces de vetores no espaco. Seja V' um vetor no espago. Como no caso de vetores do plano,
definimos as componentes de V' como sendo as coordenadas (vy. vs, vs) do ponto final do repre-
sentante de V' que tem ponto inicial na origem. També&m vamos identificar o vetor com as suas
componentes e vamos escrever simplesmente

V= (T, B, Ug]-

Assim, as coordenadas de um ponto F sdo iguais as componentes do vetor OF que vai da
origem do sistema de coordenadas ao ponto . Em particular, o vetor nulo, 0 = (0, 0, 0). Assim como
fizemos para vetores no plano, para vetores no espaco a soma de vetores e a multiplicacao de vetor
por escalar podem ser realizadas em fermos das componentes.



e SelV = (v.m. v)eW = (wy, we, wy), entdo a adicdo de V' com W é dada por

V+ W = (v +wy, v+ 1w, vg + ws);

e Sel = (v, . 1vy) e a éumescalar, entdo a multiplicacdo de V' por o € dada por

ol = {{1 Ty, O Do, O 1'.-‘:;}.[

Exemplo 3.1. SeV =(1,-2.3), W = (2.4, —1), entdo

V+W=(1+2-2+4,3+(=1))=(3,2,2), 3V=(3+1,3(—2),3+3) =(3,—6,9).

Quando um vetor 17 esta representado por um segmento orientado com ponto inicial fora da origem
(Figura 3.13), digamosem F = (r;.y;, 2, ), epontofinalem () = (xs, ¥o. 2o ). €Ntd0 as componentes
do vetor | sdo dadas por

o =E?=E? =~ 4‘_?_,i5= (T2 — T1, Y2 — th, 22 —=1).

Porianto, as componentes de |7 sdo obtidas subiraindo-se as coordenadas do ponto () (extremi-
dade) das do ponto F (origem). O mesmo se aplica a vetores no plano.



Exemple 3.2. As componentes do vetor 1 que tem um representante com ponto inicial P =
(5/2,1,2) e ponto final () = (0,5/2,5/2) sdo dadas por

V =PQ=(0—5/2,5/2 —1,5/2 — 2) = (—5/2,3/2,1/2).

Observagdo. O vetor & “livie”, ele ndo tem posicdo fixa, a0 contrario do ponio e do segmento orien-
tado. Por exemplo, o vetor V' = (—5/2.3/2,1/2), no exemplo acima, estava representado por um
segmento orientado com a origem no ponto P = (5,2, 1. 2). Mas, poderia ser representado por um
segmento orientado cujo ponto inicial poderia estar em qualquer outro ponto.

Um vetor no espaco V' = (v, v5, vy) pode também ser escrito na notagdo matricial como uma
matriz linha ou como uma matriz coluna:

'
V=11 ou V= [ v ta Wy .
s

Estas notacOes podem ser justificadas pelo fato de que as operacbes matriciais

iy iy I -+ UM ' rey
ViW=|lm|+|luwm|=]|mtw |, aV=a|w|=]|an
Us iy iz 4+ s 1y il

ou

V4+W= [ iy Uy Uy ] + [ T T T ] = [ Uy Uy Uy Vg4 iy ] ;



=r1[ 1 U V3 | = | av; Oy oy ]

F

-

al/
produzem os masmos resultados que as operacoes vetoriais

Ve W =, ve,va) + (Wi, we,wg) = (11 + wn, va + wa., Ug + W3],

aV = a(v. v, va) = (avy, av,, avg).

O mesmo vale, naturalmente, para vetores no plano.

No teorema seguinte enunciamos as propriedades mais importantes da soma de vetores e
multiplicagéo de vetores por escalar.

Teorema 3.1. Sgjam . V" e 1" vetores e o & 3 escalares. Sdo validas as seqguintes propriedades:

(a) U+V=V+U: (e) aBU) = (aB)U;

(B) (U+V)+W =U + (V+W); () alll + V) =all +aV;
(e) U+0=U; (@) (a+ 3\ =all + 8U;
(d) U+ (=U)=1; th) 17 =17,

Demonstragdo. Segue diretamente das propriedades da digebra matricial



Exemplo 3.3. Seja um triangulo ABC e sejam A e V os pontos médios de AC e BC, respectiva-
mente. Vamos provar que MV é paralelo a A B e tem comprimento igual a metade do comprimento
de AB.

Devemas provar que



A

Agora, a partir da figura acima temos que

. 3 B

MN=MC + CN .



Como M é ponto médio de AC e NV é ponto médio de BC', entdo

Logo,

—_

Exemplo 3.4. Dados quatrn pnntc:s A, B, C e X tais que - 1}{_ A AB, vamos EscrEver{"‘i como

combinagdo linear de (' 1e C'B isto &, como uma soma de multiplos escalaresde (' e CB

—_— _— —

Como AX = A _fLE. entdo os vetores AX e A sdo paralelos e portanto o ponto X s0 pode estar
na reta definida por A e B. Vamos desenhd-lo entre 4 e B, mas isto ndo vai representar nenhuma

restrigao.

O vetor que vai de (' para X, pode ser escrito como uma soma de um vetor que val de ' para A

com um vetor que vai de A para X,



Agnra i:mr hmt':tese 11 A 1;'3 0 que wnpln:a que € {"l F A 4LA iB.
Mas, AB= E’:B L"l i}nrtantc:('"fi C1+A{FB f"i* Logo,

CX=(1—X) CA+ACB.



Observe que;

Se A = (), entao CT}LL_ =§1.

Se A =1, entdo Cat:{ﬂ_ﬁ

—_— —_—

CAd+=CB.

_— _—

Se A = 1/3, entdo CX= 2CA+: OB

s Se A=1/2 entao T X=

b3 ==
(%] =

L
o | =

Exemplo 3.5. Vamos mostrar, usando vetores, que o ponto médio de um segmento que une os pontos
A=(zn,21)e B = (T2 2) &

T1+Tz Y+ 21 +.22
M= : : .
( 2 2 - 2 )

— —

O ponto M é o ponto médio de AB se, e somente se, AN = 5 AEB. Entado, aplicando o exemplo

—_— _— —_

anterior (com o ponto ' sendo a origem (J), OM= % A +5 (JB. Como as coordenadas de
um ponto s3o0 iguais as componentes do vetor que vai da origem até aquele ponto, segue-se que
—

OM= %l.rl'l-.!;':- )+ %[Tz: Yo, 22} €

I1+%s =+l 2 T+2
M= : y .
( 2 g T g )




3.1.2 Norma e Produto Escalar

J& vimos que o comprimento de um vetor V é definido como sendo o comprimento
de qualquer um dos segmentos orientados que o representam. O comprimento do
vetor V também é chamado de norma de V e é denotado(a) por | V| . Segue do
Teorema de Pitdgoras que a norma de um vetor é dada por

Vil = ,lllf,.":lv‘]’? + v3,

no caso em que V = (1,72 ) é um vetor no plano, e por

VI = /vt +03+3




no caso em que V = (v, v, v3) € um vetor no espago

Um vetor de norma igual a 1 é chamado vetor unitério.

A distdncia entre dois pontos P = (x1,11,21) e Q = (x2,12,22) é igual a norma do

_

vetor PQ

PQ:DQ — OP= (x2 — x1,Y2 — ¥1,22 — 1),

entdo a distdncia de P a Q é dada por

dist(P,Q) = || PQ || = Vs — a2+ (2 — )2 + (2 — 21 -

Analogamente, a distincia entre dois pontos P = (x1,y1) e Q = (x2,y2) no plano é

—

igual &2 norma do vetor PQ, que é dada por

dist(P,Q) = || PQ || = (x2 =512+ (2 — y1)°.




Exemplo 3.6. Anormadovetor V =(1,-2,3)é

V]| = fflz + (=22 +32 =14,

A distdncia entre os pontos P = (2,-3,1)e Q = (—1,4,5) é

dist(P, Q) = || PQ || = ||(~=1—2,4—(=3),5-1)|| = ||(=3,7,4)|| = ,F;".:_glz”sz _ /7

[

X Y

Figura 3.13: V =PQ=0Q — OP



L Vo= (0,1, me)

ey
1.\\'\\
Uy | : 1
: g
P g 3
............. s .

Figura 3.14: A norma de um vetor V no plano Figura 3.15: A norma de um vetor V no espaco



Se V = (m, 2,03} e & & um escalar, entdo da definicio da multiplicacdo de vetor por

escalar e da norma de um vetor segue-se que

V|| = ||(amy, avy, ama)|| = 4/ [cm 12+ (e )? + (ama)? = ,u.-“n:?[t,rf—i—t,%+

ou seja,

V|| = |a] ||V]]:

Dado um vetor V ndo nulo, o vetor

i

€ um vetor unitario na dire¢io de V, pois por (3.5), temos que

U|~\ V| =1.

||V

Exemplo 3.7. Um vetor unitdrio na direcéo do vetor V = {1, —2,3) é o vetor

1 1\ 1 -2 3
= — ] W= — I11_1f3 o —r
(IIFII) (\314)”' } ':gm WiV e

),

(3.5)



O dngulo entre dois vetores nao nulos, V e W, é definido pelo dngulo 8 determinado

por V e W que satistaz 0 < # < 7, quando eles estao representados com a mesma
origem.

Quando o dngulo # entre dois vetores V e W & reto (# = 907, ou um deles & o vetor
nulo, dizemos que os vetores V' e W sdo ortogonais ou perpendiculares entre si.

Vamos definir, agora, um produto entre dois vetores, cujo resultado é um escalar.
Por isso ele & chamado produto escalar. Este produto tem aplicagio, por exemplo,
em Fisica: o trabalho realizado por uma forga € o produto escalar do vetor forga pelo
vetor deslocamento, quando a forga aplicada & constante.



Definigio 3.1. O produto escalar ou interno de dois vetores V' e W é definido por

V. W= 0, se V ou W é o vetor nulo,
1 IV IW]| cos@, caso contrdrio,

em gque § é 0 dngulo entre eles.

Quando os vetores sio dados em termos das suas componentes nio sabemos diretamente o dngulo entre eles.
Por isso, precisamos de uma forma de calcular o produto escalar que nio necessite do &ngulo entre os vetores.

Se V e W s&o dois vetores nao nulos e # € o dngulo entre eles, entdo pela lei dos cossenos,
— W2 =||V|[E+||WIE-211V||||W]|| cos8.

Assim,
V W= ||V]|| Wllcmﬁ‘w-( VIR +||W|2= ||V —-W |2). (3.6)

J& temos entdo uma férmula para calcular o produto escalar que nao depende diretamente do dngulo entre
eles, Substituindo-se as coordenadas dos vetores em (3.6) obtemos uma expressao mais simples para o cdlculo
do praduto interno.

Por exemplo, se V= {0y, 02,113) e w = {1y, e, w3 ) sd0 vetores no espago, entdo substituindo-se
V2= +od+ovd ||WP=wl+uwd+ude||V—W2= (0 —w)®+(v2— w2}’ + (23— w3)? em (3.6) os

termos t'j: e Ll.;':-l sdo cancelados e ul::utemns

V- W =g + tatty + 3t



i W W
= =

Figura 3.16: _'a"hmguln entre dois vetores, agudo (& esquerda) e obtuso (a direita)

Figura 3.17: Tnangulo formado por representantesde V, We V - W, A esguerda o ingulu entre Ve W é agud-:l
& 3 direita & obtuso.



Teorema 3.2. O produto escalar ou interno, V - W, entre dois vefores ¢ dado por
VW = vy + vaiva,
s Vo= (1, 10) e W = (uy, wo) siio vetores no plano e por
V-W = i + thive + tatig,

se V= (v,10,03) e W = (wy, s, w5) sdo vefores no espago.

Exemplo 3.8, Sejam V = (0,1,0) e W = (2,2,3). O produto escalar de V por W &
dado por
V- W=muny +thtp +tqits=0-2+-1-24+0:-3=2.

Podemos usar o Teorema 3.2 para determinar o &ngulo entre dois vetores ndo nulos,
Ve W. O cosseno do dngulo entre V e W &, entio, dado por

VoW

coshf = —m—
[| V1] || W]

Se V e W sdo vetores nio nulos e £ é o dngulo entre eles, entdo

(2) #éagudo (0 <8 < 90% se, e somentese, V- W >0,



(b} féreto (8 =97 se, esomentese, V- W=0e
{c) £ éobtuso (9° < 7 < 180°) se, e somente se, V- W < 0,

Exemplo 3.9. Vamos determinar o &ngulo entre uma diagonal de um cubo e uma de
suas arestas. Sejam V; = (1,0,0), V2 = (0,1,0) e V53 = (0,0,1) (Figura 3.18), Uma
diagonal do cubo & representada pelo vetor D dado por

D=V, +W+V=(111),
Entio o dngulo entre D e Vy satisfaz
0V 11+01+01 1

cosf = — = : - =
olivill - (VE+ P12 (VIE+ 0P+ 07) V3

oOu s€ja,

g
8 = arccos| — | = 547,
V'3



[0,0,1)

1,1,1)

(1,00} i
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A T (0,1,0)

Y

Figura 3.18: Angulo entre a diagonal de um cubo e uma de suas arestas



