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2.2 Determinantes

Vamos inicialmente definir o determinante de matrizes 1 x 1. Para cada matriz
A = !Lct: definimos o determinante de A, indicado por det(A ), por det{4) =
Vamos, agora, definir o determinante de matrizes 2 x 2 e a partir dai definir para
matrizes de ordem maior. A cada matriz A, 2 x 2, associamos um niimero real, de-
nominado determinante de A, por:

111
det{ A) = det [ : e | = s e iyl .
[ A ) a5 g ] 1132 — @y2i37

Para definir o determinante de matrizes quadradas maiores, precisamos definir o
que sdo 0s menores de uma matriz. Dada uma matriz A = (a;; )y« © menor do ele-
mento iy, denotado por A, éasubmatriz (n—1) % (n—1) 1:|E A obtida eliminando-
se a I-ésima linha e a |- ésima coluna de A, que tem o seguinte aspecto:

211 e v Hlx

a1l e @nn
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Exemplo 2.8. Fara uma matriz A = (4 J3x3,

iy @z A13
f':u— gl [ 5
= | for—iter—das— | =
@31  d32
31 a3z ds33

Agora, vamos definir os cofatores de uma matriz quadrada A = (4; }ax3. O cofator do elemento a5, denotado
por i, & definido por
= (—1)"Tdet(A;),

ou seja, o cofator 4;;, do elemento a;; & igual a mais ou menos o determinante do menor ﬁ;‘j, sendo 0 mais e o
menos determinados pela seguinte disposicio:

Exemplo 2.9, Para uma matriz A = l'ﬂ:',i jEWEY

d11 412 5!13
- 2+3 pE g3y a9
iy =(—1)""det{An) = —det | sm—as—dsa— | = —det = dapdyz — dnda
131 {132

-

31 A3z d13

Vamos, agora, definir o determinante de uma matriz 3 x 3. Se

|ﬁ11 @12 g3 |

A= dn  dx ap ’

d31 a3z 33
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entdo, o determinante de A é igual 2 soma dos produtos dos elementos da 1% linha
pelos seus cofatores,

det{A) = apfy +apds +aad;
[ @ a [ay a [ Gay 8 |
= in det o 3 —i?lz'l:l.Eti 2 23 +|!'|!13-I:|Et H e
d3p 433 | A3y da3 | fi3 A3z

= @11ld23033 — @324723) — d12(dna33 — @183 ) + Azlanan — azlazn ).

Da mesma forma que a partir do determinante de matrizes 2 x 2, definimos o deter-
minante de matrizes 3 x 3, podemos definir o determinante de matrizes quadradas
de ordem maior. Supondo que sabemos como calcular o determinante de matrizes
im—1) % (n—1) vamos definir o0 determinante de matrizes n x n.

Vamos definir, agora, os cofatores de uma matriz quadrada A = (aj; luxx- O cofator
do elemento a5, denotado por a;;, € definido por

3; = (—1)" det( 4;),

ou seja, o cofator &;, do elemento g;; € igual a mais ou menos o determinante do
menor A;;, sendo 0 mais e 0 menos determinados pela seguinte disposicao:
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Definicdo 2.2, Seja A = (#jj )uxn. O determinante de A, denotado por det( A}, é definido por
dET{ﬂ] = {11811 + d12812 + .. .+ Apdiy = E- ﬂl_fﬁ;_f, (2.7)
=1

em que d;; = (—1)}7 d:—:t{ﬁ”fl é o cofator do elemento a;;. A expressdo (2.8) é chamada desenvolvimento em
cofatores do determinante de A em termos da 12 linha,

2.21 Propriedades do Determinante

Vamos provar uma pmp:n'edade imp{:nrta.nte do determinante. Para isso vamos es-
crever a matriz A = (4, Jy xn €M termos das suas linhas

-'qi'l

e

emque A; éalinha { da matriz 4, ouseja, A; = [a;1 49 ... 49;, |. Sealinha A; & escrita
na forma A; = aX + BY, em que X e Y sdo matrizes linha 1 x n, entio o determinante
pode ser decomposto como mostra o resultado seguinte.
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Teorema 2.10. Sefa A = (a;; uxn escrita em termos das suas linhas, denotadas por A;, ou seja, A; = lagag.. .45
Separaalgumk, a linha Ay = aX + Y, emque X = [x1... % |, Y = [y ... yn | e a € B sfo escalares, entdo:

det | aX+BY | = adet

Agui, Ay = aX + Y = [ax1 — By ... &Xe = B

Ay

+ fdet

Al
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2.1.3 Metodo para Inversao de Matrizes

O exemplo seguinte mostra, para matrizes 2 x 2, nao somente uma forma de descobrir se uma
matriz A tem inversa mas também, como encontrar a inversa, no caso em que ela exista. Ou seja,
escalonamos a matriz [A | [;] e encontramos a sua forma escalonada reduzida [F | 5. Se R = I,
entdo a matriz A & invertivel e a inversa A~! = 5. Caso contrario, a matriz A ndo & invertivel.

=t

Exemplo 2.4. Segja A = [ i 2 ] Devemos procurar uma matriz B = j tal que AE = I,
ou seja, i ‘
ar + bz = i}
cr + dz —
ay + b = 1)
cy =+ dw = 1

Este sistema pode ser desacoplado em dois sistemas independentes que passuem a mesma matriz,
que & a matriz /1. Podemos resolvé-los simultaneamente. Para isto, basta escalonarmos a matriz
aumentada

{ a b:11:07

C rEi[Jfl =[A| L]

=

Os dois sistemas t&m solugdo Unica se, e somente se, a forma escalonada reduzida da matriz [ A | I, ]

. . 1 Bietd
fordaformalz | 5] = xem o
reduzida da matriz A ndo for iqual a [,). Nestecaso, r = s,z = uey=1{ w = 1, ou s8ja, a matriz
5 T ]

u o

(verifique, observando o que acontece se a forma escalonada

A possuird inversa, A1 =B =8 = [

=i



