Capitulo 2

Inversao de Matrizes e Determinantes

2.1 Matriz Inversa

Todo ndmero real a, ndo nulo, possui um inverso (multiplicative), ou seja, existe um numero b, tal
que ab = ba = 1. Este nimero é (nico e o denotamos por a~". Apesar da algebra matricial ser
semelhante & dlgebra dos ndmeros reais, nem todas as matrizes /1 ndo nulas possuem inversa, ou
s@ja, nem sempre axiste uma matriz S talque A B = B A = [, De inicio, para que os produtos AE
e 7/ estejam definidos e sejam iguais & preciso que as matrizes /l e I sejam quadradas. Portanto,
somente as matrizes quadradas podem ter inversa, o que ja diferencia do caso dos nimeros reais,
pois todo nimero ndo nulo tem inverso. Mesmo entre as matrizes quadradas, muitas ndo possuem
Inversa, apesar do conjunto das gue nao tem inversa ser bem menor do gue o conjunto das que tem



Inversao de Matrizes e Determinante
]

Definigdo 2.1. Uma matriz quadrada A = (a;;),.., € invertivel ou ndo singular, se existe uma
matriz B = (bi; )axn tal que
AB=HA==1; (2.1)

em que [, & a matriz identidade. A matriz B & chamada de inversa de . Se .1 ndo tem inversa,
dizemos que A & ndo invertivel ou singular.

Exemple 2.1. Considere as matrizes

-2 1 -1/2 1/6
'*1_{ 0 3] 4 B‘[ 0 1;’3]‘

Amatriz Béainversadamatriz A, pois AB=8BA= 1.

Teorema 2.1. Se uma matriz A\ = (ay; )nxn POSSUl inversa, entdo a inversa é Unica.
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Demonstragdo. Suponhamos que B e (' sejam inversas de A. Entdo, AB =BA =1, = AC =
' A e assim,
B=BI,=B(AC)=(BA)C=1.C=C,

Denotamos a inversa de A, quando ela existe, por AA~'. Devemos chamar atengdo para o fato de
gque o indice superior —1, aqui, ndo significa uma poténcia, tdo pouco uma divisdo. Assim como no
caso da transposta, em que .A* significa a transposta de A, aqui, A~' significa a inversa de A.

2.1.1 Propriedades da Inversa

Teorema 2.2. (a) Se A & invertivel, entdo A~" tambémoée

(A~ b Ay

(b) Se A= (0y)nxn € B = (bi;)nwn S80 matrizes invertiveis, entdo AL é invertivel e

(AB) ' =B'A™";

c) Se A = {ai;)nxn & invertivel, entdo A’ também é invertivel e
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Demonstragdo. Se queremos mostrar que uma matriz & a inversa de uma outra, temos gue mostrar
que os produtos das duas matrizes sdo iguais a matriz identidade.

(a) Uma matriz B é a inversa de A~! se
A'B=BA* =1,,
Mas, como A~! é a inversa de A, entdo
AAT = ATTA=1T,.
Como a inversa é (nica, entdo B = A éainversade A~', ouseja, (A~ = A

(b) Temos que maostrar que a inversa de AB & B~'A~' ou seja, mostrar que os produtos
(AB)(B~'A~') e (B~ A™")(AB) s8o iguais & matriz identidade. Mas, pelas propriedades

(AB)(B'A ) =A(BB VWA = A[LA ' = A4 = [,
(BT'A™ N (AB)=B Y (A'A) B=B"'"I,B=B"'B = I,

(¢} Queremos mostrar que a inversa de /' & (A~!}!. Pela propriedade (o) do Teorema 1.1

AA Y =(A"TAV =1 = I
(A A =1 = [,
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O teorema seguinte, cuja demonstragcao serd omitida no momento (Subsecdo 2.1.2), garante que
basta verificarmos uma das duas igualdades em (2.1) para sabermos se uma matriz & a inversa de
autra.

Teorema 2.3. Segjam A e B malrizesn x n.
(a) Se BA = I, entdo AB = [;
(b) Se AB=1_ entfoBA=1,;

Assim, para verificar gue uma matriz A é invertivel, quando temos uma matriz & que & candidata a
inversa de A, basta fazer um dos produtos A5 ou BA e verificar se um deles é igual a [,,. O préximo
exemplo ilustra este fato,

Exemplo 2.2. Seja A = (ai;)nxn Uma matriz tal que A* = 0 (A pode ndo ser a matriz nulal). Vamos
mostrarque ainversade I, — A & [, = A+ A% Para provar isto, devemos multiplicar a matriz I, — -4,
pela matriz que possivelmente seja a inversa dela, aqui I + A + A?, e verificar se o produto das duas
& igual a matriz identidade /,,.

(L= AN+ A+ AN = L(la+ A+ A = A(Li+ A+ A =i+ A+ AP —A-A"- A =1,
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2.1.3 Metodo para Inversao de Matrizes

O exemplo seguinte mostra, para matrizes 2 x 2, nao somente uma forma de descobrir se uma
matriz A tem inversa mas também, como encontrar a inversa, no caso em que ela exista. Ou seja,
escalonamos a matriz [A | [;] e encontramos a sua forma escalonada reduzida [F | 5. Se R = I,
entdo a matriz A & invertivel e a inversa A~! = 5. Caso contrario, a matriz A ndo & invertivel.

=t

Exemplo 2.4. Segja A = [ i 2 ] Devemos procurar uma matriz B = j tal que AE = I,
ou seja, i ‘
ar + bz = i}
cr + dz —
ay + b = 1)
cy =+ dw = 1

Este sistema pode ser desacoplado em dois sistemas independentes que passuem a mesma matriz,
que & a matriz /1. Podemos resolvé-los simultaneamente. Para isto, basta escalonarmos a matriz
aumentada

{ a b:11:07

C rEi[Jfl =[A| L]

=

Os dois sistemas t&m solugdo Unica se, e somente se, a forma escalonada reduzida da matriz [ A | I, ]

. . 1 Bietd
fordaformalz | 5] = xem o
reduzida da matriz A ndo for iqual a [,). Nestecaso, r = s,z = uey=1{ w = 1, ou s8ja, a matriz
5 T ]

u o

(verifique, observando o que acontece se a forma escalonada

A possuird inversa, A1 =B =8 = [

=i
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Para os leitores da Subsecdo 2.1.2 o proximo teorema & uma simples conseqiéncia do Tecrema
2.5 . Entretanto a demonstracdo que daremos a sequir fornece um meétodo para encontrar
a inversa de uma matriz, se ela existir.

Teorema 2.7. Uma matriz A, n = n, é invertivel se, & somente se, A é equivalente por linhas & matriz
identidade [,,.

Demonstragdo. Pelo Teorema 2.3 . para verificarmos se uma matriz A, n x n, & in-
vertivel, basta verificarmos se existe uma matriz I3, tal que

AB=1_. {2.4)

Vamos denotar as colunas de Bpor X, X,..... X, . ouseja, B=[X, ... X[, emque

'Ili_- -Im- -Iln-

me | s | D e |

| e | | ¥z | | Tnn |

e as colunas da matriz identidade [, por E|. E,,....E, ouseja, [, =[E, ... E ], emque
i il ] QT
{ 1 i

E, = : y Eg = : y vaey By =

() 1) 1
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Assim a equacao (2.4) pode ser escrita como
A [ o] = ARG o AXG ] = By Jui By

pois a j-ésima coluna do produto AL é igual a A vezes a j-ésima coluna da matriz B
Analisando coluna a coluna a equacdo anterior vemos que encontrar & & equivalente
a resolver n sistemas lineares
AX;=FE; paraj=1...;mn.

Cada um dos sistemas pode ser resolvido usando o método de Gauss-Jordan. Para isso, formariamos
as matrizes aumentadas (A | E,]. [A | Ezl.....[A | E,|. Entretanto, come as matrizes dos sistemas
sa0 todas iguais & A, podemos resolver todos os sistemas simultaneamente formando a matriz n x 2n

[A| E By.. . E,]=[A|L]

Transformando [ A | [, na sua forma escalonada reduzida, gue vamos denotar por [ R | 5], vamos
chegar a duas situacies possiveis: ou a matriz /' é a matriz identidade, ou ndo &,

e Se R = [,, entdo a forma escalonada reduzida da matriz [A | I, édaforma [, | §]. Se
escrevemos a matriz 5 em termos das suas colunas § = [ 5, 5: ... 5, |, entdo as solucdes dos
sistemas AN, = F, 880 X, = 5;eassim B = 5étalque A B = [, e palo Teorema 2.3

A & invertivel.

e Se K = [, entdo a matriz A1 ndo & equivalente por linhas a matriz identidade /.. Entdo, pela
Proposicao 1.5 a matriz f tem uma linha nula. O que implica que cada um dos
sistemas A X; = E; ou nao tem solugdo dnica ou ndo tem solugao. Isto implica que a matriz
A ndo tem inversa, pois as colunas da (Unica) inversa seriam X, paraj=1,...n.
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Demonstragdo. (a) Se a matriz A & invertivel, entdo multiplicando A X = B por A~! 4 esquerda
em ambos os membros obtemos

AHAX) = ATB
(A-14A)X = A°'B
LX = AR
X = A'B.
Aqui foram usadas as propriedades (h) e (i) do Teorema 1.1 . Portanto, X = A—'B

@ a Unica solugdo do sistema A X = B. Por outro lado, se o sistema A X = B possui solugdo
Unica, entdo a forma escalonada reduzida da matriz aumentada do sistema [A | B é da forma
R | S, emque R = [,,. Pois a matriz A & quadrada e caso F fosse diferente da identidade

possuiria uma linha de zeros (Proposicdo 1.5 ) & que levaria a que o sistema
AX = F ou ndo tivesse solugdo ou tivesse infinitas solugdes. Logo, a matriz /A é equivalente
por linhas & matriz identidade o que pelo Teorema 2.7 implica que A & invertivel.

(b} Todo sistema homogéneo possui pelo menos a solugdo trivial. Pelo item anterior, esta sera a
linica solucdo se, e somente se, A é invertivel, fili



