Uso de Derivadas Parciais em Termodinidmica Quimica

Estas anotagdes tem como objetivo ilustrar o uso de derivadas parciais e de diferenciais em
aspectos relacionados com a disciplina QFL-2441. Esta discussdo ndo pretende ser rigorosa do
ponto de vista matematico, e serve apenas como uma aplicagao pragmatica.

Vamos considerar como ponto de partida a equacao de estado para gases ideais,
PV =nRT, ou (1)
PV, =RT (onde V, = V/n) 2)

A partir destas equagdes, ¢ possivel dizer de que qualquer uma das variaveis depende das
outras duas, e poderiamos escrever cada varidvel como sendo uma funcao de duas variaveis. Por
exemplo,

P=P(Vm, T) = (RT/Vyy) 3)
Vi = Vin(P, T) = (RT/P) (4)
T=T(Vm, P) = (PVW/R) (5)

O uso de calculo diferencial permite saber a maneira como uma variavel dependente, p. ex.
P na equagdo (3), varia quando as varidveis independentes (T e Vi, na equacdo 3) sdo alteradas.

Uma derivada parcial representa a taxa de mudanca de uma fungdo, dependente de varias
variaveis independentes, quando todas as varidveis exceto uma sdo mantidas constantes. Por
exemplo, a mudanca da pressdo de um gas com a temperatura mantendo o volume molar constante
(por exemplo no pneu de um carro) pode ser representado por,
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De maneira andloga, podemos representar a variagdo da pressdo com o volume molar mantendo a
temperatura constante através da equagdo (7),
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Derivadas parciais também podem ser calculadas usando equagdo (5), onde V,, ¢ agora a
variavel dependente e P ¢ T as variaveis independentes, ou equacdo (6), onde T ¢ a variavel
dependente e P e V,, as varidveis independentes.

Voltando a equagdo (6), podemos agora integrar esta expressao para calcular a mudanga na
pressdo com uma variacdo infinitesimal do volume molar a temperatura constante.

P RT
A temperatura constante dP = (6_] av, =- — dVp, (8)
0 mJ/T Vm

Em muitas situacdes em termodinamica, e em aplicacdes termodindmicas, ¢ importante
conhecer o valor numérico da derivada e nao apenas a formula analitica!!! Podemos ilustrar isto
para um caso especifico: um gés ideal a P =1 atm ¢ T = 300 K. Conforme a equacdo dos gases
ideais, Vi, = 24,6 dm’® para estas condi¢des de temperatura e pressdo. Assim, substituindo na
equacdo 8, podemos obter o valor numérico de (0P/0Vn)s0k para as condi¢des especificadas.

(OP/0Vm)s00k = - [0,082x300/(24,6)*] = - 4,110 atm mol dm™

Como usar a equacgdo (8), e o resultado numérico obtido no paragrafo anterior? Dois casos
separados podem ser ilustrados:



(a) Para uma mudanca pequena de volume, AVy = Vinal = Vinicial € AV << Vy,, a expressao
diferencial (8) pode ser aproximada como sendo

dP = AP ~ -(RT/V,)AVy, = - 0,041 atm mol dm™ AV,

Por exemplo, uma mudanga de AV,, = 0,1 dm’ (muito menor do que V,, = 24,6 dm3), a mudanca de
pressdo do gas seria,

AP =-0,0041 atm
Isto significa de que a pressdo final apos esta mudanga (quase infinitesimal de V), seria
AP = Pfinal - Piniciat = -0,0041 atm
Como Pjyicial = 1 atm,
Pfinal = 0,9959 atm.

(b) Quando a mudanca de volume ndo obedece a relagdo acima (AVy = Viinal = Vinicial € AV << V),
torna-se necessario proceder a uma integracao formal da equacdo. Vamos considerar a situa¢ao
onde Vina = 30, 6 dm® ou AV, = 6 dm’. Para este caso, os dois lados da equacado (8) devem ser
integrados,

P( final) 30,6

RT
dP= [ ——=dv,
latm 24,6 Vm

1 1
P, — 1(atm) = 0,082 x 300 x (30 6 6)

Pfinat = 0,804 atm

Mudanca simultianea das duas varidveis

Um exemplo importante do uso de derivadas parciais se refere ao caso em que pretende-se
calcular a variacdo de uma variavel dependente (p. ex. P nas equacdo do gés ideal) quando as
variaveis independentes (Vi, € T no caso em questdo) mudam simultaneamente.

Em termos matematicos, a variacdo infinitesimal de P é representada pela expressao,
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Na equagdo (9), V se refere ao volume molar (Vy), ¢ o valor das derivadas parciais ¢ valido
pressupondo que o sistema em questao se comporta como um gas ideal.

Vamos considerar novamente dois casos distintos:

(a) Variacao pequena de T e V, ou seja (AT = T¢ - Tj) << Tj, e (AV = V¢ - V;j) << V. Neste caso,
considerando o gés inicialmente a uma temperatura de 300 K e Vi, = 24,6 dm’,
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(b) O segundo caso ¢ quando estas variagdes em T e V;, ndo sdo pequenas, ¢ a mudanga de pressao
ndo pode ser simplesmente calculada conforme feito acima. Isto se deve ao fato de que a
grandeza Vy, (usada como constante acima e igual a 24,6 dm’ ndo permanece constante durante o
processo).

Existem diversas maneiras de resolver este problema, e podemos ilustrar aqui um deles.
Vamos idealizar de que a variagdo do sistema de Pinicial, Vinicial, Linicial Para Pfinal, Vinal, 1final POSSa
ser realizada em duas etapas: (i) primeiro, uma mudanga de Vipicia para Vinag mantendo a



temperatura Tipiciai constante; e (ii) segundo, uma mudanga de Tinicias para Tpna mantendo Vipa
constante. A mudanca de pressao resultante destas duas etapas pode ser calculada facilmente
usando os conceitos ilustrados acima,
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Nesta expressao, P; € a pressdo apds a mudanga de volume a temperatura constante.

(i1) A segunda etapa pode ser calculada usando a varia¢ao de P com T a volume constante, (equagao
6)
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Somando etapas (i) e (ii), obtemos
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(Este resultado poderia ser previsto usando simplesmente a lei dos gases ideais).

Um procedimento alternativo poderia ser usado: (i) calcular primeiro a mudanga de pressao
resultante de uma mudanca de temperatura de Tipicial para Teina mantendo Vipicial COnstante, e a seguir
(i1) calcular a variacdo de pressdo decorrente da mudanca de volume de Vipicial para Viina mantendo
a temperatura Trna constante. O procedimento ¢ semelhante aquele utilizado acima, e o resultado
exatamente igual, ou seja

RT
P, —P .= fin_ Mini

fin Cini v

fin ini

Este resultado ilustra uma fungao P (pressao) cujo calculo independe do caminho escolhido
para realizar o processo, e depende apenas do estado final e do estado inicial. Em outras palavras, o
valor final de P, Pfinq, ira depender exclusivamente de Tfiner © Vina mas ndo depende da maneira
como o processo ¢ realizado (p. ex., primeiro uma variagdo de volume, e depois uma variagao de
temperatura, ou vice-versa, ou uma variagdo simultdnea das duas variaveis). Fungdes
termodinamicas que obedecem este critério sdo denominadas de funcdes de estado.

Em termos matematicos, uma fun¢do de estado corresponde a uma fung¢do cuja diferencial &
exata. Uma diferencial exata em matematica tem a seguinte propriedade (usando a equacdo 9 como

exemplo)
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Utilizando a equacao de estado para um gés ideal (apenas como exemplo) ¢ facil comprovar
a equagdo (10). E importante destacar de que ndo todas as grandezas sdo necessariamente
diferenciais exatas, e na discussdo da la. lei da termodinamica serd possivel verificar de que o

trabalho realizado e o calor trocado entre o sistema e a vizinhanga ndo sdo diferenciais exatas ja que
a quantidade de trabalho e de calor depende do caminho escolhido para realizar o processo.

Um exemplo banal de uma diferencial exata e inexata pode ser ilustrado pela seguinte
situacdo: numa viagem de Sao Paulo a Santos a mudancga de energia potencial ¢ sempre a mesma (€
dado pela diferenca de altura com relag@o ao nivel do mar) mas o consumo de gasolina ira depender
do caminho escolhido ou do transito. Assim, neste exemplo a energia potencial ¢ uma diferencial
exata ou uma funcdo de estado, mas o consumo de gasolina e o trabalho mecanico realizado pelo
carro dependem do caminho escolhido!!



