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3. ESTABILIDADE DE BARRAS SOB COMPRESSAO

Elementos estruturais esbeltos submetidos a
compressao podem apresentar deflexao lateral
se a carga aplicada for suficientemente alta.
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Introducao a Teoria da Flambagem:

* Formas de equilibrio

®
>

°* Barrasujeita a compressao

Equilibrio - Seccionar num ponto
arbitrario: M = —Py

Equacéao da Linha Elastica:

d2y_ M
dx2 El
Definimos uma variavel .
P _ 2
_=a
El
Equacéo da Elastica fica da forma:
g2
—;/+a2y=0
dx

(equacéo diferencial linear de 22
ordem coef. constantes)
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* Solucéo Geral da Equacao: y= Acosax+ Bsinax
* Condi¢Oes de Contorno:

1) x=0->y=0

2) X=L-o>y=0

— Determinacao das Constantes:

1) A=0
2) BsinalL=0 = sinalL=0 il
n=Z n=
v’ Determinamos « nm s o 7
a=—
L
v’ Voltando & definigéo de e P nx
El L
v Infinidade de valores da carga critica: 2
n°1E 2
P= >N
L
v/ Somente o menor P tem significado: 2
z“El
P=
|2
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Barra com Secao Qualquer:

v A flambagem ocorre no eixo de menor momento de inércia

_ ﬂ'zElmin
= L2

Efeito das Condicdes de Extremidade:

P

v'Definimos o Comprimento Efetivo Le = U L

onde u é o coeficiente de reducéo de
comprimento

Ficamos com:
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Efeito das Condicdes de Extremidade:
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Extremidades Engastada e Articulada:

P CondicOes de Contorno:

wx s (-Ly-o

[x= L, dy/dx = 0]
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Equacao Diferencial:

dy Py +Vx
+ =0
dx2 El
2
dey N Py —VX
dx2 El El
Fazendo: 052 23
, El
2
=Py VX dx2 El
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Para resolver a equacao, combina-se a solucao geral com uma solucgao particular:

yg = Acosax + Bsin ax

Fazendo: Yp=Cx+D

2 — —_—
enizo: 9V =0 a®(Cx+ D)Z—VX —(Cx+ D):_VX
dx? El El
X
De onde se obtém: D=0 C = -V Vo = —VX
; _ . =5

: VX
E ficamos com: y = Acosax + Bsin ax — F
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y = Acosax + Bsin ax—\%

20,19El
Empregando-se as condi¢cdes de contorno, chegamos a: I:Jcr = L2
7°El
Lembrando que para a barra biarticulada haviamos obtido: Pcr = 5
L
20,19El  7°El

Podemos escrever para a barra em questdo: Py = 5

2

De onde finalmente obtemos: Le =0,7L
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Efeito das Condicdes de Extremidade:
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v' Tensao Critica (férmula de Euler): ﬂzEImin
Ocrit= 2 .
(uL)"A

v Definicdo do Raio de Giragcdo minimo:
=

Fmin

v Ainfluéncia dos apoios e dimensfes da barra sera caracterizada pela esbeltez 4.

v Reescrevemos a Tenséo Critica: Oerit =

v' Validade da formula de Euler —» determinada pela equacéao da elastica (tensdes
menores que a tensédo de escoamento em compressao):

72'2E
Ocrit =

2 valido para: 1>

(Obs.: Quando A € pequeno, a barra sofre escoamento antes de flambar)
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Exemplo de Aplicacao:

Na extremidade A da coluna existem duas placas

lisas de cantos arredondados que impedem essa
extremidade de se movimentar em um dos planos
verticais de simetria da coluna, mas nao impedem =
movimentos na direcao do outro plano.

Pede-se: Determinar a relacao a/b entre os lados
da secdao transversal que corresponde a solucao
do projeto mais eficiente para a coluna.
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Exercicio:

Seja uma coluna circular vazada com diametro interno de 20 mm e diametro
externo de 40 mm, com altura de 5 m, com extremidade inferior engastada
e extremidade superior fixada por articulacao. Sabendo que o material tem

modulo de Young E = 200 GPa e limite de escoamento LE = 250 MPa,
pede-se:

a) Calcule a tensao critica de flambagem no regime elastico;

b) Determine a maior altura que esta coluna poderia ter, de modo a nao sofrer
flambagem elastica.

Solucao:
a) O i _ﬂ'Z_E ﬂ:ﬂ—L r _ | min
et A Fmin A
b 2
) 1> |7 E |
O, (validade de formula de Euler)
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Flambagem no Regime Plastico:

‘aér i
Y/HlPCIbOle de Euler

Limite de
,/' proporcionalidade

iari Colunas longas
5 lntermednana_ﬂ__‘ g

‘:-Curta

—p
>

Teoria do modulo tangente para flambagem inelastica
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Exercicio:

Uma estrutura comprimida € fabricada com um tubo de liga de aluminio 2024,
tendo diametro externo de 30 mm, espessura de parede 2,0 mm e
comprimento de 250 mm. As condi¢coes de extremidade reduzem o
comprimento efetivo para 170 mm. A area da secao transversal do tubo é de
175,9 mm? e o raio de giracao vale 9,925 mm. O material tem o diagrama
tensao-deformacao em compressao mostrado na figura abaixo. Determine a

carga axial de flambagem.
LA RLLABRAR A ARG ARRRR AL rﬂllnll-L]nj
1 197 (10%

400

4

€ 300 — : -
o - -
2 F - ]
o l :
-] - =
<» f— —
® = 3
£ 200 =
o [ 3
o [~ .
3 = /4,7(103) =
o - —J =]
3 : /1 -
2 100 :
= 202474 extrudados -

- t<6mm .

= -

0 bbb bor e b dbua oo A

0 2 4 6 8 10

Deformagcéo especifica (m/m) (10-%)
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4. TENSOES SOB CARREGAMENTOS COMBINADOS
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Exemplo:

Uma forca horizontal P de 670 N é
aplicada a extremidade D da alavanca
ABD. Determine:

a) As tensoes normal e cisalhante em um
elemento no ponto H com lados
paralelos aos eixos x e y;

b) Os planos e tensdes principais no
ponto H.

Obs.: Ao se deslocar uma forgca ao longo de uma linha, no novo ponto de aplicacéo deve-
se somar a ela o momento igual ao produto vetorial da distancia pela prépria forca.

Assim: Aforca P aplicada em D tem a direcéo de z. Pode-se substitui-la por uma forca
aplicada em B e mais um momento na direcéo y (pois o deslocamento é em Xx).
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SOLUCAO:

Determine um sistema de forca e
momento equivalentes no centro da
secao transversal que passa por H.
P=670N
T =(670N)0,46m)=3082N-m

M, =(670N)0,25m)=167,5N-m

Obs.: Aforca P nao causa tenséo cisalhante no
ponto H (lembre da formula de Zhuravski).

Avalie as tensdes normais e de

10_,, cisalhamento em H.
" Mc  (167,5N-m)0,015m)
S—r Xy O'y =4 —= 2
- | 17(0,015m)
‘_l T—’“"v Tc  (3082N-m)0,015m)
Ty=t—T=+ n
—— J 17(0,015m)
$ o, =0 o, = 63,2 MPa T, = 581 MPa

Mecanica dos Materiais — Prof. Carlos Baptista EEL m Universidade de S3o Paulo

Brasil



|

T% = 63,2 MPa

— e

Ty = 58,1 MPa

<—L I‘—-’-(}'\:()

-

o, = 97,7 MPa
4 \ZP =_30,7°
T in = 34,5 MPa

Determinar os planos principais e
calcular as tensoes principais.

2

tan 260, = Dy 2(581) =-1,84

o,—0, 0-632

20, =-61,5°e1185°
6, =—30,7°e 59,3°
2

O-maxmin = GX+O-y i O-X_Gy +T2
' 2 2 Xy

:O+63,2+\/ 0-632)
2 2

o =+97,7MPa
o =—34,9MPa

+(58,1)
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