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2. FLEXAO SIMETRICA

p(z) = 150 (1-0.2x/30) kN/m

vy

120 kN 120 kN

Pecas submetidas a carregamentos transversais
sdo denominadas vigas.

wing root
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Classificacao das vigas quanto aos seus apoios:

Vigas ﬁ
Estaticamente
Determinadas ;
L

| | I L . ! L !

(a) Viga biapoiada (h) Viga biapoiada com balanco (¢)Viga embalanco ou
engastada
Vigas M
Estaticamente
Indeterminadas
L= Le |
(d) Viga continua ¢)Viga engastada e apolada (f) Viga blengastada
q

As vigas também podem ter articulacdes:
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Esforcos Solicitantes em uma viga: Forca Cortante (V) e Momento Fletor (M)

p M q ..
A| 1 £ L |B Quando o unico esforgo
" AN e 0 Momento Fletor...

- X i
| |P
R, | l /M LT i R,
I | { |
! N
| T
I
x|
R M(x)
‘—/1 L) A regido entre as maos do atleta esta sob flexao pura.
V(x) 360N 360N

I 0,30 m 0,66 m . 030m
I

Os esforcos em uma viga sdo analisados por c Dl

meio de gréaficos: os diagramas de forca A e
cortante e momento fletor.
C D R =360N R;, =360N
_— f:(.')
A 108K Misaeenm o Temos a FLEXAO PURA

(b)
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* Analise Geomeétrica de uma barra deformada sob flexao pura:

Considere uma malha desenhada sobre a face lateral de uma barra. Em
seguida, suponha que essa barra seja deformada sob flexao pura. Vamos

analisar o que acontece com as linhas dessa malha.
APOS A DEFORMACAO:

ANTES DA DEFORMACAO:

M o M
Z{ ¢ e
y e il
T 2

Seja p o raio de curvatura da fibra que néo se deforma,
e Y a distancia medida a partir dessa fibra.
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* Analise Geomeétrica de uma barra deformada sob flexao pura:

Constatacoes:

Linhas verticais continuam retas: secoes transversais permanecem planas.
Existindo linhas horizontais que aumentam e outras que diminuem de
comprimento, implica em que ha uma linha cujo comprimento nao se altera.
Variacao de comprimento das linhas: deformacao axial.

Definicoes e Conclusdes: oy
- Tensao normal varia linearmente ao oc=F Z o
longo da altura da secéao transversal. P

Linha Neutra: Interseccéo do plano
cuja deformacéo € nula com o plano
da secéao transversal.

Perguntas que permanecem:

Superficie
neutra

Localizacao exata da linha neutra?
Como obter uma expressao aproveitavel
para o calculo da tensao normal? ' )
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* Analise de Equilibrio de uma barra deformada sob flexao pura:

Considerando o trecho de uma barra obtido por meio de um corte transversal,
seja 0 equilibrio em relacéo sistema de eixos XYZ definido de modo que a area
da secéo esta contida no plano YZ e o eixo Z coincide com a linha neutra.

Zsz(] —>fyda=0
P ZMy:O%fyzda:O

E
X ZMzzo - Mzgfyzda

vy A que conclusoes podemos chegar?

M
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® Caracteristicas Geometricas de figuras planas:

As coordenadas do centroide de uma figura de area A séao obtidas dividindo-se o0s
momentos de primeira ordem pelo proprio valor da area.

O momento de segunda ordem, ou momento de inércia da figura em relacao a um
dado eixo, € obtido integrando-se sobre sua area o produto de cada elemento de
area dA pelo quadrado da distancia desse elemento ao respectivo eixo.

Y

XA = j xdA=Q,
=momento de primeira ordem em relacdo a vy
yA=[ydA=Q,

=momento de primeira ordem em relacdo a x

* Os Momentos de Segunda Ordem ou
Momentos de Inércia de Superficies em
relagao aos €1xos x € y sao:

I, =[y%dd I,=[x"dA

dl, = y2dA dl, =x*dA
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* \Voltando a Analise de Equilibrio:

ZFx:(} %fyda:(}
ZMy=O—> fyzdaz(}

E
M,=0 — M=—J.y2da

A primeira equacao de equilibrio impde que o
momento de primeira ordem da area da secao
transversal em relagéo ao eixo Z seja nulo. Isto
significa que a coordenada y do centroide é zero, ou
seja, a linha neutra passa pelo centroide!

O produto de inércia da secéo é nulo. Satisfeito
guando Y é um eixo de simetria.

Lembrando que o quociente E / p veio da anélise

geomeétrica e ndo € uma expressao util na pratica
porque o valor de p é desconhecido. Agora, basta
calcular o momento de inércia em relagado a Z !

P
E M
p_lz My
0O =
P

v

________________ EN
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* Deflexao de Vigas:

Equacéao Diferencial da Elastica

1 M (m dv_-M
o El k== dx> El

ES
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Exemplos de Aplicacao (solucéo por integracao direta):

a) Determine a equacéo da flecha para a viga em balanco:

3 2 3
V(X):’) V(X)Z_P X _L X+L
. B El,| 6 2 3

b) Viga biapoiada com carregamento distribuido:

. (4 .3 3
A B, . V(x) = ? v(x)= w | X" LX N L= X
2EI,| 12 6 = 12

L 1
wi/2 wil/2

(a)

i—%—gﬂﬁ

A%

| x* |
wi/2
(L)
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Exercicio: Deduzir as expressdes para deflexédo a 3 e 4 pontos

P

5 | Me@rga |
O
| o 60° a_, 2.1 a 60
Apoio] ° 'T [Apoio
Jv Jv
—
1 , ]
=P (x® 1%x l _—Pa(x_z ™
v(x) _4512(?_7) 0sxs7 v(x) 2B\ 2 T
* v(x) parax =(l/2) resulta em:
VAT )
2)” 48El, - Flexao a 3 pontos
| ) Pa ( 2 2
v(— = 3l —4a 5
- Flexao a 4 pontos
2 48El, P
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Exemplo: Um Problema Hiperestatico

Determine as forcas nos arames, considerando:

a) aviga ABC rigida; _— —

b) aviga ABC elastica, com Iz =2 x 10> m*
(dado: para os arames, A= 1 x 104 m?)

W Sl 1 _ 20 -F DB

A B ‘BC

N s, Blgc
im —— :
20 - Fpp viGs ELABTICA
A 8 C ; ‘/
L35 L3

m‘;}; %' N 6‘ VeZire7d

20 kN ' .
2m 2m «m(;me'

1

* Quando a viga ABC é deformavel, aplica-se
0 método da superposicao: o deslocamento

total de um dado ponto é considerado como (’"“ slares al 20 - Fos .
A
a soma dos deslocamentos representados : . 1
. . ;. . ;- ' £
nas figuras (viga rigida + viga elastica): g e

O0g =0g g +OB R
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Exemplo: Um problema Hiperestatico (cont.)

— o
6B =0B,E +0B,R =4LBD

O deslocamento devido a deformacéao T

da viga é calculado empregando-se a - P .
expressao ja obtida (flexao a 3 pontos): N‘f T o

s _ PP (0x10°—Fgp p® _2x10°(20x10% — Fgp ) 20-Fon . e
“F T 48El,  48.20x10°°.E E s ‘* L
O deslocamento considerando-se a viga rigida - ‘ gy
foi obtido por semelhanca de triangulos:
1
°B,R =5 4LcE =
vica nfeipa 20 - FDB
A [ Bl AC
Substituindo as expressoes, ficamos com: ' 3 o | kg,
~,
5 3
Algp = 2x10 (20><E10 FBD)+%ALEC
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Exemplo: Um problema Hiperestatico (cont.)

- —
5 3
Mgp = 2x10 (20><10 FBD)+ 1 Aec
E 2
20 - Fog
Lembrando que: L . .
NL Ni afge
AL = — e
EA 20 - Fps vich ELASTICA
‘ L
e usando os dados: NM
L=1,0m ' | g
A=1,0x10*m? chegamos a:
46Fgp —3FcE =800(kN)
wu nfeipa 20 FDB :
C

Juntando com a equacéo de equilibrio: FBD +2Fce =20(kN) A\l\‘““

A solucao do sistema resulta em: |Fgp =1748(kN)| |Fce =1.26(kN)
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*® Tensdo de Cisalhamento em Vigas:

» O carregamento transversal aplicado
em uma viga resultara em tensoes
normais e de cisalhamento nas
secOes transversais.

* Quando tensoOes de cisalhamento sao
exercidas sobre as faces verticais de
um elemento, tensdes iguais devem
ser exercidas sobre as outras faces
horizontais.

O cisalhamento longitudinal deve
existir em qualquer elemento

o e submetido a uma carga transversal.
}
e Grmme - _ V
By el 2 _{ | AF6érmulade Zhuravski = Q,
' bl
YA
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