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Cap. 4 PROPAGACAO DE TRINCAS POR FADIGA

LEITURA 1: CAMPO ELASTICO PROXIMO A PONTA DA TRINCA

Qualquer solugdo do campo de tensdes para um dado problema em elasticidade
deve satisfazer as equacoes de equilibrio e de compatibilidade. Com este proposito, Airy
introduziu uma forma de descrever campos de tensdo bidimensionais usando uma

funcéo &(x, y), tal que:
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Um campo de tensdes assim definido sempre satisfaz as equacdes de equilibrio,
mas somente ird satisfazer a equacdo de compatibilidade se a fungdo-tensdo ¢ for uma
solucdo da equacéo bi-harmonica:
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Ha diferentes maneiras de resolver o campo de tens@es nas vizinhangas da ponta
de uma trinca. A solucdo baseada na técnica de varidvel complexa é considerada
classica na teoria da elasticidade.

Numeros complexos: Rafael Bombelli, continuando os estudos a partir da
solugdo encontrada por Tartaglia e publicada por Cardano para resolver a equagéo

clbica, considerou que v—1 era um numero e desenvolveu uma técnica para equacdes
cUbicas nas quais a “férmula de Cardan” resultava na raiz quadrada de um ntimero

negativo. Posteriormente, Euler utilizou a letra i para simbolizar +/—1, dando origem a
unidade imaginaria. A forma algébrica de um nimero complexo é dada por:

z=x+yi, onde: x=Re(z) e y=Im(z)

Equacdes de Cauchy-Riemann: Uma fungdo complexa f(z) é dita analitica num
dominio D se f(z) € definida e derivavel em todos os pontos de D. As equacles de
Cauchy-Riemann constituem um critério importante para verificar se uma funcao
complexa é analitica. Seja entdo f(z) dada por:

f(z)=u(x y)+iv(xy)

Pode-se demonstrar que a funcéo f(z) é analitica num dominio D se e somente se

as derivadas parciais de u e v satisfazem as equagdes de Cauchy-Riemann, dadas por:
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ou entdo:
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Equacdo de Laplace: Nas equagdes de Cauchy-Riemann, a parte real ou a parte
imaginéaria de f(z) pode ser eliminada. Por exemplo, as equagBes acima podem ser
diferenciadas como segue:

02 Re f(z)za2 Imf(z) o°Ref(z) 2°Imf(z)

ox2 oxey o2 oy

de onde obtemos:
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Uma relacdo idéntica pode ser obtida para Im f(z) ao se eliminar Re f(z). Em outras
palavras, dizemos que tanto a parte real como a parte imaginaria de uma funcao
analitica f = u + iv satisfazem a equacdo de Laplace, o que constitui uma das principais
razBes para a grande importancia pratica da teoria de fungdes complexas:

Vzu =V2v=0

As solucgdes da equacdo de Laplace sdo chamadas de fun¢Ges harmonicas. Entéo,
a parte real e a parte imaginaria de uma funcdo analitica sdo funcbes harménicas. Se
duas funcbes harmonicas u e v satisfazem as equacBes de Cauchy-Riemann num
dominio D, dizemos que v é uma fun¢do harménica conjugada de u em D.

Funcéo-tensdo complexa de Westergaard: Em 1939, Westergaard introduziu um
tipo especifico de funcéo-tensdo ¢ de Airy, usando uma fungdo-tensdo complexa
analitica @(z), da qual assume-se que suas integrais de primeira e segunda ordem
existam:

¢=Red(z)+yImd(z) , onde: d(z) e d(z) sdo primitivas de d(z)

Para que a funcdo ¢ definida acima seja uma fungédo-tensdo de Airy, ela deve
satisfazer a equacdo bi-harménica. Uma vez que (I)(z) é uma funcéo analitica (porque

sua derivada existe), & 6bvio que a primeira parte da equagéo acima, Red)(z), é uma
funcdo harmonica que satisfaz a equacdo de Laplace e também & equacgdo bi-harménica
(isto porque CD(z) também satisfaz a equacdo de Laplace). Pode-se demonstrar que a
segunda parte da fungdo-tensdo acima também satisfaz a equacao bi-harmonica (essa
demonstragdo ¢ dada em Janssen et al, “Fracture Mechanics”). Sabendo entdo que a
funcdo ¢ definida em termos da funcdo complexa (D(z) qualifica-se como uma funcdo-

tensdo de Airy, podemos escrever 0s componentes de tensdo ox, oy € 7wy em termos
dessa fungdo complexa.



Por exemplo, para ox temos:
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usando as equagdes de Cauchy-Riemann, obtemos:

Oy = %{—% Im®(z)+ Im®(z)+ y% Rea(z)}

que pode ser desenvolvida como:
oy = ﬁ{— Im®(z)+ Imd(z)+ y < ReCD(z)} =Re®(z)+ y 2 Red(z)
oy X oy

e finalmente:

oy =Re®(z)-yImd'(z)
Os componentes oy e 7y 80 obtidos de forma analoga:

oy =Red(z)+yImd'(z)
oy =—yRe®'(z)

As expressdes para ox, oy € 7y dadas acima tém um carater geral, ou seja, elas
ddo os componentes de tensdo para qualquer funcdo complexa de Westergaard. A
solucdo para o campo de tensdes correspondente a um problema bidimensional
particular é encontrada escolhendo-se a funcéo (D(z) de forma que todas as condicdes
de contorno sejam satisfeitas. Note que o uso de uma funcdo complexa de Westergaard
limita as condi¢Ges de contorno para os problemas que podem ser resolvidos. Das
equacdes acima verifica-se facilmente que paray = 0 é necessario que ox = oy e %y = 0.

Placa carregada biaxialmente: Considere agora uma placa infinita contendo uma
trinca de comprimento 2a, conforme mostrado na figura a seguir. A placa é carregada
biaxialmente em tracdo por uma tensdo ow» . As condi¢cdes de contorno para este
problema s&o:

I oy=0 para —-a<x<a e y=0;
ii. Ox — O» € Oy — Ow para X — # oo elou y — # o
iii. oy — o para x=#a e y=0.

A primeira condicdo vem do fato de que os flancos da trinca sdo superficies
livres. A segunda condicdo estabelece que a uma distancia infinita da trinca as tensdes
sejam iguais a tensdo aplicada. A ultima condicdo considera o efeito concentrador de
tensdo de uma trinca. Na ponta de uma trinca afiada (raio zero) a tensdo oy torna-se
singular.
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Precisamos encontrar uma fungio ®(z) tal que ox € oy, definidos de acordo com

as equacdes anteriores, satisfacam as condigdes de contorno. Um exemplo é a funcéo
dada por:
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As condigdes de contorno serdo agora verificadas.

®(z)=

i. Sey =0, entdo z = X e portanto:

Assim, como | <a ao longo dos flancos da trinca, a fungdo ®(z) é

®(z)=d(x)=

puramente imaginaria, ou seja, sua parcela real é nula. Segue direto que oy = 0.

ii. Para x — # o elou y — + o, ou Seja, |z| — o, a funcdo complexa assume

o valor d)(z)zaoo. Como agora a parcela imaginaria da funcdo é nula,
temos:
Ox =0y = ReCI)(Z):o'Oo

iii. Nas pontas da trinca (x = #a e y =0), temos z = +a e portanto q)(z)—> 00,
de onde segue que oy =Red(z) > .



Se transladarmos a origem do sistema de coordenadas para a ponta da trinca (em
z = a) e introduzirmos a variavel n = z — a, obteremos uma nova forma da funcgéo
complexa cD(z), que serd mais facil de usar. A funcdo torna-se (note que o sufixo foi

omitido de ow):
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Proximo a ponta da trinca, ou seja, |77| <<a, a funcdo-tensdo pode ser

aproximada da seguinte forma (a aproximacédo é o primeiro termo de uma expansao em
série infinita):
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Usando a aproximagdo acima, uma nova mudanca pode ser feita para uma
representacdo em coordenadas polares (r, §) com origem na ponta da trinca. A variavel
néescritacomo n=r exp(i 9) e a funcéo-tensdo fica:

@(n):%fexp[—%ié‘j :%exp(—%iej

A equacdo acima s0 € valida para r << a, devido a aproximacao feita na funcao-
tensdo. Partindo dessa expressao, emprega-se algebra simples para encontrar Re @(77),
Re®'(7) e Imd'(;), necessarios para se determinar os componentes de tensio.
Substituindo-se os valores encontrados nas expressdes ox, oy € zxy obtém-se:
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Essas expressdes mostram que todos os componentes de tensdo tendem ao
infinito na ponta da trinca (r = 0), o que é conhecido como “singularidade %/F ”, e s30

produtos da posicdo geométrica por um fator o+ za . A magnitude das tensGes elasticas
proximas a ponta da trinca é determinada por este fator, que é denominado Fator
Intensidade de Tensdo, K.



