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REVISAO: ANALISE DE TENSOES
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ESTADO DE TENSAO EM UM PONTO

* O estado geral de tensédo em um ponto
de um corpo em equilibrio pode ser
representado por 6 componentes:

* O mesmo estado de tenséo e
representado por um conjunto diferente de
componentes se 0S eixos sao
rotacionados.
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PROJECOES DE TENSAO NUM PLANO QUALQUER

Seja um plano qualquer ABC
definindo um Tetraedro como
mostrado na figura.

Direcao n normal ao plano
Cossenos diretores:

cos(n,x) = |
cos(n,y) =m
cos(n,z) =n

Num plano qualquer, dado pelos
cossenos diretores |, m, n, as
projecdes da tensdo séo obtidas
a partir dos 6 componentes iniciais
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PROJECOES DE TENSAO NUM PLANO QUALQUER

Atensao T no plano ABC é escrita como:

f:TXT+Tyi+TZE

Escrevendo o equilibrio do tetraedro em x:

TydA—oydAl -7y, dAM -7, dAN =0

Ficamos com:

Ty =oxl+7yM+17,4N

(Analogamente para as outras direcdes)

Equacbes de Cauchy na Forma Matricial:

Ty _Gx Txy TXZWI I

Ty:Tyx Oy Ty m:[am

T, | Tzx Tzy Oz N n
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COMPONENTES DA TENSAO NUM PLANO QUALQUER

e A tensdo num plano dA pode ser escrita também
em termos de seus componentes normal e cisalhante.

o, =T, +Tm+Tn (projecdo do vetor T na direcao n)

— 2 2 2
o, = G l° + om? + on° + 2z Im+ 27 In+ 27 mn

A tensao cisalhante no plano qualquer sera considerada em termos de suas
duas componentes na direcdo de vetores mutuamente perpendiculares.
Assim, considere um sistema de coordenadas x'y'z’, onde x’ coincide com

a direacao de n e y’ e z' estao contidos no plano obliquo.

e Os sistemas xyz e x’y’z’ se relacionam por

) i ) X y z
meio do conjunto de cossenos diretores.

e A tensao o, € reescrita como o < L hoomoon

* Atensdo 7, .e 7, .sao obtidas fazendo as y | L m

projecdes de Tx, Ty e Tz nas direcOes y’e z’. z L, m, n,
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COMPONENTES DA TENSAO NUM PLANO QUALQUER

X y z
x’ l, m, n,
Exemplo: v ) n N
TX' yl = -I_; ( J y' 2’ |3 m3 n3
Loy | (It ompong [Ty
Tx'y' = |2 Mo Ny Ty
Tz | |lz mz ng|[T;

2
oy = 0 ff + omd + o + 21 hm + T + Tl

= ol + ommy + o, T T (himy + myly)

T Tyz(m1”2 + mymy) + Tl + lLiny)

Ty'y

a0 n = O-,‘clll3 I O'ymlm3 S O'ann?, e Txy(l1ﬁ’13 Sl mllq)

i Tyz(m1”3 + mms) + To(Mils + lins)
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EQUACOES DE TRANSFORMACAO DA TENSAO

| X y z

LL% A : |
/N \ X ,oom.on

/| \ ’ I
y y 2 m, n,

AT N :

/w///: 1~ Y Oy L > |

' 3 ms Ny
X Gz

As expressdes para o,. o,. € 7,580 obtidas de maneira analoga.
Por exemplo, faca a dire¢cdo n coincidir com o eixo y’, escreva novas
expressoes para as projecdes T, T, T, e a partir delas obtenha a

tensdo o, que sera entdo o valor de o, como segue:

2

o, = o7 /5 - G},m% + o5 + 2(1lhmy + T gm0, T Todotls)
R ,

oy = 005 + oms + ong + 27 lms + T mng F Tood373)

Ty = Ol + oymyms + o npn; + Toy(mmals + lyms)

T Tyz(nzm:% + myns) + 1 Ly + noly)
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TENSOES PRINCIPAIS E OS INVARIANTES DE TENSAO

Demonstra-se, para o estado triaxial de tenséo, que existem 3 planos
mutuamente perpendiculares nos quais a tensao cisalhante € nula.
Nestes planos, a tensao normal tem valores extremos, que sao
denominados tensdes principais e denotados por ¢, ¢, € o4

Voltando ao tetraedro, suponha que o plano inclinado dA seja (TX =0 |

um plano principal, isto é, a tensao completa neste plano tera o —oom

a mesma dire¢ao do vetor normal n. Vamos chama-la de c,,. Ty P )
('279p

Lembrando as equacOes de Cauchy:

Ty _O'X Ty Txz | |

TZ _TZX sz Gz_ n n (GX—O-p)'I+Txy'm+sz°n:O

_ _ _ _ A Txy°|+((7y—0'p ‘M+7y;, -n=0
Ficamos com o seguinte sistema linear homogéneo:
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TENSOES PRINCIPAIS E OS INVARIANTES DE TENSAO

(((TX—O'p)°|-|-TXy ‘M+7y, -N=0

J\

Essas equacdes formam um sistema linear homogéneo em I, m, n que admite
solucao diferente da trivial somente se o seu determinante for nulo.

lgualando a zero o determinante da matriz incompleta e desenvolvendo, vem:
O'% —|1-O'% + 15 -0 p —13=0

cujas 3 raizes fornecem os valores das tensoes principais oy, o,, o,

Substituindo essas tensoes (uma de cada vez) no sistema de equacoes
e usando a relagcao entre os cossenos diretores, determinam-se 0s 3 conjuntos
de cossenos diretores, correspondentes as 3 direcdes principais.
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TENSOES PRINCIPAIS E OS INVARIANTES DE TENSAO

O'%—|1-O'r2)+|2-0'p—|3=0

Os valores de o4, 65, G5, as solugdes da equagao, nao dependem
do sistema de coordenadas, ou seja, a equacao fornece as
mesmas 3 raizes qualquer que seja o sistema de eixos X, Y, Z.
Consequentemente, seus coeficientes devem ser sempre 0s
mesmos: sdo os Invariantes do Estado de Tensao.

li1=0x+0y+0;,=01+02+03

3=ty 0Oy 7y;|=010203

Ixz Tyz Oy
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Resumo: Tensoes Principais e 0os Invariantes da Tensao

K(O'X—O'p)-|+2'xy M+ 7y; -N=0

Txz I+Tyz -M + O'Z—O'p)I"I:O

N\

G%—|1-0%+|2-O'p—|3=0

l1=0x+0y+0,=01+0) +03

3=ty 0Oy 7y;|=010203

Ixz Tyz Oy
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A EQUACAO CUBICA

Métodos de resolucao:
o3 —l1-05+15-0p-13=0 - Tentativa e erro
- Método Numeérico
- Regra de Cardan

O roots
O critical points

Girolamo Cardano (1501-1576)
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O METODO DE CARDAN

As raizes da funcgao (tensodes principais) sdo dadas por:
o, = 2S[cos(a/3)] + i1,

o, = 2S{cos[(a/3) + 120°]} + i1,

o. = 28{cos[(a/3) + 240°]} + iI,

Onde as constantes sao determinadas como:

5 = (4R)”
5= el =

2T
R=3I} -1,
Q=3LL - I, ~ 513
T = (%RSS)UZ
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AS DIRE(;CN)ES PRINCIPAIS

Os valores dos cossenos diretores de uma dada direcao principal podem

ser obtidos resolvendo-se o sistema de equacdes, no qual a correspondente
tensao principal é substituida. Emprega-se como equacao adicional a soma
dos quadrados dos cossenos diretores.

r(O'X—(fp)-|+z'xy M+ 7y, -N=0

I2+m2+n2 =1

.

\TXZ 'I+Tyz -M + GZ_O-p)’n:O

No entanto, em vez de resolver simultaneamente duas equacoes lineares
e uma equacao de segunda ordem, é preferivel um procedimento
mais simples. O sistema linear & expresso na forma matricial como:

(Ux "_ 0[) Txy Txz li
ey (o, — o) Tyz m; ¢ = 0, i =1,2,3
Txz Tyz (Gz - 0; ) n;
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AS DIRECOES PRINCIPAIS

(o, — o)) Tay | Ty, l;
T (o, — 0y) Tyz m; p = 0, i =1,2,3
Tz Tye (o0, — ;) n;

Os cofatores do determinante da matriz

sobre elementos da primeira linha sao:
Introduzindo a notacéao:

_ (Uy B Gi) Tyz
a;, = ( ) 1
T o, — O; =
yz @ l ! (a?_ o bzz s Ci2)1/2
b = —| % Tyz
‘ T, (0, — 0y) Os cossenos diretores
Sao expressos como:
Ty (O, — O})
_ |ty y i
¢ = l; = ak,, m; = bk, n; = ck;
Txz Tyz
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EXEMPLO DE APLICAC}AO

Exemplo: Um eixo de aco € inserido por meio de ajuste forcado em um
cubo de ferro fundido. O eixo € submetido ao momento fletor M, ao
torque T e a for¢ca P. Considere que em um ponto Q do cubo atue o
estado de tenséo representado no elemento de volume. Calcule as
tensdes principais e a orientacao dos 3 eixos principais em relacéo
ao sistema de coordenadas original.

yf 46

4.71 6.45

11.8 4! 4 0.
— %% *—-—-19

— 1 N

] /(_] X

-19 -4/ 6,45
-4,/ 46 118 MPa
6,45 11,8 -8,3

Tensor-tensao:
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TENSOES PRINCIPAIS: APLICACAO

(19 —47 6,45 ]
Tensor-tensao: —-47 46 11,8 [MPa

645 118 -83|

Do método de Cardan, temos:

Os invariantes sao: R =2342576
11 =-227 1,=-17081 13=26475 T =1220,26
Q =-488,59
a =78451"

Resultando em:

o, =1162MPa o, =-2532MPa o, =—9,00MPa

Reordenando: |91 = 1162 0?2 =-900 03 =—25,32
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DIRECOES PRINCIPAIS: APLICACAO

-19 -47 6,45
Tensor-tensao: |(-47 46 11,8 |MPa 01=1162 05=-900 o03=-2532
6,45 118 -83

Para a primeira tensao principal segue que:

ay = ‘(4 6-1162) e )l — 05445 Resultando em:
118 (-8,3-1162
l; =00266 m;=-08638 n;=-0031
—-47 11,8
by =‘ J =17 5046
645 (-83-1162
Calculando para as demais tensoes:
. -47 (46-1162) 101939
17645 118 | l;, =00266 1,=-06209 13=0,7834
m; =-0.8638 m, =0,3802 m3 =0,3306
Ky = L ~00493 N =-05031 n,=—06855 ng=—05262

/2
(a2 +b2 + c2f
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TENSOES NUM PLANO OBLIQUO

z
Considere conhecidas as tensdes principais , 4%
de um dado estado de tensao, e admita que /4,
os 3 planos mutuamente perpendiculares
sejam os planos principais. Entao, as R s B
expressoes para as projecdes da tensao :’V |
em um plano qualquer se reduzem a: -

8.1

Podemos escrever entao:

[Tz =0o3n T2:o'12|2+0'§m2+c7§n2
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TENSOES NUM PLANO OBLIQUO

T2 :012I2+022m2 +G§n2

Atensdo T pode ser escrita também em termos
de suas componentes normal ao plano e
tangencial ao plano (teorema de Pitagoras):

T2 :02+72

Lembrando a expresséo da tensdo normal: o, = T,/ + Tm+Tn

Neste caso ela se reduz a: (o =07l 2 +0'2m2 +03n2

Expandindo a expressao de T? e isolando a tensao cisalhante, chegamos a:

2n2|2

r=\/(01—02)2|2m2 +(o7 —03)2”‘2”2 +(03~01)
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CIRCULO DE MOHR PARA TRES DIMENSOES

PLANOS PARALELQOS
AOS EIXOS PRINCIPAIS:

7| Para los planos 1| Para los planos Y Para los planos
paralelos al ¢je & | paralelos al gje y | parulelos at e Z

PLANO DE
INCLINACAO ARBITRARIA:
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TENSOES DE CISALHAMENTO PRINCIPAIS

Exemplo:
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ESTADO PLANO RECONSIDERADO TRIDIMENSIONAL

T (01:2s1'.2)
.

”
4

4 (071, 7)
”~ ‘.\\

- S

O3
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TENSOES NOS PLANOS OCTAEDRICOS

Octahedral planes

Considere um elemento de tensao
orientado nas direcdes principais.

Um plano inclinado para o qual os
trés cossenos diretores sejam iguais

-
/ e = @ denominado Plano Octaédrico.
a'z/ _aocf _ 1
Principal . strésses Octahedral normal Octahedral shea _ -
" stresses stresses ' Ooct = 3 (O-l + 02 + 0-3)

1
Toct =§\/(01 —02)2 +(02 —03)2 +(03 —01)2

Visto que as tensdes octaedricas séo
dadas em funcéo dos Invariantes, segue
gue elas também néo variam, ou seja,
qualquer representacao de um estado de
tensdo dard os mesmos valores para as
tensdes octaedricas.

Octahedral plane:
a=p=y
o= O'h

T=Th
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Analise de Deformacdes: Relacdes Tensao-Deformacao:
(Regime Elastico)

o5 i
€y = E [Gx - ‘V(O'y + 0’,)]
—€ 1
/53' € = E [Gv - 1’(0’, B O'm)]
1
162 ‘63 le, €= E [Gz - "’(o'm + dv)]
) - 1 = ] = 2 2(1 +») Tay
e pllar?e — 2 p}ar?e -t S plzonae -4 ay = E Tay = E
2(1 +») Toi
€ % L’ L’ Yz = E Tyz = G
fioiuti 2(1+9) T
Principal circle i = A
Vex E Tz G
) [ w 0r = e [(L — $)e, + ¥ + )]
5 ¢ =TT+ o)1 =2 %o VG
E i
a‘" N (l + v)(l _ 2"’) [(1 o 1')€1I + v(ez + eﬁ)]
E
olts g, = (l & ‘V)(l — 2‘”) [(l - ’V)Ez + 1’(63 + €y)]
€y —plt——————— €] ————————f

TS 3 T GYay
E
Tyz = m VYyz = G?w,

E
Tox = i(l_-l-T) Yex = Gyzw

Circulo de Mohr das deformacdes
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