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Resumo

Defronte a um constante e crescente desenvolvimento tecnoldgico, a busca pela redugao de
dimensoes fisicas de dispositivos torna-se cada vez mais desafiadora. Acompanhando essa
tendéncia, constata-se que, cada vez mais, sistemas caminham para escalas subatomicas nas
quais o comportamento quantico da matéria prepondera. Nesse contexto, fendmenos como o
emaranhamento quantico assumem um papel decisivo. Este trabalho propos-se a apresentar
uma revisao bibliografica pertinente ao contetido do emaranhamento quantico no ambito da
Ressonancia Magnética Nuclear (RMN) aplicada a Computagao Quantica. Implementando
simulagoes de um sistema de dois spins 1/2 no MatLab, foram comparados os formalismos
classico e quantico e analisadas as Desigualdades de Bell do sistema. Como resultado, foi
constatado que, para sistemas de spins menores que 14 qubits, a RMN nao gera uma
polarizacao de spins capaz de criar estados emaranhados. Consequentemente, ambos os
formalismos descreveram a dinamica do sistema. Contudo, além de se evidenciar uma
diferencga significante em termos de processamento entre eles, nota-se que, em sistemas cujos
estados estao emaranhados, os limites da Mecanica Classica sao violados, evidenciando a

natureza intrinsecamente quantica do sistema.

Palavras-chave: emaranhamento quantico, desigualdade de Bell, computacao quantica,

ressonancia magnética nuclear.
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1 Introducao

Emaranhamento quantico é um fendmeno da Mecanica Quéantica caracterizado
pela correlagao de duas ou mais particulas, em que o estado de uma delas nao pode ser
descrito indepentemente das demais. A discussao acerca desse tema surgiu, primeiramente,
em um artigo publicado em 1935 por Einstein, Podolsky e Rosen em que eles questionam
a completude da teoria quantica, apontando a existéncia de um paradoxo, e mencionando
o que denominaram de "acao fantasmagorica a distancia'. Segundo eles, essa acao, poste-
riormente denominada de emaranhamento por Erwin Schrondinger, feria o principio de

causalidade da Relatividade de Einstein (EINSTEIN; PODOLSKY; ROSEN, 1935).

Como uma possivel explicacao para resolver o oximoro em questao, conhecido por
Paradoxo EPR, Einstein propds a existéncia de variaveis ocultas no sistema. Em 1964,
um fisico norte irlandés, John Stewart Bell, publicou um artigo no qual, ao partir das
premissas adotadas por Einstein, propos uma quantidade que possuia seu valor limitado
pelas imposi¢oes da Mecanica Classica. Supondo um experimento envolvendo um par de
spins formando um singleto, Bell comprova que essa quantidade extrapolaria os limites
impostos pela causalidade e, por conseguinte, que sistemas quanticos nao possuem variaveis
locais escondidas. Tal constatacao foi denominada como Desigualdades de Bell, sendo

considerada uma das mais profundas descobertas da fisica no século XX. (BELL, 1964;
STAPP, 1975)

Ap6s a publicagao de Bell, muitos experimentos foram feitos com intuito de com-
preender melhor o emaranhamento quantico. Em 1972, John Clauser e Stuart Freedman,
e Alain Aspect, em 1981, demonstraram que as previsoes feitas pela Mecanica Quantica
estavam corretas, embora nao tivessem sido descartadas brechas para possiveis conside-
ragoes a respeito do realismo. Em 2015, Hensen e colaboradores publicaram um artigo
no qual afirmam terem executado um experimento isento de brechas que acarretaria, ao
menos, a exclusao do principio da localidade (HENSEN et al., 2015). Constata-se, pois,
que o emaranhamento quantico tornou-se um tema de convergéncia tedrica e experimental
extremamente atrativo, dada a sua vasta aplicabilidade e auséncia de uma teoria consoli-
dada. Consequentemente, é considerado um dos principais problemas em aberto da fisica

contemporanea.

Dentre as diversas areas na qual esse se faz presente, destaca-se a Computacao
Quantica. Frente a um contexto de crescente inovagao tecnologica e procura por dispositivos
eletronicos cada vez menores, atingem-se escalas nas quais os principios classicos perdem
representatividade ao passo que o comportamento quantico da matéria passa a preponderar

(BONK, 2005). Pela previsao da Lei de Moore, com o desenvolvimento tecnolégico, a
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quantidade de 4tomos necessaria para expressar uma unidade binaria (bit) decairia pela
metade a cada um ano e meio, de forma que, extrapolando essa previsao, em 2020, um bit
seria expresso por um unico dtomo (OLIVEIRA et al., 2003). Com isso, a Computagao
Quéntica surge como uma necessidade de se compreender melhor o impacto de fendémenos

quanticos aplicados a computagao.

Por conseguinte, varios experimentos e estudos comegaram a ser realizados nessa
area com intuito de analisar questdes como implementagao de algoritmos quéanticos e portas
l6gicas, sendo a Ressonincia Magnética Nuclear (RMN) uma das técnicas mais empregadas
nesse contexto. Para um sistema ser passivel de implementacao experimental de algoritmos
quanticos, ele deve atender alguns requisitos tais quais: evoluir, sob operagoes unitarias,
como um estado puro, apresentar longos tempos de coeréncia e os qubits associados a
ele devem possuir estados quanticos bem definidos e controlados (BONK;, 2005). Tendo
em vista que a técnica de RMN atende a essas exigéncias, essa se torna fonte de vastos

estudos e analises.

Neste trabalho, foram estudados conceitos da Mecanica Quantica relativos a esta-
dos quanticos, combinacao de sistemas, bem como, detec¢ao e quantificacdo de estados
emaranhados. Além disso, foram abordados principios de Computacao Quantica aplicados
a RMN de modo a gerar simulacoes de um sistema de dois spins sob os formalismos
classico e quantico. Com isso, analisou-se as Desigualdades de Bell junto a conceitos de
realismo e localidade e, ao final, foram comparadas as simulagoes em termos de velocidade

de processamento, bem como sua acuricia frente a dados experimentais da literatura.
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2 Estados quanticos e sistemas quanticos

2.1 Conjuntos convexos

Primeiramente, o objetivo é compreender a geometria do conjunto de todos os
possiveis estados de um sistema quantico, tendo em vista que a fisica do sistema impoe
a seguinte restricdo: o conjunto de estados tem de ser convexo. A definicdo do que se
entende por estado na Mecéanica Quantica sera tratado posteriormente (BENGTSSON;
ZYCZKOWSKI, 2017).

O conceito de um conjunto convexo consiste em selecionar qualquer par de pontos
pertencentes ao conjunto arbitrariamente e se obter uma reta contida nele. Pode-se

estabelecer, entao, dois tipos de conjuntos, como mostrado, geometricamente, na Figura 1.

Figura 1 — Diagrama de conjuntos.

|

(a) (b) (c)

(a) conjunto convexo, (b) conjunto convexo, (¢) conjunto ndo convexo, em que sao dispostos
pontos arbitrarios em cada conjunto de modo a analisar a convexidade do conjunto.

Fonte: Amorim (2013).

Na Figura 1, constata-se que (a) e (b) representam conjuntos convexos, enquanto (c) é
um conjunto nao convexo. No contexto fisico, os pontos escolhidos representam estados.

Pode-se definir um conjunto convexo como:

Definicao: "Um conjunto C é convexo se, para qualquer par de pontos x1 e Xg € C

e |11 € o escalares, a combinagdo

X = 1X1 + H2X2, 1+ pe =1 (2.1)
e C".

Um conjunto convexo ¢, entao, um subconjunto de um espaco afim, que atende a

exigéncia acima enunciada. Denomina-se de espac¢o afim um espaco vetorial sem nenhuma
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escolha espacial de origem adotada. Fisicamente, o ponto arbitrario x gerado na (2.1)
representa um estado misto dos estados x; e x5 (BENGTSSON; ZYCZKOWSKI, 2017).

Se forem selecionados trés pontos, em vez de dois como na eq. 2.1, forma-se um
plano, contanto que esses trés pontos nao pertencam a mesma linha. Generalizando,
portanto, um espago k-dimensional é obtido tomando k+1 pontos genéricos, em que k < n.
Um plano (n-1)-dimensional é denominado um hiperplano. Caso k=n, todo o espago E
é descrito. Nesse contexto, é conveniente introduzir coordenadas baricéntricas dentro do
espaco afim n-dimensional. Selecionando, assim, n+1 pontos x;, um ponto qualquer x

pode ser descrito como a combinacao:

X = poXo + p1X1 + ... + fnXn, fo + pi1 4 ..+ = 1. (2.2)

Ao impor a condicao que ' , u; = 1 garante-se que, para cada x escolhido, ha
somente uma tnica combinagao possivel. Defronte a essas defini¢oes surgem outros conceitos

importantes de serem estudados como corpo convexo e casca convexa (BENGTSSON;
ZYCZKOWSKI, 2017).

Um corpo convexo caracteriza-se por ser um conjunto convexo fechado com interior
nao nulo, enquanto uma casca convexa caracteriza-se por ser o menor conjunto convexo

que contém o conjunto a ser estudado. Geometricamente, esse conceito pode ser visualizado
na Figura 2 (BENGTSSON; ZYCZKOWSKI, 2017).

Figura 2 — Representacao de uma casca convexa envolvendo um conjunto arbitrario nao
convexo C.

Fonte: Palhares (2020).

Cabe observar, na figura acima, que o conjunto C' envolvido pela casca convexa nao é um

conjunto convexo.

Em corpos convexos, existem determinados pontos que nao podem ser obtidos
através da combinagao de outros pontos. Esses sao chamados de pontos extremos e
sao denominados de estados puros, enquanto estados mistos sdo aqueles obtidos por

combinagoes. Esses conceitos sao melhores compreendidos através dos teoremas a seguir
(BENGTSSON; ZYCZKOWSKI, 2017).
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Teorema de Minkowski “Qualquer corpo convexo é a casca convexa de seus

estados puros.”

A primeira informagao que pode ser retirada desse teorema é que os estados puros

localizam-se na borda de um conjunto.

Esse teorema pode ser melhor compreendido se for comparada a Figura 1 (b) com
a Figura 2. No primeiro caso, o conjunto a ser estudado é convexo e, portanto, ele, em
si, é sua casca convexa. Por outro lado, observa-se, no segundo caso, o conjunto C' nao é

convexo e, portanto, sua casca convexa nao coincide com o conjunto.

Teorema de Carathéodory “Se X é um subconjunto de R™, entdo qualquer ponto

na casca convexa de X pode ser exrpresso como uma combinacdo convexa de até n+1 pontos
de X.”

Ou seja, qualquer ponto x de um corpo convexo S pode ser expresso como combi-

nacao convexa de seus estados puros:

P
x:Zﬁixi, ki >0, p<n+1, Zmizl. (2.3)
i=1 i

A equagao acima (2.3) é um pouco diferente da eq. (2.2), pois, ao restringir que as
coordenadas baricéntricas sejam nao negativas, a determinacao de um ponto x pode se
tornar impossivel. Isso ocorre porque o ponto x, na eq. 2.3 estd sendo determinado em

termos de um conjunto fixo de x;.

Teorema de Hahn-Banach “Dado um corpo convero e um ponto X que nao
0
pertenca ao corpo, € possivel encontrar uma funcao linear f que assume valores positivos

para todos os pontos pertencentes ao corpo convexo, enquanto frx, < 07

Esse teorema é de muita valia para compreender o conceito de fung¢oes convexas.
Uma fungao real fy, definida em um subconjunto fechado convexo X de R™ é chamada de

convexa se, para qualquer x,y € X e k € [0, 1], é satisfeita a condicao :
flrx+ (1= r)y) < rf(x) + (1 = r)f(y). (2.4)

Geometricamente, pode-se entender esse teorema como a delimitacao de duas
regioes distintas: uma positiva e outra negativa. Ou seja, dado um ponto que nao pertenca

a0 corpo convexo € possivel encontrar um hiperplano que gere essas duas regioes.

2.2 Estados quanticos

Na Mecanica Cléssica, ter conhecimento sobre o estado de um sistema implica saber
todas as informacoes necessarias para se predizer aonde esse se encontrard em qualquer

instante posterior. Contudo, o conceito de estado, no contexto da Mecanica Quantica, nao
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se assemelha ao da Classica, tendo em vista que ha informagcoes nos sistemas quénticos as
quais nao se consegue acessar. Diante desse fato, a ideia de sistemas quénticos evoca uma
imprevisibilidade com a qual os fisicos sdo obrigados a lidar, criando diversas interpretacoes

para tal. Portanto, o cerne do estudos desses sistemas é entender o que se pode ou nao ser
obtido deles (SUSSKIND; FRIEDMAN;, 2014).

Dito isso, os estados quanticos sao representados através de vetores. Porém, nao
vetores cuja definicao se resume, estritamente, em possuir norma, direcao e sentido. Os
vetores, em Mecamica Quantica, sao entes matematicos abstratos que podem ou nao
possuir correlagao com a ideia usual de vetor. Podem ter qualquer dimensao, desde 1 a oo,
e seus componentes podem ser inteiros, niimeros reais ou complexos. Os espagos vetoriais

utilizados para representar o espaco de estados quanticos sao denominados de espagos de
Hilbert (SUSSKIND; FRIEDMAN, 2014).

Definicao: “Um espaco vetorial H é denominado de espago de Hilbert em relagdo
a um produto interno nele definido se for um espago métrico completo em relagdo a métrica

induzida por tal produto interno.”

Nesse espaco vetorial, ha vetores denominados de kets, cujo dual ¢ denominado
de bra representados pela notacao de Dirac. Genericamente, podem ser representados
respectivamente como |A) e (A]. A seguir, serdo apresentados os axiomas que definem um

espago vetorial de estados de um sistema quantico.

Axioma 1: “A soma de quaisquer dois kets resulta em outro ket:
|4) +1B) =[C).”
Axioma 2:“A operacao de adicao € comutativa:
4)+1B) = |B) +|4) »
Axioma 3: “A operacio de adi¢io € associativa:
{lA) +B)} +1C) = |A) +{|B) +|C)}.”

Axioma 4: “ Existe um unico vetor nulo tal que, somado a um ket, tem-se como

resultado o mesmo ket:

Axioma 5: “Dado um ket qualquer, existe somente um ket tal que:

[A) + (= 14)) =0
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Axioma 6: "Dado um ket qualquer |A) e um nimero complexo z, a multiplica¢ao

dele gera um outro ket:
24) = z|A) = |B).”
Axioma 7: “A propriedade distributiva € vdlida tal que:

AlA) +1B)} = z|A) + 2| B)
(z+w)|A) =2z]|A) +wl|A).”

Os axiomas 6 e 7 referem-se a propriedade de linearidade. Cabe destacar que os vetores
usualmente empregados também satisfazem essas condi¢oes (SUSSKIND; FRIEDMAN;
2014).

2.3 Representacao do estado de um spin

Para melhor visualizacao da discussao tratada na sessao 2.2 e melhor compreensao
das futuras discussoes, serd tratada nessa sessao a representacao do estado de um spin. O
objetivo serd, portanto, construir uma representacao que forneca tudo que se consegue
analisar do comportamento de spins. A saber, a medida do spin é realizada através de
um aparato que é orientado em uma direcao arbitraria. Supondo que se escolha alinhar o
aparato na direcao z, os possiveis resultados a serem obtidos sao spin para cima - up - e
spin para baixo - down - que serao representados respectivamente pelos kets |u) e |d). O
aparato acusa +1 para o estado |u) e -1 para o estado |d). O intutito dessa representacao
¢é poder representar qualquer estado de um spin em um espaco vetorial bidimensional
(SUSSKIND; FRIEDMAN;, 2014).

Por conveniéncia, serao escolhidos esses dois estados como base desse espago vetorial
bidimensional de modo que qualquer estado possa ser descrito através de uma combinagao
linear desses dois estados. Denominando, pois, um estado genérico como |A), a seguinte

equacao pode ser escrita:
|A) = ay |u) + aqld), VYo, a4 € C, (2.5)

em que a, e oy sao as componentes de |A) ao longo das diregoes dos vetores da base |u) e
|d), respectivamente (SUSSKIND; FRIEDMAN, 2014).

Esses vetores podem ser escritos em matrizes, assumindo, assim a seguinte forma:

1

|u> = (O) ) (2'6)
0

d) = (1) | (2.7)
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Matematicamente, pode-se representar as componentes de |A) como:

ay = (ul4),
(2.8)
ag = (d|A).
E relevante destacar que a, e oy sao denominados de amplitudes de probabilidade,
de modo que o, representa a probabilidade de se obter estado |u) e ajjay representa a

probabilidade de se obter o estado |d). Tendo isso em vista tem-se que:

(2.9)
Py = (Ald) (d|A)

em que (A|u) representa o produto interno entre A e u. Cabe registrar que os estados |u)

e |d) sao ortonormais o que implica a relagao:

(uld) =0,
(2.10)
(d|u) = 0.
Outra relagdo importante a se destacar é a de normalizacao expressa a seguir:
ag oy, + ajog = 1. (2.11)

Em (2.11), tem-se que, ao somar-se as probabilidades de se obter os dois estados ortonor-
mais, a probabilidade total tem que ser necessariamente um (SUSSKIND; FRIEDMAN,
2014).

2.4 Representacao de sistemas combinados

Com o intuito de se referir a sistemas genéricos, é comum, na Fisica, utilizar-se os
nomes Alice e Bob. Seguindo, pois, essa nomenclatura, os sistemas a serem combinados
apresentarao esses nomes e serao abreviados como S e Sp respectivamente. O sistema

combinado, Ssp pode ser expresso pela equacao:

Sap =S4 ® Sp. (2.12)

A equacao (2.12) representa um produto tensorial utilizado para expressar um
estado combinado baseado nos sistemas A e B. Sendo assim, faz-se necessario compreender

melhor esse ferramental matematico.

2.4.1 Produto tensorial

Definicao: “Sejam U e V dois espacos vetoriais de dimensoes m e n respectivamente
sobre um mesmo corpo K. Denomina-se produto tensorial U por V a todo par (Z,$) que

satisfaca 0s sequintes axiomas:
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1. Z é um espago vetorial e p = U XV — Z é uma aplicacao bilinear de par U, V em
Z;

2. dimZ = dimU-dimV;

3. ¢(U x V) gera Z, ou seja, todo elemento de Z pode ser obtido como combinagao
linear de elementos de p(U x V') 7 (LIMA, 2012).

Com intuito de acoplar dois spins, serd abordada a construcao de matrizes de
produto tensorial a partir de componentes matriciais. Como ja se sabe os elementos
matriciais de cada sistema a ser combinado, o objetivo é junté-los diretamente. Combinando

matrizes 2x2 obtém-se uma matriz 4x4 da forma:

(2.13)

A®B - A B ApB |
AnB ApB

ou, da forma expandida:

AuBu AunBi ApBn ApbBi
A11Byy A1sBoy AxBoy ApB

A B | 4B Anbyn AuBy Anbx | (2.14)
AnBin AnBia AgpBi AxnBis

A2IBQI A21B22 A22321 A22B22

Essa forma de multiplicagao é denominada de produto de Kronecker. Generalizando, o
produto Kronecker de uma matriz mxn por uma matriz pxq resulta em uma matriz

mpxnq. Aplicando, assim, esse produto para duas matrizes 2x1, obtém-se:
ai1biy
a b a11h
1) o (1) = | Gurb | (2.15)
21 b2y azn by
a21b21

Utilizando a eq. (2.15) para construir os quatro possiveis estados de dois spins acoplados

cujas bases sao indicadas nas eqs. (2.6), (2.7), tem-se:

1
1 1 0

|uu) = (O) ® (0) =1, (2.16)
0
0
1 0 1

|ud) = (0) ® (1) =1, (2.17)
0
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a
<
~
I
—
= O
~
®
~—
O =
~_
Il
o = O O

(2.18)
0

a- (e ()0 219
1

2.5 Combinacao de estados quanticos

Imagine dois spins relacionados a duas particulas pertencentes uma a Alice e outra
ao Bob. Essas particulas estao fixas em pontos préximos, porém distintos no espaco.
Alice e Bob tém seus proprios aparatos, A e B respectivamente, para preparar seus
estados e realizar suas medidas dos componentes de spin. Cada aparato pode ser orientado
independentemente ao longo de qualquer eixo. Sera adotado para os componentes de spin
de Alice 0,,0,,0, e para os de Bob 7,,7,,7.. Como se trata de um sistema combinado
de dois spins, o espaco de estados, originado de um produto tensorial, terd uma base de
quatro estados. Por escolha arbitraria, o estado |ab) ird indicar que o primeiro estado
proveio do sistema de Alice e o segundo, do sistema de Bob. Ou seja, sabendo que os

quatro estados que compode a base do sistema sao:
luu) | |ud) |, |du) , |dd) ,

serd compreendido que, em |ud), a medigao de Alice obteve um estado up, enquanto Bob
obteve down e assim por diante (SUSSKIND; FRIEDMAN, 2014).

Dentre os possiveis estados para sistemas combinados, o mais simples é denominado
de estado produto!. Um estado produto provém da preparacao completamente independente
de cada subsistema que compoe o sistema combinado, ou seja, Alice e Bob utilizaram
seus proprios aparatos para preparar seus spins. Matematicamente, define-se o estado

preparado por Alice como
ay [u) + ag|d) , Yoy, aq € C,
enquanto o estado preparado por Bob é definido por

Bu|u) + Bald), YBu, Ba € C.

L Livre traducio de (SUSSKIND; FRIEDMAN, 2014).




2.6. FEstados emaranhados 29

Para que um estado produto seja formado, é necessario que cada subsistema,

individualmente, seja normalizado. Sendo assim, tém-se as relacoes:

* * _
a, o, +oga, =1,

. . (2.20)
Por conseguinte, o estado produto pode ser expresso como:
lestado produto) = {ou, [u) + ag|d)} @ {8, |u) + fald) )} (2.21)

Expandindo a eq. (2.21) e pondo em fungao dos estados base do sistema combinado,

obtém-se:

lestado produto) = B, |[uu) + o, Bq |ud) + B, |du) + By |dd) . (2.22)

Essa relagao (2.22) indica que cada subsistema se comporta independentemente um do
outro, de modo que, se algo for alterado no subsistema de Bob, por exemplo, o resultado
a ser obtido pelo subsistema de Alice serd exatamente igual (SUSSKIND; FRIEDMAN;
2014).

2.6 Estados emaranhados

Os principios da Mecanica Quantica permitem que os vetores base sejam superpostos
de maneira mais geral do que em estados produtos. Portanto, um vetor descrevendo um

estado de um sistema composto pode ser escrito de forma mais geral como:
lestado genérico) = y, |uw) + Yuq |ud) + Yay, |du) + aq |dd) , Vb, ; € C. (2.23)
Nesta configuracao, s6 hd uma condicao de normalizacdo que é expressa por:

Comparando a maneira como o estado produto (2.22) foi enunciado com um estado
genérico (2.23), observa-se que ambos apresentam quatro coeficientes complexos. Ou seja,
oito pardmetros reais. Todavia, pela equagao (2.20), reduz-se em dois a quantidade de
parametros, um de cada condi¢ao de normalizacao. Sabendo que a parte complexa adiciona
um fator de fase que nao interfere nas propriedades fisicas do sistema, reduz-se em mais
dois a quantidade de parametros necessarios, mais uma vez um parametro a menos de
cada subsistema. Ou seja, para um estado produto, é necessario quatro parametros reais.
Contudo, em um estado mais abrangente, s6 ha uma condicao de normalizagdo, na eq.
(2.24), e somente um fator de fase global a ser reduzido, portanto s6 diminui em dois a

quantidade de parametros reais, sobrando assim seis. Diante desse fato, observa-se que,
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para um sistema genérico, que nao é constituido por dois sistemas independentes, tém-se
dois parametros a mais. Essa é a diferenca que caracteriza um estado emaranhado, um
estado em que hé informacoes que deixam de ser acessadas (SUSSKIND; FRIEDMAN,
2014).

Cabe entender que emaranhamento quantico nao é pautado em uma logica binaria,
de modo que existem graus de emaranhamento dependendo do sistema. Ou seja, existem
sistemas mais emaranhados do que outros. Um exemplo de um sistema com méximo grau
de emaranhamento ¢é o estado singleto que pode ser representado por:

1

V2

E importante destacar que o estado singleto ndo pode ser escrito como um estado produto,

(Jud) — |du)). (2.25)

|sing) =

pois ao tentar expressa-lo utilizando a eq. (2.22) obtém-se uma incongruéncia de valores

para os coeficientes, que acabam por assumir dois valores diferentes, 0 e %

Sistemas como o indicado acima pela eq. (2.25) sdo sistemas em que nao se é
possivel saber nada sobre os subsistemas individualmente (SUSSKIND; FRIEDMAN,
2014).

2.7 Observaveis da Alice e do Bob

Nesta secao, sera analisado como os observaveis de spin da Alice e do Bob atuam
no sistema combinado. De maneira geral, a intencao é que, ao atuar o observavel da Alice
no sistema combinado, o subsistema do Bob nao sofra nenhuma alteracao e vice e versa,
de modo que operagoes a seguir, por exemplo, sejam validas.

o, luu) = |uu) ,
o, |du) = — |du) , (2.26)

Oy |du> =l |uu> )

T, luu) = |uu) ,
T, |[du) = |du) , (2.27)
Ty |uu) = i jud) .

em que o; e T;, com i = X,y,z, Sa0, respectivamente, os observaveis de spin da Alice e do
Bob em um eixo arbitrario ¢ (SUSSKIND; FRIEDMAN, 2014).

De maneira mais precisa, o operador aplicado no sistema é, na realidade, um
operador combinado também, porém que nao interfere em um dos subsistemas. Logo, o

operador composto ¢ melhor expresso pela equagao:

o ldu) = (0. @ 1) (|d) @ [u)) = (0= |d) @ T|u)) = (= |d) @ |d)) = —|du),  (2.28)
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em que 1 é a matriz identidade. Sabendo que os operadores de spin sao representados

01
0 —2
1 0
o, = (0 _1) , (2.31)

tem-se que, efetuando o produto tensorial o, ® I matricialmente, surge a relacao abaixo:

pelas matrizes de Pauli a seguir:

10 0
0 1 0

o, ®1 = (2.32)
00 -1 0
00 0 -1

Aplicando (2.32) no estado combinado |du), expresso matricialmente em (2.18), obtém-se

o mesmo resultado encontrado em (2.28):

1 0 0 0 0 0
01 0 0]]o 0
- = — |du). (2.33)
00 -1 0 1 -1
00 0 -1 0 0

Na situagao apresentada nessa se¢ao, o objetivo foi analisar a medi¢cao de spin de um
unico subsistema, enquanto o outro permanecia inalterado. Entretanto, para medir am-

bos os subsistemas simultaneamente seria necessario a combinacdo de seus operadores

(SUSSKIND; FRIEDMAN;, 2014).

2.8 Sistemas combinados

Suponha que um individuo prepare um sistema combinado em um estado singleto
e, arbitrariamente, dé um spin para Alice e o outro para o Bob. Mesmo que ambos saibam
previamente o estado combinado, nada se pode afirmar sobre os possiveis resultados de
seus respectivos subsistemas. Portanto, para compreender melhor a fisica do sistema, faz-se
necessario construir observaveis gerados a partir da medi¢ao dos subsistemas simultanea-
mente. Observa-se que ambas as quantidades podem ser medidas simultaneamente tendo

em vista que os operadores de spin dos subsistemas o e 7 comutam entre si. Considerando
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que Alice mediu 0., Bob mediu 7, e que eles decidiram multiplicar seus resultados, tem-se

que surge um novo observavel o,7,, expresso por:

1 0 0
1 0 1 0 0 —1 0
0, RQT, = ® = (2.34)
0 —1 0 —1 0 0 —-10
0 0 0 1
Aplicando a eq. (2.34) no estado singleto, obtém-se:
1
(0.®T1,) |sing) =0, ® TZE(‘UCO — |du)) =
1 0 0 O 0 0
1 {0 -1 0 0 1 Of (2.35)
V2| 0 0 =1 0]|]0 1
0 0 0 1 0 0
= —|sing) .

Da expressao acima, (2.35), tem-se um resultado ndo muito intuitivo. Ou seja, medindo,
simultaneamente, ambos os spins ao longo do eixo z num estado singleto, tem-se como
resposta um autovalor -1 (SUSSKIND; FRIEDMAN;, 2014).

2.9 Produto externo

Para compreender o conceito de matriz densidade, faz-se necessario abordar sobre
produto externo. Como visto na Segdo 2.3, dado um bra (¢| e um ket 1)) constréi-se o
produto interno (¢|t¢). Além dessa operagao, pode-se definir outra denominada de produto

externo representada por:

[¥) (9] -

O produto externo representa um operador que pode atuar tanto em bras quanto
em kets. Cabe destacar um caso especial em que se realiza o produto externo entre um ket

e seu bra correspondente, de modo que, ao ser aplicado em um vetor qualquer, tem-se:
) (@] [A) = |) (¥]A) . (2.36)

Supondo que |1} seja normalizada, o operador |¢) ()| é denominado de operador
projecao, em que ele projeta um vetor arbitrario |A) na dire¢ao de [¢), ou seja, com O:
H — H, sendo O = |¢) (¢], tem-se que:

[A) € H = OA) = [¢) ((¢¥]4)),
(Al e 1" = (A0 = ((A]p) (¢l

Esse operador possui algumas propriedades como:
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1. Operadores projecao sao hermitianos.

2. O vetor [1)) é o autovetor de seu operador proje¢ao com autovalor igual a 1,
) (@] [¢) = |¢) .

3. Qualquer vetor ortogonal a [¢) é um autovetor cujo autovalor é zero.

4. O quadrado do operador projecao ¢é igual a ele mesmo,

W) (V] = ) (|
(SUSSKIND; FRIEDMAN, 2014).

Nao obstante, um importante teorema faz-se relevante enunciar:

Teorema: “O valor esperado de qualquer observdvel L atuando em |¢) é dado por:

(W[Ll) = Tr([¢) (¥ L) (2.37)

em que Tr é o tragco de um operador, ou qualquer matriz quadrada, e é definido como:
TrL= Z (1|Ll7) . (2.38)

representando, assim, a soma da diagonal principal, em que ¢ representa uma base arbitraria.

2.10 Matriz densidade

Frente a todas as discussoes construidas até esta secao, foi suposto que o estado
do spin era conhecido. Todavia, na maioria dos casos, nao se sabe muito sobre o estado
em que o spin se encontra e sim sobre possiveis estados nos quais ele pode se encontrar.
Supondo que Alice prepare um spin no estado 1, tem-se que o valor esperado de qualquer

observavel L caso Bob realize uma medida é:

(V[Ll) = Tr ([¢) (| L). (2.39)

Por outro lado, caso Alice tenha preparado o spin em uma estado ¢, o valor esperado sera:

(9L|¢) = Tr (|¢) (6| L). (2.40)

Tendo em vista que Bob desconhece como Alice preparou o sistema dela, assume-se

que o valor esperado sera expresso por uma combinacao dos estados anteriores com igual
probabilidade:

(L) = 2T () (4] T) + 5 T () (9] L) (2.41)
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(SUSSKIND; FRIEDMAN, 2014).

Essa relagao pode ser escrita como:
(L) = Tr pL, (2.42)

em que p é:

p= 514} 6]+ 516) (ol (2.43)

Nesse contexto, p é denominado de matriz densidade. Nela, estd contida toda
a informacao que Bob sabe a respeito do spin preparado por Alice. Em (2.43), tem-se
que ela representa a soma dos operadores projecoes acompanhados de suas respectivas

probabilidades. Generalizando, por conseguinte, esse conceito, tendo Alice preparado seu

spin de tal modo que ele posse ser: ¢1, ¢a, @3, ...com suas respectivas probabilidades py,
P2, P3, - .., Bob pode compactar todo seu conhecimento sobre o spin através da matriz:
p=p1|d1) (D1] + p2|92) (D2] + b3 |d3) (@5 + ... (2.44)

Se a matriz densidade expressa somente um estado possivel, tem-se, portanto, que
ela representa o operador projecao daquele estado sobre esse estado. Quando isso ocorre,
diz-se que o estado é puro. Entretanto, geralmente, a matriz densidade é composta por
uma combinagao de varios estados e, por isso, denomina-se o estado gerado por essa matriz
densidade como estado misto (SUSSKIND; FRIEDMAN, 2014).

De forma mais precisa, a matriz densidade é, primeiramente, um operador que
possui representacao matricial ao tomar-se uma base arbitraria. Com isso, supondo uma

base |a) qualquer, os elementos da matriz do operador densidade podem ser escritos como:

Paa’ = <a|p|a/> . (245)



35

3 Quantificacao do emaranhamento de pares

O emaranhamento quantico é utilizado nas mais diversas aplica¢des da computacao
quantica como um recurso fisico capaz de realizar tarefas de processamento e transmissao
de informagoes. Para tal, é necessario quantificar o emaranhamento, assim como sao
quantificadas outras grandezas fisicas. Nesta secao, serao analisadas algumas quantidades
utilizadas na quantificagdo do emaranhamento de pares de sistemas de dimensoes arbitrarias
inteiras Dy e Dy (SOUZA, 2008).

3.1 Entropia de Von Neumann

Tendo em vista que, quanto mais emaranhado ¢ um sistema, menos sabe-se sobre
seus subsistemas, é intuitivo imaginar que a falta de informacao sobre cada constituinte seja
uma boa forma de quantificar o emaranhamento de um par. Considerando / a informacao

sobre um evento e p a probabilidade de ocorréncia desse, pode-se escrever:
Z=1/p. (3.1)

Pela (3.1), observa-se que, quanto mais improvavel é um evento ocorrer, mais informagao
pode-se extrair desse sistema, ou seja, associa-se informacao a falta dessa. Cabe entender que
eventos recorrentes, frequentes, nao fornecem nenhuma informagao nova sobre determinado
contexto. Contudo, anomalias, situagoes inesperadas abrem margem para um estudo mais
apurado do que esta ocorrendo no sistema a ser estudado. Portanto, quanto mais raro
é um evento, mais informacao sobre o sistema pode ser retirada. Por isso, na eq. (3.1),

toma-se o inverso da probabilidade de um evento ocorrer.

Sabendo que a exigéncia minima para uma funcdo que quantifica a falta de infor-

macao é que ela seja aditiva para eventos independentes, tem-se que:
Tz =1y + 1y,

em que 75 é a falta de informacao total, Z;, e Z, sao as faltas de informacao respectivas

dos eventos 1 e 2.
Da teoria de probabilidades, sabe-se que, a probabilidade combinada de eventos
independentes é expressa por:

P12 = P1P2
Isso implica que Z15 = 1/p1o. Entretanto, pela defini¢ao da eq. (3.1), nota-se que:

1 1 1 1
Tyo=—=—+#—+—=11+1.
D12 Pip2 b1 D2
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Com o intuito de se recuperar a propriedade de aditividade, aplica-se logaritmo a Z, de

modo que:

1
7 = log, b log,p~! = —log, p (3.2)
(MAZIERO, 2015).

Agora, suponha que eventos sejam associados a uma variavel aleatéria X, que
assume um conjunto discreto, finito e inteiro de valores {z;}! ,, com probabilidades
respectivas {p;}"_;. Por exemplo, imaginando um sistema cldssico que assume dois estados,
pode-se imaginar uma moeda que ora da cara ora coroa. Com isso, mede-se a incerteza
média sobre o valor de X utilizando a média de informacao dos eventos individuais através
da distribuigao de probabilidades {p;}!;:

n

H({p:}) = > _pi(=logpi) = = >_pilog, pi, (33)
i=1 i=1
em que H({p;}) é denominada de entropia de Shannon e foi utilizada como base para
teoria classica de informagao (MAZIERO, 2015) .

Visto que uma matriz densidade representa uma distribuicao de probabilidades,
(2.44), usa-se raciocinio andlogo a (3.3) para se calcular a falta de informagao de um estado,

fazendo surgir a denominada entropia de von Neumann definida por:

S(p) = —Tr(plogy p). (3.4)

Sabe-se que, em estados puros, S(p) = 0, indicando um estado cuja informagao é completa.
Ja, para misturas estatisticas, S(p) # 0. Em termos operacionais, a entropia é melhor

definida como:

S(0) = — Y& los (35)
em que &; sao os autovalores de p.

De maneira mais simplificada, costuma-se calcular a entropia de um subsistema
através da respectiva matriz de densidade reduzida que representa individualmente esse
subsistema. Nomeia-se essa entropia de SE(p). Para estados separdveis, SE(p) = 0,
enquanto, para estados emaranhados, 0 < SE(p) < log, D, em que D é a dimensao
do subsistema. Caso SE(p) = log, D, obtem-se um estado maximamente emaranhado
(SOUZA, 2008).

3.2 Estados mistos

No contexto de estados puros, o cdlculo da entropia de Von Neumann é considerada
util, pois é uma maneira eficaz de determinar se um estado é puro. Todavia, para estados

mistos, SE(p) nao é utilizada mais para quantificar o emaranhamento, visto que cada
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subsistema pode apresentar entropia nula, ainda que o estado geral do sistema seja

emaranhado ou vice-versa, cada subsistema pode apresentar entropia diferente de zero
ainda que o sistema geral seja separavel (SOUZA, 2008; WOOTTERS, 2001).

Tratando-se de estados mistos, nao ha somente uma forma de quantificar o emara-
nhamento. Contudo, o consenso entre os fisicos do que caracteriza uma boa medida de

emaranhamento F/(p) deve atender a alguns requisitos como:

e Se p for separédvel, entao E(p) = 0.

Essa condicao indica que, para estados puros, ou seja, separaveis, ao se medir uma

quantidade arbitraria de emaranhamento, ela deve ser necessariamente zero.

e O grau de emaranhamento de p nao pode aumentar devido a operagoes locais com

comunicagao classica (OLCC), ou seja:
E(Torce(p)) < E(p) -

Entende-se como operacoes locais com comunicacao classica procedimentos que nao

interferem no estado emaranhado entre dois subsistemas S4 e Sg.

Suponha que Alice realize uma operacao unitaria Uy em seu subsistema, enquanto
Bob faz o mesmo em seu préprio subsistema através de Ug. Pode-se expressar o

resultado combinado dessa operagao no sistema S4p como:
Us@Ug . (3.6)

E evidente concluir que essas operacoes podem ser feitas nos respectivos subsistemas
estando esses separados espacialmente e nao interagindo entre si. A esse tipo de
operagao, em (3.6), dd-se o nome de Operagao Local Unitéria (CORNELIO, 2008).

Além dessa operacao, ha outras as quais Alice e Bob podem realizar em seus
subsistemas: eles podem interagir com sistemas locais auxiliares. Para que as medidas
realizadas dessas interagoes sejam uteis, é relevante que Alice e Bob possam comunicar
classicamente, um ao outro, os resultados obtidos. Essas habilidades adicionais fazem
com que Alice e Bob possam realizar operagoes mais complexas que operacoes locais

unitarias, sendo elas:
— Operagoes Locais com Comunicagao Classica (OLCC): sdo aquelas cuja proba-
bilidade de sucesso p é igual a 1.
— Operagoes Locais Estocasticas com Comnunicagao Cléssica (OLECC): sao

aquelas cuja probabilidade de sucesso é 0 < p <1 (CORNELIO, 2008).

e Normalizacao: o emaranhamento de um estado maximamente emaranhado p de um

sistema D ® D deve ser dado por:

E(p) =1log, D .
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Condicao essa que pode ser visualizada satisfeita na Entropia de von Neumann.

Continuidade: No limite em que a distancia entre dois estados tende a zero, a

diferenca entre seus emaranhamentos deve tender a zero, isto é:
E(p) = E(s) = 0
para D(pl||s) — 0, em que D(p||s) é uma fungao de distancia a ser definida.

Aditividade: O emaranhamento de n cépias idénticas de p deve ser igual a n vezes o

emaranhamento de uma cépia, isto é ':

E(p™") =nE(p) .

Subaditividade: O emaranhamento do produto tensorial de dois estados nao deve ser

maior que a soma do emaranhamento de cada estado, ou seja:
E(p®<) < E(p) + E(s) -

Essa condicao indica que nao é possivel criar emaranhamento maior do que aquele

originado pela soma do emaranhamento gerado produto tensorial de dois estados.

Convezidade: O emaranhamento deve ser uma fungao convexa, isto é:
E(kp+ (1 - r)s) < kE(p) + (1 — k) E(s),

em que 0 < xk < 1.

Cabe destacar que os requisitos enunciados acima sao os considerados minimamente neces-

sarios, porém essa questao ainda permanece em aberto. Frente a isso, serda dado destaque

as trés medidas mais estudadas atualmente que sdo: emaranhamento da formagao, entropia
relativa do emaranhamento e emaranhamento destilavel (SOUZA, 2008; WOOTTERS,
2001).

Emaranhamento da Formacgao EF(p): é definido como o emaranhamento irre-

dutivel de um estado misto. O conceito é estabelecido por uma média do emaranhamento

da mistura de estados puros.

Entretanto, para um mesmo estado misto, ha diversas decomposi¢oes possiveis. Por

exemplo, dada a matriz densidade:

1

®?:1 pi, para p; iguais.
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tem-se que essa pode ser construida a partir de misturas uniformes de estados de Bell
(eq. (4.16) - eq. (4.19)), bem como misturas uniformes da base computacional. Todavia,
ainda que uma mistura estatistica possa ter diversas decomposi¢oes diferentes, a média de
entropia de cada uma delas é diferente. Portanto, para se obter o menor emaranhemnto
possivel, utiliza-se a decomposicdo que apresenta a menor média. Em sistemas Ho ® Ha,
essa base indica a quantidade de singletos que sao necessarios ser compartilhados entre
dois subsistemas para gerar um determinado estado emaranhado através de operagoes
locais (VEDRAL; PLENIO, 1997).

Sendo assim, define-se o emaranhamento da formagao como:
EF(p) = min ZpiSE(p). (3.7)

Em sistemas Hy ® Hs, 0 emaranhamento da formacao assume a forma analitica expressa

por:
L+VI=C?

2 )
tal que C' ¢ denominada concordancia ? A concordancia ¢ uma quantidade definida por:

O (RGN

em que ©; sao os autovalores de R = p(o,®0,)p*(0,®0,), rotulados em ordem decrescente
(WOOTTERS, 1997; SOUZA, 2008).

EF = —zlog, (x) — (1 —z)logy (1 — x),z = (3.8)

Como a concordancia é uma funcao monotonica de emaranhamento da formacao,
pode ser utilizada por si s6 como medida de emaranhamento, embora, diferentemente
do emaranhamento da formacao, ela possua um significado fisico menor (SOUZA, 2008;
WOOTTERS, 2001).

Entropia Relativa de Emaranhamento Fgr(p): é definida como a medida que
determina menor distancia D(p||s) entre um estado emaranhado p e o estado separavel ¢
mais proximo. Ou seja, mede-se a distancia entre duas matrizes de densidade, como pode

ser visualizado na Figura 3.

Apesar do conceito de distancia ser bastante intuitivo, é relevante se definir distancia
em um espaco vetorial, ou mais genericamente, em um espaco afim. Utilizada para distinguir
estados, ou até provar a convergéncia de algoritmos, a fungao que expressa distancia D(z,y)

entre dois pontos x e y deve satisfazer necessariamente o seguinte axioma:

e A distancia entre dois pontos D(x,y) é uma funcao positiva semi-definida e serd zero

se, e somente se, esses pontos coincidirem.

Para que a fungdo que expressa distancia seja considerada uma métrica, ela deve satisfazer

0S axiomas:

2 Livre traducdo de "concurrence"’. (WOOTTERS, 2001).
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e E simétrica de modo que D(z,y) = D(y, ).

e Satisfaz a desigualdade triangular D(z,y) < D(z,z2) + D(y,z) (BENGTSSON;
ZYCZKOWSKI, 2017).

Figura 3 — Representacao esquematica da distancia entre estados.

Os conjuntos &€ e S representam, respectivamente, o conjunto de todas as matrizes densidade
e o conjunto de todas as matrizes separaveis, enquanto p representa uma matriz densidade
nao separavel, ¢ representa uma matriz densidade separavel e D(p||s) representa a distancia
entre as matrizes densidade.

Fonte: Adaptado de Souza (2008).

Tem-se que:
Er(p) = min D(p||<), (3.9)
em que S é o conjunto de todos os estados nao emaranhados. A distancia D(pl||s) nao

necessita ser uma métrica e, tendo isso em vista, pode-se definir:
D(pl|<) = Er(p) =Tr(pInp — plng). (3.10)

Note que, em (3.10), a distancia definida pela entropia relativa de emaranhamento nao

representa uma métrica verdadeira, visto que nao é simétrica e nao satisfaz a desigualdade

triangular (VEDRAL; PLENIO, 1997).

Vale destacar que existem outros quantificadores de emaranhamento que se baseiam
em uma distancia D definida em um conjunto de matrizes tais como (AMARAL, 2010;

VEDRAL; PLENIO, 1997):

e Distancia de Hilbert-Schmidt: surge de um produto interno expresso no espaco

vetorial de matrizes como:

(A, B) g = Tr(ABY),
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que origina a norma:

1 Al[3s = Tr(AAT),
fazendo com que a distancia de Hilbert-Schmidt seja definida como:

Dys(A,B) = ||A = Bllus -

e Distancia do trago: ¢ definida como:
1
Dr.(A,B) = §(|A - B|).

e Métrica de Bures: é definida como:

Dp(plls) =2 =24/ F(p,s),

em que F é denominada de fidelidade e é expressa por:
2
F(p,s) = [TT( \/EP\/E)] :

Emaranhamento Destilavel Ep(p): é definida como uma quantidade que indica
o quanto de emaranhamento é possivel se obter de um determinado estado (SOUZA, 2008).
Com intuito de compreender o emaranhamento destilavel, faz-se necessario considerar um
processo de destilagao tal que:
PO )
em que p representa um estado ndo maximamente emaranhado, |¢)_) representa um estado
maximamente emaranhado. A ideia dessa medida é transformar, através de operacoes

locais e comunicacao classica, n copias de um estado p em um ntimero m menor de cépias
de [¢_) com emaranhamento “concentrado” (AMARAL, 2010).

Sendo assim, define-se como Emaranhamento Destilavel o valor maximo da razao
m/n quando n tende ao infinito, ou seja:

(3.11)

.m
Ep(p) = max |:nh—>Igo n} ;

em que a maximizagao é realizada sobre todos os protocolos de destilagao (SOUZA, 2008).

Concomitantemente a essa medida de emaranhamento, tem-se o Custo de Emara-
nhamento (E¢). Essa expressa o quao dispendioso é criar um estado emaranhado arbitrario,
ou seja, o grau de emaranhamento requerido para gerar um determinado estado. De ma-
neira dual ao Emaranhamento Destilavel, faz-se necessario considerar um processo de
diluicao tal que:

) OB pon
Esse processo faz o oposto que o processo de destilagdo, tendo o objetivo de transformar m
copias de um estado de maximo emaranhamento [¢)_) em um ndmero n menor de cépias

de um estado emaranhado genérico p.
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Sendo assim, define-se como Custo de Emaranhamento o valor minimo da razao
m/n quando n tende ao infinito, ou seja:

(3.12)

. ... m
Ep(p) = min [nh_{lc}o n] ;

em que a minimizagao é realizada sobre todos os protocolos de diluigao (SOUZA, 2008;
BRUSS, 2002; AMARAL, 2010).
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4 Critérios de separabilidade e Deteccao do

Emaranhamento

Como visto anteriormente, dado um sistema quéantico composto pelos subsistemas
A e B, associados respectivamente a H, e Hy, um estado [¢)) é considerado separdvel se

esse satisfizer a seguinte equacao:

¥) = lYa) @ [¥s) (4.1)

em que |[4) € Hy e ) € Hp. Caso contrario, o estado é denominado emaranhado

(SOUZA, 2008).

Sendo assim, o estado |¢)) = |00), por exemplo, é considerado um estado separavel,
jé que |00) = |0) ® |0), enquanto o estado singleto é dito emaranhado, pois nao é possivel
decompo-lo em subsistemas. Além disso, para um sistema composto por N subsistemas, a

generalizacao da eq. (4.1) pode ser realizada.

Tendo em vista que hé diferentes graus de emaranhamento para um sistema, ha
também diferentes graus de separabilidade e, portanto, torna-se relevante distingui-los.
Sendo assim, diz-se que um estado puro de um sistema formado por N constituintes é
k-separavel, ou seja, possui k subsistemas nao emaranhados se esse puder ser escrito como

um produto tensorial de k estados de modo que:

) =10 ©¢), ® ... @ ¢),, - (4.2)

Caso k=N, o estado é denominado de separavel, ao passo que, se k<N, algumas constituintes

do estado encontram-se emaranhados, enquanto outros permanecem separaveis (SOUZA,
2008).

De maneira analoga, uma matriz densidade p é considerada k-separavel se puder

ser expressa como uma mistura de estados k-separaveis tal que:

P=D Dip1i®p2;i @ ... Q pr; - (4.3)

Denominando A o observavel de Alice e B o observavel de Bob, pode-se, entao,

estabelecer a correlagao entre eles pela seguinte equacao:
C(A, B) = (AB) - (4) (B), (4.4)

em que (A) é o valor esperado de A, (B) é o valor esperado de B e (AB) é o valor esperado

do produto dos observaveis.
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Para estados separaveis, a correlagao entre os observaveis é zero, enquanto, para
estados emaranhados, esse valor é diferente de zero e pertence ao intervalo de -1 a 1.
Quanto maior a magnitude da correlacdo, mais emaranhado o sistema se encontra, sendo os
valores extremos indicadores da maior correlagao possivel negativa ou positiva (SUSSKIND;
FRIEDMAN, 2014).

A saber, existem muitos métodos que auxiliam aferir se, dado um estado quantico,
esse é emaranhado ou nao. Para estados puros, essa determinacao é relativamente fécil,
contudo, para estados mistos, a situagao ¢ mais complicada, pois nao ha um método padrao
a ser aplicado sobre qualquer estado - de dimensoes e niimero de particulas arbitrarias.
Ainda assim, existem alguns métodos simples para estados em dimensoes de espagos de
Hilbert menores (KRAMMER, 2005).

Nesse contexto, é relevante distinguir os métodos de deteccao de emaranhamento
em critérios de separabilidade nao operacionais e operacionais. Denomina-se critério de
separabilidade nao operacional aquele que nao possui um procedimento fixo a ser efetuado

sobre um estado, enquanto os critérios operacionais possuem (KRAMMER, 2005).

Concomitantemente a isso, os critérios de separabilidade podem divididos entre
critérios de condicdo de necessidade e critérios de condi¢ao de necessidade e suficiéncia.
Uma condicao de necessidade para separabilidade é aquela que precisa ser satisfeita
por todos os estados separaveis. Portanto, caso um estado nao satisfaca uma condicao
de necessidade, ele, necessariamente, ¢ um estado emaranhado. Todavia, se um estado
satisfizer essa condig¢ao, nada se pode concluir sobre ele. Por outro lado, uma condicao
de necessidade e suficiéncia para separabilidade implica que, caso essa seja satisfeita, o
estado obrigatoriamente é separavel (KRAMMER, 2005).

A seguir, nas proximas secoes, serao abordados alguns desses critérios.

4.1 Teste da matriz densidade

Para se calcular a correlagao entre os subsistemas, é necessario conhecer nao
somente ambos os subsistemas, como também a funcao de onda do sistema. Todavia,
¢é possivel checar facilmente se um sistema é emaranhado por um critério de condicao
de necessidade em que se analisa apenas uma das matrizes de densidade reduzida. Um
estado é considerado um estado produto se, e somente se, suas matrizes de densidade
reduzida sao estados puros. Essas sao obtidas quando Alice negligencia o subsistema do
Bob ou vice-versa, ou seja, observa-se, somente, um dos subsistemas. Matematicamente,

isso significa tomar o trago parcial da matriz densidade, ou seja:

=Trgp,
PA BP (4.5)

pp =Trap,
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em que py representa a matriz reduzida de Alice e pp representa a matriz reduzida de

Bob. De maneira geral, os elementos das matrizes reduzidas podem ser obtidos como:

d2
(pA)mn = Z PmBmns »
= (4.6)

dl
(pB)MV - Z Pap,av,
a=1

em que dl e d2 sao as dimensoes dos espacos de Hilbert dos respectivos subsistemas
(KRAMMER, 2005).

Considerando um estado singleto, por exemplo, tem-se a seguinte matriz densidade:

0 0 0 0
0 1/2 -—-1/2 0
P (47)
0 —1/2 1/2 0
0 0 0 0

Com isso, é possivel calcular a matriz de densidade reduzida do subsistema da

(120
PA—pB—(O 1/2)- (4.8)

Sabendo que, para um estado puro, valem as relagoes:

Alice:

2 pu—
P’ =, (49)
Tr(p*) =1,
e que, para um estado misto ou emaranhado, valem as equagoes:
2
p°F P, (4.10)
Tr(p?) < 1,

tem-se que o estado singleto é um estado emaranhado, pois a matriz de densidade reduzida
da Alice nao representa um estado puro. Logo, o estado singleto nao é proveniente de um

produto tensorial de estados puros, ou seja, ndo é um estado produto (KRAMMER, 2005).

Se for suposto, por absurdo, o estado singleto como um estado produto, é possivel
ainda provar um teorema chave sobre os autovalores da matriz de densidade reduzida da

Alice. Esse teorema s6 é valido para estados ndo emaranhados e serve para identifica-los.

Teorema: “Para qualquer estado produto, a matriz de densidade reduzida da Alice
ou do Bob tem somente um tunico autovalor diferente de zero e igual a 1”7 (SUSSKIND;
FRIEDMAN, 2014).

Primeiramente, utilizando a eq. (4.5), pode-se escrever a matriz de densidade

reduzida de Alice como:

Para = V" (a)(d’) Xb: ¢"(b)o(b). (4.11)
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Todavia, como o estado do Bob é normalizado, vale:
> ¢ (b)e(b) =1,
b

e, portanto:

Para = V" (a)¥(d). (4.12)

Escrevendo a equacao dos autovalores da matriz de densidade reduzida da Alice,
tem-se que:

Zpa/,aoza/ =&y, . (4.13)

a/

Substituindo (4.12) em (4.13), obtém-se:

¢(al> ZW(Q)% =&ay . (4'14)

Da eq. (4.14), pode-se constatar algumas informagoes. Primeiramente, o termo
Z (T (a)aa

expressa um produto interno. Caso « seja ortogonal a 1, o lado direito da eq. (4.14) d&
zero, ou seja, « representa um autovetor cujo autovalor é zero. Considerando a dimensao
do subsistema de Alice igual a D4, existem D4 — 1 vetores ortogonais a v, cada um com
autovalor igual a zero. Portanto, ha uma tnica dire¢ao possivel na qual o produto interno
nao resulta em zero. De fato, ao assumir «, = ¥4, obtem-se, de fato, um autovetor com
autovalor igual a 1 (SUSSKIND; FRIEDMAN, 2014).

Por conseguinte, o teorema acima mostra que, para um estado produto composto
pelos subsistemas Alice e Bob, a matriz de densidade reduzida da Alice, ou do Bob, possui
somente um unico autovalor igual a um e todos os outros iguais a zero. Além disso, o
autovetor cujo autovalor é diferente de zero, é a funcao de onda do subsistema da Alice
1o . Nessa situacao, o subsistema de Alice encontra-se em um estado puro, ou seja, todas
as observagoes feitas nele ocorrem como se o subsistema de Bob nao existisse (SUSSKIND;
FRIEDMAN, 2014).

Em contrapartida ao estado puro, encontra-se o estado de maximo emaranhamento.
Esse estado é caracterizado por uma combinacao de subsistemas em que nada se sabe
sobre cada subsistema individualmente, muito embora o sistema como um todo seja bem
definido. O estado singleto é considerado de maximo emaranhamento, pois, ao calcular a

matriz de densidade reduzida de Alice - eq. (4.8) - obtém-se a seguinte relacao:

a',a = 75(1’ as 4.15
R (115)

em que 0, , representa o delta de Kronecker. Outros estados que apresentam o mesmo

comportamento sao aqueles que compoem a denominada base de Bell em Hs ® Ho. Sendo
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essa. 1
6) = =009 1) = ) @ 10), (4.16)

1
02) = Z(00 9 1) + 1) @ o), (4.17)
62) = (0} ® [0) — 1) ® [1)), (4.18)

2

&l

1

|¢+> = \/5

Note que a eq. (4.15) indica que a probabilidade de se obter qualquer estado

(10) ®0) + 1) @ [1)). (4.19)

arbitrario a ¢ igual para todos os possiveis estados. Logo, nada se pode concluir sobre os
subsistemas. O estado de maximo emaranhamento implica uma total falta de informacao
sobre o subsistema da Alice quando se é realizado experimentos somente em seu subsistema.
Em compensacao, acarreta uma forte correlacao entre as medidas de Alice e Bob, de modo
que, ao medir qualquer componente de seu spin, Alice sabe automaticamente o resultado

que Bob deve obter se medir o mesmo componente de seu respectivo spin.

Sendo assim, nota-se que, para cada tipo de estado, certas informagoes sao passiveis
de serem previstas, enquanto outras nao. Para um estado produto, é possivel realizar
estimativas estatisticas sobre cada subsistema individualmente, ainda que as medidas
feitas em um subsistema nao indique nada sobre o outro subsistema. Por outro lado, em
estados de maximo emaranhamento, nada se é possivel prever sobre um unico subsistema,
porém sabe-se muito sobre a relagdo entre os resultados de Alice e Bob (SUSSKIND;
FRIEDMAN, 2014).

4.2 Critérios de separabilidade nao operacionais

421 Testemunha de Emaranhamento

Teorema da Testemunha de Emaranhamento':“ Um dado estado p é emara-
nhado se, e somente se, existir um operador hermitiano A € A, denominado de testemunha

de emaranhamento, tal que:

{p, Ay =Tr Ap <0,

4.20
(¢,A)=Tr Ac>0,V¢eS,” ( )

em que S é o conjunto convexo compacto das matrizes de densidade separdveis (KRAM-
MER, 2005; TERHAL, 2000).

L Livre traducio de “The Entanglement Witness Theorem”(KRAMMER, 2005).
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Esse teorema é derivado do Teorema de Hahn-Banach (2.4), que garante que, devido
ao fato do conjunto de estados separaveis ser convexo, sempre existird um plano que separa

os estados emaranhados do conjunto de estados separdveis (KRAMMER, 2005).

Sendo assim, caracteriza-se a testemunha de emaranhamento como aquela que
define o hiperplano responsavel por gerar essa separacao. Quanto mais proximo estiver o
hiperplano delimitado pela testumanha de emaranhamento do conjunto .S, mais estados
emaranhados a testumnha serd capaz de detectar e, por conseguinte, mais otimizada ela
serd. No melhor cenario, o hiperplano definido tangenciara o conjunto S, fazendo surgir o

conceito de testemunha de emaranhaemnto 6tima (SOUZA, 2008).

Uma testemunha de emaranhamento ¢ considerada étima A, se, além da satisfazer

(4.20), existir um estado separavel ¢ € S tal que:

(6, Agpt) = 0 . (4.21)

Figura 4 — Representacao esquematica das testemunhas de emaranhamento.

EW

Os conjuntos £ e S representam, respectivamente, o conjunto de todas as matrizes
densidade e o conjunto de todas as matrizes separaveis, enquanto p representa uma matriz
densidade nao separavel e ¢ representa uma matriz densidade separavel. EW representa
uma testemunha de emaranhamento, ao passo que E'W,, representam testemunhas de
emaranhamento 6timas. Como pode-se observar, uma testemunha de emaranhamento
genérica EW cria duas regides, uma de traco positivo e outra de trago negativo.

Fonte: Adaptado de Souza (2008).

Nesse caso, a testemunha 6tima detectara mais estados emaranhados do que
qualquer outra testemunha. Para descobrir mais estados emaranhados, sao utilizadas
testemunhas em conjunto. Na Figura 4, é possivel visualizar, esquematicamente, a diferenca
entre uma testemunha de emaranhamento 6tima e as demais, bem como a delimitagao

que o plano gerado por elas faz.
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4.2.2 Mapas positivos

Define-se como mapa positivo um mapa linear
QA — A,
que age em um estado p de forma que:
Q(p) >0, p>0, (4.22)
em que p > 0 significa que a matriz p é positiva semi-definida, isto é, os autovalores de p

nao sao negativos (KRAMMER, 2005; SOUZA, 2008).

E relevante destacar que a extensdo de uma mapa positivo (I ® Q) nao é necessari-
amente positiva, o que faz surgir a definicio de mapa completamente positivo. Define-se

como mapa completamente positivo o mapa
ﬂd®Q IMd@.Al —>Md®A2, (423)
que permanecer positivo para todo d = 2,3,4 ..., em que 1, representa a matriz identidade

do espago matricial M, de todas as matrizes d x d (KRAMMER, 2005; SOUZA, 2008).

Defronte ao conceito de mapas positivos e ao Teorema da Testemunha de Emara-

nhamento, surge o teorema:

Teorema do Mapa Positivo®: “Um estado bipartido p é separdvel se, e somente
se,
(I ®$) >0, ¥ mapa positivo Q2 .” (4.24)

Aplicando (4.24) sobre um estado separavel, tem-se:
= A
(1®Q)p=13 pip! ®QpP) . (4.25)
i=1
Pela definicdo (4.22) nota-se que tanto p:* quanto Q(p?) sdo nao negativos. Por conseguinte,
(I ® Q)p é ndo negativo. Contudo, para estados emaranhados,
(1®0)p <0, (4.26)
visto que somente estados separdaveis posssuem extensao nao negativa, ou seja, (1 ® )
nao representa um mapa completamente positivo (SOUZA, 2008).

Vale destacar que a relacao empregada em (4.24) pode ser utilizada em sistema com
mais de duas particulas, todavia, nesses casos, essa condi¢ao deixa de ser uma condi¢ao de
necessidade e suficiéncia e passa a ser uma condi¢ao de necessidade apenas, ou seja, caso

seja obtido (1 ® Q)p < 0, infere-se que estado seja emaranhado, porém, caso (1 ® Q)p > 0

2 Livre traducdo de “The Positive Map Theorem” (KRAMMER, 2005).
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nada se pode concluir a respeito. A menos que seja demonstrado que, para todos os mapas

possiveis, todas as extensoes {2(p) sao positivas (SOUZA, 2008).

Um exemplo de um importante mapa positivo é a transposicao 7. Para mostrar
que esse nao representa um mapa completamente positivo para estados emaranhados, sera
utilizado um estado que compoe a base de Bell. Portanto, substituindo (4.19) em (4.26)

deseja-se mostrar que:
(1@ Q)]64) (64] < 0. (4.27)

Escrevendo (4.19) na forma matricial, tem-se que:

1/2 0 0 1/2
0 00 O

[91) (04| = 0 00 0 (4.28)
1/2 0 0 1/2

E possivel checar a positividade desse estado calculando seus autovalores que sao: {1,0,0,0}.
Aplicando, agora, (1 ® €2) no estado observa-se que a transposi¢do ocorre somente em
um dos subsistemas, ou seja, é realizada uma transposicao parcial do sistema, P7T, como

indicado em (4.25). Sendo assim:
PT = (IL ® Q)(pmu,nu) = (prTnIiL,nu) = (pmVJw)' (4'29)
Utilizando (4.29) em (4.28), obtém-se:
12 0 0 0

(Ip4) (o' = . (4.30)

0 0 0 1/2

(@]
(a]
—_
~
[}
(@]

Os autovalores desse operador sao:{—1/2,1/2,1/2,1/2}. Como um dos valores é negativo,
T nao é um mapa completamente positivo (KRAMMER, 2005).

4.3 Critérios de separabilidades operacionais

4.3.1 Desigualdades de Bell

Em um artigo publicado em 1935, Albert Einstein, Boris Podolsky e Natan Rose
arguiram que a Mecanica Quantica era uma teoria incompleta, visto que ela nao satisfazia
o conceito de realismo local. Esse baseia-se nas premissas de que processos de observacao
nao podem interferir nas propriedades definidas de um objeto fisico, bem como medidas
realizadas por um observador nao podem influenciar medidas realizadas por um outro

observador quando esses se encontram a uma distancia em que a troca de informacao seja

impossivel (SOUZA, 2008).
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Surgiu, assim, o denominado Paradoxo EPR. Segundo os autores, ao supor como
verdadeiros quesitos como realismo e localidade - exigéncias essas aparentemente necessarias
- a Mecanica Quantica apresentava contradi¢oes. Todavia, o formalismo tal qual foi

formulado era bastante acurado e ia ao encontro dos resultados obtidos experimentalmente
(SOUZA, 2008).

Visando solucionar o aparente oximoro, eles propuseram a existéncia de um con-
junto de variaveis extras no sistema denominadas de variaveis ocultas. Esse conjunto seria
capaz, em tese, de reproduzir os resultados ja previstos pela Quantica, ajustando-a ao
realismo local. Contudo, em artigo publicado em 1964, John Bell desenvolveu, matemati-
camente, o que, atualmente, sdo conhecidas como Desigualdades de Bell que indicam uma
incompatibilidade entre a Mecanica Quantica e a proposta de variaveis ocultas. Frente a
essas desigualdades, constatou-se que qualquer estado puro emaranhado apresenta alguma
inconsisténcia com o principio de realismo local, isto é, sistemas emaranhados violam as

desigualdades de Bell (SOUZA, 2008).

As Desigualdades de Bell apresentam diversas formas, sendo a desigualdade de Clau-
ser, Horne, Shimony e Holt (CHSH) a forma mais estudada e testada experimentalmente

e, por conseguinte, sera a forma a ser analisada.

4.3.1.1 Desigualdade de CHSH

Considere, primeiramente, um sistema composto por dois qubits preparados em
um estado arbitrario ¢. Um qubit (Quantum Binary Digit) é o andlogo quantico de um

bit e pode ser expresso como:

o) = a[0) + B |1). (4.31)

Esses 2 qubits sao separados e enviados cada um para um observador diferente - Alice e
Bob por exemplo. Alice pode optar por medir o observavel 1 em seu subsistema (A;) ou o
observavel 2 (A,), enquanto Bob pode fazer o mesmo medindo esses observéaveis em seu
qubit - By ou By. A saber, o observavel 1 e o observavel 2 s6 podem assumir os valores +1
ou -1. Com isso, Alice e Bob, ao receberem seus qubits, escolhem arbitrariamente qual dos
dois observaveis irao medir, anotam seus resultados e se encontram depois para averiguar

a correlagao entre suas medidas.

Sob a premissa do realismo, o resultado obtido de cada medida é completamente
ditado por um conjunto de variaveis ocultas A. Logo, a funcao correlacdo pode ser expressa

como:
B(i.j) = [ Fha.b)a(ri. )b\ i) (4:32)
em que f(A, a,b) é a distribuicdo de probabilidade do sistema em um estado no qual o

resultado da medida A; do subsistema da Alice é a(\, 4, j) e o resultado da medida B; do
subsistema do Bob é b(\, 4, j) (SOUZA, 2008).
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Tendo isso em vista, define-se uma quantidade C HSH tal que:

CHSH = E(1,1)+ E(2,1) + E(1,2) — E(2,2) =
= [ 10 a.b)a(n DB DA+ [ £ a,b)a(x, 2)b(\, 1)dA (4.33)
+ [ FOvabal0 Db 2)dA = [ £\ a,b)a(r, 2)b(2, 2)dA

Supondo localidade, medidas realizadas por observadores diferentes remotamente separados
nao sao dependentes, portanto a(\,,j) = a(X, i) e b(\,i,7) = b(A, j). Sendo assim, tem-se

que:

a(\ 1b(A, 1) + a(X, 2)b(A, 1) + a(A, 1)b(A, 2) — a(), 2)b(A, 2) =

(4.34)
a(\, D[b(A, 1)+ b(A, 2)] + a(, 2)[b(X, 1) — b(A, 2)].

Lembrando que os valores assumidos pelas medidas realizadas sao +1 ou -1, constata-se

que a eq. (4.34) pode assumir como valores maximo +2 e minimo -2. Logo:

—-2< /f(/\, a,b)a(X, 1)b(A, 1) + a(X, 2)b(A, 1) + a(A, 1)b(A, 2) — a(X, 2)b(A, 2)]dN < 2.
(4.35)
De (4.33) e (4.35), conclui-se que:

—2< CHSH < 2. (4.36)

A eq. (4.36) representa a Desigualdade de Clauser, Horne, Shimony e Holt (CHSH)
que ¢ valida para todos os sistemas em que as premissas de realismo e localidade se aplicam.
Nota-se, no entanto, que, para sistemas quanticos, os limites dessa mesma quantidade
CHSH sao £2v/2. Esses limites sdo denominados limites de Tsirelson e comprovam que,
em determinadas situacoes de sistemas emaranhados, como mostrado na Figura 5, a

Mecanica Quantica viola a Desigualdade de CHSH, nao atendendo, por conseguinte, os
principios de realismo e localidade (SOUZA, 2008).
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Figura 5 — Representacao esquematica da Desigualdade CHSH.

CHSH Limite de Tsirelson
2D o Ponto local
2 —_-—— = = - = - — -
_2 [
—2/2 F - me- -

O quadrado apresentado representa a regiao £ na qual os limites classicos sao satisfeitos e,
portanto, principios classicos sao validos. O circulo apresentado representa a regiao Q na
qual sistemas quanticos se encontram. Portanto, a regiao externa ao quadrado e interna
ao circulo representa sistemas quanticos emaranhados nos quais premissas classicas nao se
aplicam.

Fonte: Adaptado de Stanescu (2016).

4.4 Testes experimentais

A violagao das Desigualdades de CHSH tem sido constatada desde a década de 70
com diversos experimentos apontando que os conceitos de realismo e localidade nao se
aplicam a Mecanica Quantica. Todavia, ha dois possiveis problemas associados a esses
experimentos que ainda abrem margem para o questionamento das Desigualdades de Bell.

Sao eles a fuga da localidade, ou fuga do cone de luz, e a fuga da detecgao (SOUZA, 2008).

A fuga da localidade ocorre quando a deteccao de cada particula é realizada em
um intervalo de tempo capaz de permitir que a luz percorra a distancia entre um detector
e outro, enquanto a fuga de detecgao esta relacionada a eficiéncia do aparato experimental.
Imperfeigoes associadas ao aparato fazem com que apenas um subconjunto do total de
particulas emaranhadas seja detectado, gerando, assim, duvidas se, de fato, o subconjunto
medido retrata fidedignamente o conjunto. Nesse caso, ainda que um pequeno subconjunto
violasse as Desigualdades de Bell, o conjunto todo nao necessariamente as violaria. Diante

desse debate, foi desenvolvida a seguinte relagao para a Desigualdade de CHSH:

- (% - 2) < CHSH < + (% - 2) : (4.37)
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em que 7 é a eficiéncia da detecgao (GARG; MERMIN, 1987; SOUZA, 2008).

Sendo assim, um estado que viole maximalmente (4.36), s6 serd violado em (4.37)
caso 1> 2(v/2 —1) ~ 82% (SOUZA, 2008).
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5 Computacao Quantica, Desigualdades de
Bell e RMN

Devido ao fato do emaranhamento quantico ser um assunto que ainda gera diver-
géncias na comunidade cientifica, muitos experimentos e estudos sao realizados com intuito
de compreender as Desigualdades de Bell e suas violagoes. Esses experimentos costumam
ser de Optica, nos quais se utilizam fétons como qubits. Neste trabalho, foram estudadas
simulagoes comparadas a um experimento RMN no qual spins nucleares assumem o papel
dos fotons e o efeito do campo magnético atua analogamente ao efeito do campo elétrico
na polarizagao dos fétons (SOUZA, 2008).

O intuito das simulagoes é analisar a Desigualdade CHSH (4.36) comparando o
modelo de varidveis ocultas proposto por Einstein com formalismo da Mecanica Quantica
frente a um experimento base de RMN (SOUZA, 2008). Ao final, o experimento foi
comparado também com um experimento de fétons visto a forte correspondéncia entre os
dois. Foi utilizado em RMN uma amostra liquida de cloroférmio (CHCl3) a temperatura
ambiente no qual cada molécula age como um sistema independente de dois qubits (SOUZA,
2008).

5.1 Qubits

O qubit representa a unidade basica de informacao quantica. A principal diferenca
entre um qubit e um bit é o que o primeiro é gerado pela superposicao de dois estados

(4.31), enquanto que o segundo possui somente dois estados mutuamente excludentes.

Dado um conjunto de n bits, o niimero total de variaveis necesséarias para especificar
uma determinada configuracdo desse conjunto é n (0 ou 1 para cada bit). Por outro lado,
para um conjunto com n qubtis, o niimero total de varidaveis necessarias para especificar

uma dada configuragao é 2", sendo, portanto, expressa por:
|) = 000 ... 0) +3|000... 1) +...+C|111 ... 1), (5.1)

em que «, 3, ..., ¢ € C. Antes de se realizar uma medicao nesse sistema, ele é representado
por uma superposicao de todos os estados possiveis nos quais o sistema pode se encontrar.
Como, ap6s a medicao, cada qubit pode assumir o valor 0 ou 1 e o sistema possui n
qubits, ha 2" estados possiveis desse sistema no qual, para cada um, ha uma probabilidade
associada expressa pelos coeficientes complexos como se nota na eq. (5.1) (ADAMS;
EVANS; ZWIEBACH, 2013).
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Esse fénomeno da superposicdo permite que computadores quanticos codifiquem
um numero maior de estados légicos simultaneamente, visto que eles operam sobre todos os
estados paralelamente. Essa caracteristica é denominada de paralelismo quantico (SOUZA,
2008). Para elucidar essa questdo, foi disposta, na Tabela 1, a diferenca de processamento
de um algoritmo classico para um algoritmo quantico frente a fatoracao de niimeros primos.

Nela, pode-se observar com clareza o ganho significativo do algoritmo quantico.

Tabela 1 — Tempo estimado de fatoracao de niimeros primos para o algoritmo classico e
quantico.

numero de algarismos algoritmo classico algoritmo quéantico

512 4 dias 34 segundos
1024 10° anos 4,5 minutos
2048 104 36 minutos
4096 1026 4,8 horas

Fonte: Bonk (2005).

5.2 Efeito Zeeman

No contexto da RMN, tem-se que os spins nucleares de mesma molecula submetidos
a um campo magnético constante assumem o papel de qubits, pois possuem dois autoestados
distintos bem definidos. Usualmente, utilizam-se nticleos com spins de valor 1/2 devido a
sua simplicidade, visto que esses possuem distribuicao de cargas esfericamente simétrica,
enquanto nucleos com spin maior que 1/2 apresentam momento de quadrupolo elétrico
além do dipolo magnético (PINTO, 2009; SOUZA, 2008).

Ao submeter um ntcleo atémico a um campo magnético, tem-se que os estados
do nicleo |m;) assumem valores de energia distintos devido & orientagdo do spin nuclear
em relagao a direcdo do campo aplicado. Esse fendmeno é denominado efeito Zeeman e

descreve, basicamente, a interagao do spin com um campo magnético B.

Do eletromagnetismo, tem-se que a energia de interacao entre o momento magnético

e 0 campo magnético é expressa por:

[l
E=—-p-B=—|p,|- (Bx,Bya Bz) = —(Ha By + py By + p12Bz), (5.2)
i

em que p representa o momento magnético nuclear. Sabendo que, em RMN, B é paralelo

ao eixo z, nota-se que:

B=(0, 0, By, (5.3)
e, portanto, a eq. (5.2) pode ser simplificada para:
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Paralelamente, considerando a relacao:

p=1 (5.5)

na qual I representa o momento angular de spin e v representa um constante denominada

razao giromagnética nuclear, nota-se que a eq. (5.4) pode ser escrita como:

E = —yByl.. (5.6)

A equacao (5.6) fornece a energia de acoplamento do momento magnético nuclear
com um campo magnético externo sob o formalismo da Mecanica Classico. Visto o contexto
de RMN, faz-se pertinente trabalhar com a expressao correspondente sob o formalismo
quantico:

H. = —vhByo., (5.7)

em que H, representa o hamiltoniano Zeeman e o, representa o operador de spin associado
a componente na diregao z do spin (SALINAS, 2016).

Sabendo que a frequéncia de Larmor é dada por w = vBjy, tem-se que (5.7) pode

ser reescrita como:

H, = —hwo, . (5.8)

A saber, a quantidade de estados disponiveis S para o niicleo é expressa por (SALINAS,
2016):
S=2I+1, (5.9)

de modo que, se I = 1/2, ha dois estados |¢g) e |11). Portanto, atuando H, tem-se:

hw
H. |to) = —hwo |1) = 5 o)
(5.10)

aw
H. |1/J1> = —hwo, |¢1> = +7 Y1)

Dado H. |1;) = En |¥:), nota-se que as energias associadas sdo expressas genericamente
por:
E,, = —mhwo. | (5.11)

emque m=—I,—I+1,...,1 —1,1. Portanto, da eq. (5.11), obtém-se:

By = —hw/2,

(5.12)
El - —I—hw/Q,

em que Fy e E; podem ser associadas aos estados logicos |0) e |1) respectivamente
representados na Figura 6. Assim, um sistema composto por N spins 1/2 acoplados gera
um processador quantico de N qubits (SOUZA, 2008).
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Figura 6 — Representacao dos estados 16gicos de um spin 1/2 submetido a um campo
magnético constante.

E1 = —f—hCU/Q
Y 1)
AFE = hw
Y
0
Eo = —hw/2 0)

Fonte: Adaptado de Souza (2008).

5.3 Estados pseudo puros

Em experimentos de RMN, trabalha-se com amostras macroscopicas em vez de
poucos spins. Essas amostras contém da ordem 1023 spins por unidade de volume fazendo
com que seja necessario uma abordagem pelo formalismo da matriz de densidade visto que
nao se pode acessar os estados de particulas individualmente, mas sim médias do conjunto
como um todo (SARTHOUR et al., 2002; OLIVEIRA et al., 2007). Genericamente, dada

uma base ortonormal, a matriz densidade pode ser expressa por:

P11 P12
p=1P1 P22 ---|, (5.13)

em que os elementos da diagonal da matriz densidade p;; sao denominados de populagoes,
ao passo que que os demais sao denominados de coeréncias. Fisicamente, as populagoes
expressam os possiveis estados que podem ser obtidos efetuando-se uma medigao no sistema.
Em RMN, as populagoes relacionam-se com o aumento da magnetizagao longitudinal
(eixo z), enquanto as coeréncias estdo relacionadas a magnetizacao transversal (plano zy)

gerada ao se aplicar um pulso de radiofrequéncia (OLIVEIRA et al., 2007).

A uma temperatura T, no equilibrio térmico, um sistema com hamiltoniano H

pode ser descrito como:

e~ M/ksT o= BH
peq = Zm e—Em/]cBT = Z y (514)

em que o somatoério é realizado sobre todos os autoestados do hamiltoniano H, sendo
kp a constante de Boltzmann, F,, os autovalores associados e Z a funcao de particao do

sistema que corresponde ao coeficiente de normalizagao escolhido de forma a satisfazer
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Tr(peq) =1 (OLIVEIRA et al., 2007). Da eq. (5.14), tem-se, portanto, a matriz diagonal:

o—E1/kpT 0

X
P =7 0 e fe/ksT | (5.15)

Analisando a relagao (5.15), conclui-se que sistemas em equilibrio térmico possuem co-
eréncias identicamente nulas enquanto as populagoes obedecem a uma distribuicao de
Boltzmann (OLIVEIRA et al., 2007). Seja um sistema imerso em um campo magnético
estatico By, o hamiltoniano H e as energias F,, assumem, respectivamente, as formas
expressas na eq. (5.8) e na eq. (5.11). Sendo assim, (5.14) pode ser reescrita sob as bases

geradas dos autoestados de o, como:

énMMkBT

Peq (5.16)

- I shw kT
Zs:—[e /B

em que I representa o spin (OLIVEIRA et al., 2007).

Tratando-se de um hamiltoniano relacionado a interacao de spins nucleares com
campos magnéticos, nota-se que a energia térmica serda ordens de grandeza maior se
comparada a energia magnética, ainda que em temperaturas muito baixas. Considerando,
por exemplo, p, = 3,15.1078¢V/T como o magneton nuclear para o momento magnético
de um nicleo, tem-se que, em um campo de 10 T, a energia magnética associada é de
Ey =~ 3,15.1077eV. Ao passo que, supondo uma temperatura de 4,2 K, a energia térmica
associada é de Ep = kgT ~ 3,62.10~* (SARTHOUR et al., 2002). Tal fato permite que os
fatores presentes na eq. (5.16) sejam expandidos em séries de Taylor, truncado na primeira

ordem, de modo que:

mhw[kpT o 1 4 mhw ,

€ knT

I (5.17)
Z=Tr{e "}y = Y ekl ~or 41,
s=—1

Note que a aproximagao realizada na fungao de particao vai ao encontro da eq. (5.9) visto
que ela representa todos os estados acessiveis ao sistema de spins. Com isso, tem-se que

(5.16) é expressa, em func¢ao de o, por:

1 hw
- 1+ 25, 1
Pea = 91 11 < - kBTUZ> (5.18)

Visando compreender melhor o sistema analisado em funcao das populagoes e coeréncias,

introduz-se um parametro adimensional A = k,BMT que expressa o desvio das populagoes
frente a um valor uniforme ocasionado pela aplicacao de um campo magnético estatico.
Normalmente, tem-se que A ~ 107° e determina a magnetizacao caracteristica do para-
magnetismo nuclear no equilibrio térmico (OLIVEIRA et al., 2007). Dado I =1/2 e um
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sistema com N spins, a eq. (5.18) pode ser reescrita como:

1 A
peq ~ 27N + 27NUZ . (519)

Costuma-se, todavia, introduzir o operador densidade de desvio Ap = QANO'Z, que indica a

distribuicao de populacgao de desvio, de modo que:
1
Peq ~ 27]\/ + Ap . (520)

A evolucao temporal de um operador genérico p é expressa pela equagao de

Liouville-von Neumann: _
dp i

dt  h
Analisando (5.20) junto & (5.21) surgem algumas consideragoes pertinentes. Constata-se,

[0, H] . (5.21)

inicialmente, que a parcela 2% na eq. (5.20) expressa uma populagdo de fundo uniforme-
mente distribuida que independe da aplica¢ao de um campo magnético. Além disso, devido
ao fato da matriz identidade comutar com os operadores expressos em (5.21), esse termo
nao evolui no tempo e, por conseguinte, é desconsiderado em calculos de modo que Ap
representa a parte efetivamente observada em RMN (OLIVEIRA et al.; 2007).

Cabe destacar que, devido ao fato de os niicleos atomicos obedecerem a uma
distribuicao de Boltzmann, em equilibrio térmico a temperaturas da ordem de 300 K, o
sistema encontra-se praticamente em uma distribuicao estatistica de estados. Em principio,
esse fato impossibilitaria a utilizacdo de RMN na implementacao de algoritmos quanticos,
visto que aplicar uma operagao légica em uma mistura estatistica implica desconhecer o seu
estado inicial e, por conseguinte, ndo compreender o estado final. Visando solucionar essa
questao, utilizam-se os denominados estados pseudo puros. Esses estados sao caracterizados
por uma matriz densidade que possui somente um autovalor nao degenerado associado a
um autovetor que se comporta como o autoestado do mesmo sistema de spins em um estado
puro. Em outras palavras, um estado pseudo puro é um estado misto que se comporta
como um estado puro. Isso corresponde a uma configuracao na qual hé excesso ou falta
de populagao frente as populacoes de outros niveis de energia (SHARF; HAVEL; CORY,
2000; BONK, 2005).

Tem-se que um estado pseudo puro é descrito por:

1—c¢
Ppps = 27N1 +el) (Y], 0<e<1, (5.22)

em que €, assim como A na eq. (5.19), representa um desvio para um estado arbitrario |¢)
em relacao a mistura estatistica. Como pode-se perceber, conforme o valor de € aumenta,
menor ¢ a contribuicao da populagao de fundo e maior serd a contribuicao associado
ao estado |10). Um estado puro seria, portanto, aquele no qual ¢ = 1 que caracteriza

justamente um sistema cuja matriz densidade é perfeitamente expressa por um estado
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arbitrario. Na Figura 7, é representado esquematicamente um exemplo de estado pseudo

puro correspondente a um sistema de quatro niveis de energia nao degenerados.

Figura 7 — Representagiao das populacoes dos niveis de energia de um estado pseudo puro.

nivel 3 - - - -

nivel 2 = . - - :

nivel 1 e o o e o o o

nivel 0 b L -
populagao de fundo Ap

Ap representa a distribuicao de populagao de desvio, ao passo que a populagdo de fundo
representa uma mistura estatistica de estados igualmente distribuida.

Fonte: Adaptado de Bonk (2005).

Note, na Figura 7, que, como o sistema encontra-se em equilibrio térmico a uma alta
temperatura, todos os niveis de energia possuem uma distribuicao estatistica de populacgao
de fundo, porém o nivel 1 possui um maior desvio indicando que, em uma medicao, o

estado atribuido ao sistema estudado seria o do nivel 1 (BONK, 2005).

Existem alguns métodos para a obtencao de estados pseudo puros. De maneira
geral, eles consisitem em, através de pulsos de radiofrequéncia, configurar as populagoes e
as coeréncias para que se obtenha tais estados pseudo puros (BONK, 2005). Um desses
métodos, que serd utilizado no desenvolvimento dos cédigos, é denominado média espacial.
Esse consiste em gerar uma distribuicao espacial dos estados do sistema de modo que a
matriz densidade média é pseudo pura. Essa técnica é aplicada utilizando gradientes de
campo magnético que alteram linearmente a intensidade do campo magnético ao longo
de um eixo desejado (SHARF; HAVEL; CORY, 2000). Neste trabalho, utilizou-se um

gradiente ao longo do eixo z que pode ser expresso como:

0B
G.=VB= (0, 0, az> . (5.23)

5.4 Separabilidade de estados pseudo puros

A separabilidade de estados pseudos puros ainda possui aspectos em aberto na
fisica contemporanea. A eq. (5.22) pode ser interpretada como uma matriz identidade
de um sistema cuja fracdo € encontra-se no estado puro [¢)), ao passo que o restante
estd em uma mistura estatistica completa. Todavia, através de estudos realizados em

RMN;, foi demonstrado que o parametro € interfere na separabilidade do sistema. Caso
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e < 1/(1 + 22N qualquer sistema de N qubits, descrito pela eq. (5.22), pode ser
decomposto em estados puros [¢). Paralelamente, se ¢ > 1/(1 + 2V/2), constata-se que
os estados |¢) sdo necessariamente emaranhados. Em contrapartida, sobre o intervalo

compreendido entre os dois casos apontados acima, nada foi concluido (SOUZA, 2008;
BRAUNSTEIN et al., 1999).

Cabe destacar ainda a importancia dessas considera¢oes para implementacao de
algoritmos quanticos em RMN a altas temperaturas. Elas sugerem que os experimentos
realizados em RMN nao produzem estados genuinamente emaranhados, tendo em vista que,
normalmente, A ~ 10~° é muito menor do que limite estipulado para estados separaveis
em sistemas com 2 ou 3 qubits. Mesmo aumentando o nimero de qubits, essa afirmacao
continua valida para sistemas de até aproximadamente 14 qubits (BRAUNSTEIN et al.,
1999).

Concomitantemente a isso, destaca-se que a separabilidade ou nao de estados pseu-
dos puros nao implica dificuldades impeditivas para a utilizacao de RMN em computacao
quantica. O ganho adquirido na velocidade de processamento pelo uso de algoritmos quan-

ticos continua praticamente igual ja que a separabilidade nao acarreta ganhos exponenciais
ao processo (SOUZA, 2008).

5.5 Pulso de radiofrequéncia e referencial girante

O hamiltoniano associado a um pulso de radiofrequéncia (RF) ¢é igual ao hamilto-

niano de Zeeman e pode ser expresso por:
Hrr = —H; * Brr, (5.24)

em que p, representa o momento magnético do spin de indice ¢. Dado, portanto, um
sistema composto por spins, o hamiltoniano que descreve a interacao desses com o ambiente
externo ¢ expresso pela soma das contribuicoes do campo estatico longitudinal com o

campo magnético oscilante transversal gerado pelo pulso de RF de modo que:

Hext - Hz + %RF . (525)

Na auséncia de qualquer campo magnético, o sistema composto por diversos spins
possui uma resposta magnética nula visto que o momento magnético deles dispoem-se
aleatoriamente no espaco. Nesse caso, diz-se que os spins estdo em incoeréncia de fase e,
portanto, a soma das projecoes ao longo de um eixo arbitrario de u; sobre toda populacao
é zero. Contudo, ao se aplicar um campo magnético estatico externo B, os spins se alinham
na direcao dele gerando uma resposta macroscopica denominada de magnetizagao expressa

por:
M=> pu,. (5.26)
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Essa interagao, denominada interacao Zeeman, como visto na Secao 5.2, acarreta um

movimento de precessao dos spins, visualizado na Figura 8, que é regido pela equagao:

iU B. (5.27)

Figura 8 — Precessao do spin ao redor de um campo magnético By com frequéncia w
aplicado na direcao z.

By

e S

Fonte: O autor.

Ao se alinharem, o sistema atinge uma condicao de equilibrio que é perturbada ao
se incidir um pulso de RF. Esse pulso, usualmente aplicado no plano transversal ao campo
magnético estatico, possui um campo magnético associado a radiacao magnética que pode

Ser expresso por:
Brr = 2Bjcos(w.t), (5.28)

em que w, representa a frequéncia angular do pulso e B; é o campo magnético associado a
Bgrr (SILVA, 2015). Logo, durante a aplicagao do puslo de RF, o campo magnético total

sentido pelos spins é dado por:
B(t) = B + Bir. (529)

Seja um pulso de RF gerado ao longo do eixo x e um campo B descrito na eq. (5.3), tem-se

que a eq. (5.29) pode ser reescrita matricialmente como:

2Bjcos(w,t) Bjcos(w,t) Bjcos(w,t)
Bu = 0 = | Bysen(wct) | + | =Bisen(w.t) | - (5.30)
BO BO/2 BD/2

Em (5.30), interpreta-se By como a decomposigao realizada da soma das rotacoes antiho-
raria e hordria respectivamente. A expressao (5.30) fornece, portanto, o campo magnético

sentido pelos spins no referencial do laboratério. Contudo, visando simplificar a evolucao
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dos spins, opta-se por descrever o sistema sob um referencial girante cujas coordenadas
rotacionam na mesma frequéncia e sentido da frequéncia de Larmor ao redor do eixo
z. Dado que a maioria dos ntcleos, mais especificamente prétons, rotaciona no sentido
horario, como pode ser visto na Figura 8, no referencial girante, a componente do campo
de RF ficara relativamente estacionaria frente a rotagdo horaria, enquanto a componente
antihoraria rotacionara com o dobro da frequéncia de Larmor. Reescrevendo, assim, By
sob o novo referencial, obtém-se (SILVA, 2015)

2Bjcos(2wt) By
= | 2Bisen(2wt) [ + | 0 |. (5.31)
0 0

Sob esse referencial, os spins nao sentem o campo magnético estatico longitudinal By visto
que nao precessionam ao redor do eixo z. Além disso, conclui-se que os spins enxergam um
campo magnético composto por uma parte estacionaria e outra que oscila rapidamente.
Tendo em vista que essas oscilagoes rapidas nao sao capazes de gerar inclinagdes perceptiveis
frente as orientacoes originais dos spins, considera-se que, na média, o efeito delas cancela-

se. Sendo assim, o campo efetivo sentido torna-se estatico e expresso por (SILVA, 2015):

By=|0]. (5.32)

Incorporando essa mudanca de referencial, o hamiltoniano externo efetivo do sistema é
dado por:
Hep = —h(w — we)o, — hwio, (5.33)

em que w; é a frequéncia de Larmor em relagdo ao campo estético By (OLIVEIRA et al.,
2007). Nota-se, em (5.33), que, no referencial girante, o hamiltoniano do sistema torna-se
independente em relacao ao tempo. Essa condicao é importante, pois permite que esse

hamiltoniano atue como um operador de evolugao do sistema tal como:
P(t) — 6(—i/h)HtpOe(i/ﬁ)'Ht ’ (534)

em que H representa o hamiltoniano do sistema. Observa-se também que, se w, = w, (5.33)
reduz-se a:

Hep = —hwrio, . (5.35)

Quando essa condicao é satisfeita, diz-se que o pulso de RF estd em ressonancia, caso
contrario estd fora de ressonancia (OLIVEIRA et al., 2007).

5.6 Portas légicas quanticas

Portas l6gicas quanticas sao criadas por um algoritmo e utilizadas em um circuito

quantico que age sobre qubits e exprime a evolugao temporal deles. Conforme um qubit
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evolui no tempo, operacoes sao aplicadas sobre ele. Dentre essas, ha, em geral, trés
consideradas relevantes: medigoes realizadas sobre o sistema (geralmente postas no final
do circuito), portas légicas que agem somente em um qubit e portas légicas controladas
que realizam uma operagao em um qubit somente se determinada condicao em outro qubit
for satisfeita (SOUZA, 2008).

A criagao de portas logicas varia de acordo com o computador quantico utilizado.
Em RMN, as portas sao implementadas através de pulsos de ondas eletromagnéticas
com propriedades adequadas aliados as evolugoes livres determinadas pelo hamiltoniano
do sistema. Analisando as transi¢oes caracteristicas do sistema e considerando os spins
nucleares imersos em um campo estatico da ordem de poucos teslas, nota-se que o gap
entre os niveis de energia varia de 107 eV a 107 eV. Essas transicoes podem ser induzidas
através de pulsos de radiofrequéncia (RF), que possuem frequéncias da ordem de megahertz,
criando, assim, portas logicas que agem sobre um qubit. J& as portas controladas originam-

se da combinagado de pulsos com evolugoes livres (SOUZA, 2008).
As portas que agem sobre um qubit sdo criadas através de rotagoes originadas de
pulsos de RF tal que:
10n.c
2

R(n,0) = exp (— ) , 0<6<2m |n|=1, (5.36)

em que 6 representa o angulo de rotagao ao redor do eixo . (SOUZA, 2008).

Concomitantemente a isso, tem-se que o estado de um qubit, eq. (4.31), pode ser
reescrito em coordenadas esféricas tal que:
0 , 0
|p) = cos 3 |0) + € sin 2 1), V0,0 € [0,2n]. (5.37)
Pode-se interpretar, portanto, o estado de um qubit como um ponto sobre a superficie
de uma esfera, denominada esfera de Bloch, representada na Figura 9 (OLIVEIRA;

SARTHOUR, 2004).
Sabe-se também que, conforme o teorema de Bloch (NIELSEN; CHUANG, 2010),

para qualquer transformacao unitaria T atuando sobre um qubit na esfera de Bloch pode

ser decomposta como:
T = Rz, B)R(y,1)R(x,6) a,B,7,5 € R. (5.38)

Nota-se, portanto, em (5.38), que uma operacao unitéria sobre um qubit pode ser imple-
mentada utilizando-se de sucessivas rotagoes em torno de dois eixos referenciais arbitrarios

(SOUZA, 2008).

Dado um spin submetido a um pulso em ressonancia, sua evolucao, em um referencial
girante, é descrita pela transformacao (SOUZA, 2008):

cos (¢)o® — sin (¢)o¥
2

R(ng,0) = exp |i0 (5.39)
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Adotando 0 = wit,, em que w; é a amplitude e t,,, ¢ o tempo de duracao do pulso e ¢ ¢ a

fase, tem-se que:

cos (¢)o® — sin (¢p)o?
2

R(ny,0) = exp |iwi 5.40
¢ P

Observa-se que rotacoes 0 sao realizadas em torno de um eixo (contido no plano xy) 7,

determinado por ¢. A convencao adotada para ¢ é:

¢p=0— eixo —x
¢p=7/2— eixoy
¢ =7 — eixo x

¢ =3m/2 — eixo —y .

Por exemplo, um pulso de wit,, = 7 e ¢ = /2 implica uma rotagao de m ao redor do eixo
y. A seguir, sera adotada a notagao (9)? para expressar um pulso que realiza um rotacao
R(f4,6) em um spin ¢ por uma fase ¢ (SOUZA, 2008).

Figura 9 — Estado arbitréario |¢) de um qubit representado na esfera de Bloch.

|¢) representa um estado arbitrario de um qubit na superficie de uma esfera cujos polos
sdo os estados [0) e [1). 6 e ¢ sdo os pardmetros associados ao estado ).

Fonte: Adaptado de Bonk (2005).

5.7 RMN de spins nucleares interagentes

Até o momento, os spins nucleares foram tratados como entes isolados que interagem
exclusivamente com o campo magnético no qual estao imersos. Todavia, ha interagoes nao

somente deles com o ambiente, como também entre eles (OLIVEIRA et al., 2007).



5.7. RMN de spins nucleares interagentes 67

O hamiltoniano interno total do sistema é dado por:
Hint :HDQ+HD+HJ+HQ , (5.41)

em que Hpg corresponde ao deslocamento quimico relacionado ao surgimento de campos
magnéticos locais secundarios. Esses, gerados da interagao das nuvens eletronicas com o
campo externo aplicado, produzem uma blindagem nos ntcleos (BONAGAMBA; ZUCCHI,
2004). Hp corresponde & interacao direta dipolar entre dois momentos magnéticos de
nucleos quaisquer que expressa o efeito do campo magnético criado por um niicleo no outro
e vice-versa (OLIVEIRA et al., 2007). H; corresponde a interagao de troca que é uma
interagao indireta dos momentos de dipolo magnético de niicleos vizinhos mediada pela
nuvem eletronica gerada das ligacoes quimicas dos atomos da molécula. Ja H¢ corresponde
a interagdo entre um nicleo de spin maior do que 1/2 com o gradiente de campo elétrico
(PINTO, 2009).

Em RMN, costuma-se considerar em casos de amostras liquidas, tal qual no
experimento analisado, a interagao de troca como a Unica interacao existente entre os
spins. Diferentemente das outras interagoes, essa possui uma parte isotropica bastante

caracteristica que sobrevive frente do movimento aleatério das moléculas em substancias

isotrépicas (OLIVEIRA et al., 2007; SOUZA, 2008).

A interacao de troca é representada pelo hamiltoniano:
Hy = 2rhor - J - o, (5.42)

em que oy, 0, representam dois spins nucleares arbitrarios e J é um tensor cujo trago
nao nulo ressalta a contribuicao isotrépica da interacao de troca caracteristica em RMN.
Usualmente, J é escrito em um referencial, denominado referencial eixo principal do

sistema', de tal modo que o tensor seja diagonal. Sendo assim, tem-se que:

(Jxx + Jyy + Jzz)

J =
3 )

(5.43)

em que Jxx, Jyy, Jzz representam os componentes cartesianos do tensor .J no referencial
do eixo principal. Devido a parcela isotrépica, os componentes podem ser considerados

iguais para todos os eixos em (5.43), de modo que (5.42) assume a forma:
Hy; =2nhJoros , (5.44)

em que J representa a constante de acoplamento escalar entre o par de spins [ e S
(OLIVEIRA et al., 2007).

Visto que a molécula de cloroférmio possui somente dois ntcleos quimicamente

e magneticamente distintos, C e H, considera-se ela como uma molécula heteronuclear

L Livre traducio de “Principal Azis System” (OLIVEIRA et al., 2007).
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simples recaindo, assim, no exemplo mais trivial de interacao heteronuclear. Considerando
o hamiltoniano total desse sistema como a combinacao da interagao escalar com a interacao

de Zeeman, tem-se que:
Ho = —hwyoy — hweof + 2rhJogoé (5.45)

em que, para o sistema do cloroférmio, J ~ 216 Hz. Cabe destacar que as frequéncias wy e

we contemplam também a parcela isotrépica do deslocamento quimico (OLIVEIRA et al.,

2007; SOUZA, 2008). Da eq. (5.45), tem-se que a relagao (5.20) pode ser expressa como:
YH

e HoP 1 1 46
e —— -1 —o? = % 5.
p Tr(e_’Hoﬂ) 4 +a (200 + 2700H> ) ( )

Q

em que % representa o valor relativo entre as razoes giromagnéticas de 'H e 3C e
a = hwsf/4, % ~ 4 e, para campos de poucos teslas, a =~ 1075 (SOUZA, 2008).

Defronte ao método de média espacial e de um estado descrito por (5.46), nota-se

que, para simular o estado |mgy, me):

1—c¢

Pops = €]00) (00] + 1, (5.47)

em que € = av/6(vr/7c)/16 = 0, T5a, é necessario aplicar a sequéncia de pulsos (PRAVIA
et al., 1999):

(7/2)s —= Us(1/4T) = (7/2)7s = Us(1/4T) = (7/2)§ s = G-

L ! (5.48)

— (n/4)1’s = Us(1/2J) — (7/6)] 5 — G-,

sendo:
€—i7rJt/2 0 0 0
) 0 e+i7r]t/2 0 0
_ —iHyt/h _
Use) = e = © e (5.49)
0 0 0 e—im]t/2

no estado estado de equilibrio térmico da matriz de desvio (PRAVIA et al., 1999):

(5.50)

oy +oi=

o O o =
o O O O
o O O O

—1

Em (5.48), os primeiros seis pulsos propoem-se a garantir somente que o sistema tenha
populagdes de spins iguais para entao obter o estado desejado (PRAVIA et al., 1999).
Nesse contexto, tem-se que G, - eq. (5.23) - atua como o gradiente de um campo magnético

impondo frequéncias de Larmor distintas para spins pertencentes a moléculas espacialmente
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separadas. Macroscopicamente, devido & distribuicao aleatoéria dos spins no plano zy, nota-
se que (G, anula a magnetizacao nesse plano que, na matriz densidade, corresponde aos

elementos fora da diagonal (SOUZA, 2008).

Os autoestados e autovalores descritos pelo hamiltoniano (5.45) podem ser obtidos
a partir da representacao matricial de cada operador o, of apresentados na eq. (2.31).
Como esses operadores atuam em espagos vetoriais diferentes, os autoestados de Hy (5.45)
vém do produto tensorial dos autoestados de o e 0. Os autoestados, por conseguinte,
sdo |mpy, me) em que my = +£1/2 e me = £1/2 sdo, respectivamente, os autovalores de
0% e 0 (OLIVEIRA et al., 2007).

Os niveis de energia associados ao hamiltoniano, ou seja, seus autovalores, sao

obtidos atuando com os operadores ¢ e o na base |my, m¢) de modo que:

H1/2,41/2) 1 B = (=22 - 22 7Y (5.51)
41/2,-1/2) : o =h (=52 422 - 7)) (5.52)
1—1/2,41/2) : E_1jps1jo = h (+°"2H - %C - ﬂ;) , (5.53)
|—1/2,-1/2) t E_yjo_1)p = h <+°"2H + %C + W;) . (5.54)

Cabe ressaltar que as transi¢coes de energia nao ocorrem indiscriminadamente, respeitando,
portanto, determinadas regras de selegdo. A transicao entre dois estados pode ser expressa

genericamente por elementos matriciais da forma:

<¢b\r|%> ’ (555)

em que r = (z,y, z) representa um vetor posi¢gao. Como o sistema analisado possui simetria
esférica, pode-se especifica-lo utilizando os nimeros quanticos n, m e [ de modo que a

relagdo (5.55) pode ser reescrita como:
(n'I'm/|r|nim) . (5.56)
Partindo do operador de momento angular na direcao z:
L, =mh, (5.57)
e das relagoes de comutacao:
[L,,z] =ihy, [L.,y] = —ihy, [L,,z] =0, (5.58)
tem-se que:

0= (n'I'm!|[L., z]|nlm) = (n'U'm/|L,z — zL.|nml) =

= (n'l'm/|[(m'h)z — z(mh)]|nlm) = (m' — m)h (n'I'm/|zInlm) .

(5.59)
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De (5.59), conclui-se que m’ = m ou (n'l'm’|z|nlm) = 0. Além disso, tem-se que:

(n'U'm!|[L., z][nlm) = (n'l'm/|Lx — xL.|nml) = (5.60)
= (m' —m)h <nll/m/‘5€|nlm> : |

Aplicando as relagoes de comutagao na eq. (5.58), a eq. (5.60) pode ser escrita como:

(m' —m) (n'I'm/|x|nlm) =i (0'U'm!|y|nim) . (5.61)
Por fim:
n'U'm/|[L,,ylInlm) = (0 I'm/|L,y — yL.|nml) =
0L lntm) = (0 Ly~ y Ll .
= (m' — m)h (n'I'm/|y|nim) .
(m' —m) (n'U'm|y|nlm) = —i (n'I'm/|x|nim) . (5.63)
Isolando (n'l'm/|y|nim) em (5.61) e substituindo em (5.63), obtém-se:
(m' —m)* (nU'm/|z|nlm) = (0'I'm/|z|nlm) (5.64)

Das eqs. (5.64) e (5.59), obtém-se uma importante regra de selecao a qual determina que

s6 ocorrem transicoes caso as condicoes:
Am = (m'—m)=+1ou0 (5.65)

sejam satisfeitas (GRIFFITHS, 1994). Em estados |my, mg) arbitrarios, m = m; + mg de
modo que as transi¢oes entre os niveis de energia expressos nas relagoes (5.51) a (5.54) s6

acontecem entre os estados:
+1/2,+1/2) & |+1/2,-1/2)
|—1/2,+1/2) & |-1/2,-1/2)
|+1/2,41/2) & |-1/2,+1/2)
|—|—1/2, —1/2) & \—1/27 —1/2>.

Utilizando a notagao bindria [1) = |—1/2) e [0) = |[+1/2), tem-se, entdo:

Na Figura 10, podem-se visualizar essas transicoes de modo que aquelas representadas
pelas setas azuis correspondem a mudancas no estado do primeiro spin, enquanto o segundo
mantém-se inalterado. Ja as transicoes representadas pelas setas vermelhas indicam as

mudancas no estado do segundo spin, enquanto o primeiro mantém-se inalterado.
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Paralelamente, tem-se que as transicoes representadas na Figura 10 estao associadas
a quatro picos no espectro de RMN do cloroférmio nas frequéncias wgy /27 £ J/2 e
we /21 £+ J/2 que pode ser visualizados na Figura 11 (SOUZA, 2008).

Figura 10 — Transi¢oes de energia permitidas entre os estados do cloroférmio.

3 ) E11=771(+W7H+w70+%1)

L 2 Elozﬁ(—i-wa—wfc—Lj)

Y — _wH 4 wo _ =mJ

A “Ol_h( . T3 2)

Y Y w w J
By =h(-% - % +%)

Fonte: Adaptado de Souza (2008).

Figura 11 — Espectro de RMN do cloroférmio.

A

I(u.a.)

I

wWe Wy

wce representa a frequéncia de Larmor do carbono e wy representa a frequéncia de Larmor
do hidrogénio.

Fonte: Adaptado de Souza (2008).

5.8 Tomografia de estado quantico

Tao importante quanto ser capaz de conhecer o estado inicial e implementar portas
logicas é ser capaz de determinar o estado final do sistema analisado. No experimento
de RMN, a bobina utilizada ¢ disposta perpendicularmente ao plano transversal xy no

qual se deseja medir um sinal. Visando induzir uma corrente elétrica nessa bobina, faz-se
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necessario gerar uma perturbacao do vetor magnetizacao de forma que esse tenha uma

componente no plano xy e possua coeréncia de fase.

Figura 12 — Efeito de um pulso de RF na magnetizacao do sistema.

(e)

(a) estado inicial de equilibrio ao se aplicar um pulso de radiofrequéncia, (b)-(d) translagao
da magnetizagdo para o plano xy, (e) retorno da magnetizacao para a condigao inicial de
equilibrio. M, representa a magnetizagao inicial, wy, representa a frequéncia longitudinal,
M,, M,, M, representam as magnetizagoes ao longo dos eixos x, y, z respectivamente.

Fonte: Adaptado de Pinto (2009).

Inicialmente, sob a agdo de um campo magnético estatico ao longo do eixo z, a magnetizacao
orienta-se junto ao campo fazendo com que as projecoes do movimento de precessao no
plano xy anulem-se, ou seja, fazendo com que nao haja coeréncia de fase dos spins no
plano transversal. Por causa disso, nenhum sinal é detectado. Todavia, ao aplicar um pulso
de RF ao longo do eixo x ou do eixo y, ocorre um deslocamento do vetor magnetizacao
na dire¢do do plano transversal de modo que, quando o angulo de rotagao é configurado
para 7/2, todo o vetor magnetizacao é transferido para o plano xy. Apds cessar o pulso,

observa-se a evolucao livre dos spins que realizam um movimento de precessao sob a a¢ao



5.8. Tomografia de estado qudntico 73

de um campo magnético estatico até retornarem a sua condi¢ao de equilibrio inicial, como
pode ser visualizado na Figura 12 (MAZZOLA, 2009).

O processo de detecgao serd melhor detalhado futuramente, mas, em linhas gerais,
a bobina utilizada para gerar o pulso de RF atua como receptora do sinal de RMN. A
precessao ocasionada acarreta uma variacao de fluxo do campo magnético no interior da
bobina que, obedecendo a lei de Faraday-Lenz, produz uma forca eletromotriz, induzindo,
assim, um sinal elétrico. Essa inducgao oscila na frequéncia de Larmor e é denominada de
Sinal de Indugao Livre (SIL) ou Decaimento de Inducio Livre (FID)?. Esse sinal decai
devido a relaxacao do sistema, ou seja, devido ao tempo de retorno para a condicao de
equilibrio na qual o vetor de magnetizacao alinha-se novamente como o campo magnético
aplicado no eixo z (AZEVEDO; BONK; BONAGAMBA, 2004; MAZZOLA, 2009). Na
Figura 13, pode-se observar o comportamento do sistema e do SIL gerado apds a aplicagao
de um pulso de RF de 7/2.

Figura 13 — Esquematizacao do Sinal de Indug¢ao Livre gerado por um pulso de RF' de
/2.

Bobina

Amplitude

SIL

- UW

RF

Fonte: Adaptado de Mazzola (2009).

Para um spin arbitrario de um ntucleo k, esse sinal é dado por:
Fid(t) = Tr[e " p(0)e ™M (of — o¥)/2)e 2, (5.66)

em que p(0) descreve a matriz densidade do sistema no instante ¢ = 0, H, o hamiltoniano do
sistema e Ty, uma constante associada a relaxacao caracteristica de cada sistema (SOUZA,
2008). Considerando o hamiltoniano do sistema H, (5.45) em (5.66), obtém-se, em fungao
dos elementos da matriz densidade p;;, as respectivas equacoes para o Hidrogénio e o

Carbono:
Fid(t) = p1ze“ ™t 4 pyye@rtmt (5.67)

Fld(t) = p126(ws—7rJ)t + p346(w5+7r])t. (568)
2 Livre traducdo de: “Free Decay Induction” (FID).
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Diante das equagoes (5.67) e (5.68), constata-se que o sinal final observado depende de
dois sinais associados a diferentes elementos matriciais. Dessa forma, evidencia-se que
apenas uma medida nao é o suficiente para analisar o estado no qual se encontra o
sistema. Visando, portanto, determinar p, faz-se necessario aplicar uma tomografia do
estado quantico que consiste em realizar o experimento diversas vezes sobre o mesmo
estado, porém em bases diferentes. Isso ocorre, pois a frequéncia de ressonancia aplicada ao
Carbono ¢ distinta da frequéncia de ressonancia aplicada ao Hidrogénio, fazendo com que
um pulso aplicado a um spin nao interfira no estado do outro spin. Experimentalmente,
visto que, em RMN, somente o operador Ap é efetivamente observado, rotacionam-se os
spins através de operacoes unitarias e realizam-se as medidas em uma base fixa. A saber,

essas operacoes sao:

1, (1/2)5, (1/2)%%, (7/2)F, (7/2)F 5, (7/2)F — (7/2)E,
(m/2)7%, (127 — (w/2)F? e (7/2)75.

Assim, é reconstruida a matriz de densidade de desvio. Para cada rotacdo, sdo realizadas
duas medidas correspondentes a cada spin. Além disso, cada atomo contribui com dois
picos de sinais no espectro, como visualizado na Figura 11, sendo cada sinal formado por
uma parte real e outra imaginaria. Considerando todas as operacgoes unitarias, tém-se, no

total, 9 X 2 x (2 x 2) = 72 equagdes geradas.

Considerando a propriedade de traco:
Tr(A+ B)=Tr(A) +Tr(B)

e sabendo que T'r(pe,) = 1, nota-se, a partir da relacao (5.20), que Tr(Ap) = 0. Adicionando
essa condicao ao sistema, obtém-se, ao final, 73 equacoes para se determinar os 16 elementos
da matriz densidade de desvio. Esse sistema é determinado através de equagoes lineares
tal qual:

Ax = B. (5.69)

Visto que o nimero de equagoes é maior que o numero de incognitas, aplica-se o método
de minimos quadrados (SOUZA, 2008).

5.9 Relaxacao

Conforme abordado na secao anterior, o processo de relaxagao estd associado a
criacdo do sinal de inducao livre e é originado devido as trocas de energia entre os proprios
spins e desses com a rede. Responsaveis pelo retorno da magnetizacao para seu estado de
equilibrio, a cada uma dessas interacgoes é associada uma constante denominadas tempo
de relaxagao spin-rede (77) e tempo de relaxagao spin-spin (73) (MAZZOLA, 2009).
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O retorno da magnetizagao para o eixo longitudinal é descrito por:
M, = My, = My(1 — e V™), (5.70)

em que M, corresponde a magnetizacao inicial e T} corresponde ao tempo despendido

para a My, recuperar 63% de My, como mostrado na Figura 14.

Figura 14 — Retorno da magnetizacao para o eixo longitudinal.

T Tempo

M, representa a magnetizacao inicial e 77 é o tempo de relaxacao relacionado ao retorno
da magnetizacao longitudinal M.

Fonte: Adaptado de Mazzola (2009).

Paralelamente, o decaimento da magnetizacao no plano transversal é descrito por:
Mxy = Mr = MO_t/TQa (571)

em que 715 corresponde ao tempo despendido para a magnetizagao longitudinal decair para

37% do seu valor original, como mostrado na Figura 15.

Figura 15 — Decaimento da magnetizagao no plano transversal.

M

xy
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37%

.

T2 Tempo

M, representa a magnetizacao incial e T3 é o tempo de relaxacao relacionado ao decaimento
da magnetizacao transversal M.

Fonte: Adaptado de Mazzola (2009).
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O resultado da interagao entre sistemas quanticos e o ambiente nos quais estao

inseridos podem ser equacionados por:
p— > EwpEl | (5.72)
k

em que Fj, sao denominados de operadores de Krauss e satisfazem a condig¢ao Y, EkE,Z = 1.
Esse formalismo é conhecido como formalismo de operador soma e contempla quaisquer
processos fisicos unitérios e nao unitarios que possam agir em um sistema quantico (SOUZA,
2008).

O processo de relaxacao de spins isolados pode ocorrer de duas maneiras: com ou
sem troca de energia do sistema com o ambiente. A essas condigoes sao associados os

métodos de atenuacao de amplitude e de atenuacao de fase respectivamente.

A atenuacao de amplitude estd relacionada as interacoes spin-rede visto que a
rede representa o ambiente ao redor dos spins e pode ser expressa pelos operadores de

atenuagao de amplitudes generalizada (AAG):

B 10 B 0 Vi
El_\/;(o \/1—L)’E2_\/E(O o)’

B VIi—t 0 Y — 0 0
Eg_m< . 1)6E4—\/ﬁ(\/z 0),

em que v é uma parametro relacionado a temperatura do ambiente e, em muitos sistemas,
escolhe-se ¢ = (1 — e*/T1) como o fator multplicativo de My em (5.70) (SOUZA, 2008).

(5.73)

Os operadores AAG descrevem as transicoes de energia de um spin que pode tanto
saltar do estado fundamental para um estado excitado com probabilidade (1 — tv) como

decair de um estado excitado para o estado fundamental com probabilidade cv.

Concomitantemente, ha o mecanismo de atenuagao de fase relacionado a perda de
coeréncia que pode ser expresso pelos operadores de atenuacao de fase (AF):

gy 1) emeviea () ). 514

em que x = (1 + e~/™)/2 para a maioria dos sistemas.

Seja pela presenca de outros spins ou por inomegeneidades do campo longitudinal,
flutuagoes locais podem surgir causando perda de coeréncia dos spins de modo que os

operadores AF representam a inversao de fase relativa (¢ — ¢ + ) entre |0) e |1) com

probablidade 1 — x (SOUZA, 2008).

Cabe ressaltar que os mecanismos postos acima sao utilizados para spins isolados,
todavia, devido a complexidade de se descrever a interacao de sistemas acoplados com o

ambiente, utilizam-se os operadores AAG e AF para se obter um modelo simplificado do
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sistema. Nele, supoe-se que, durante um intervalo de tempo ¢4, o sistema evolui e interage
simultaneamente com o ambiente. Regido por um hamiltoniano interno H, a evolugao

—Hta/h o em seguida, agindo, sequencialmente, do

do sistema ¢ simulada atuando U = e
primeiro ao dltimo spin, o operador AAG. Apods isso, utilizam-se os operadores AF em
cada spin. Cabe destacar que os parametros 17 e T sdo determinados experimentalmente

(SOUZA, 2008).

5.10 Deteccao em fase e quadratura em RMN

Um espectrometro de RMN, como pode ser visualizado na Figura 16, é composto,
basicamente, por trés partes: um transmissor, uma bobina e um receptor. O transmissor
é o componente que origina o pulso de RF aplicado a amostra e é composto por um
sintetizador e um modulador. O sintetizador, por sua vez, é responsavel por gerar um
sinal elétrico com frequéncia e fase bem defindas que sera modulado por uma funcao,
seja retangular, gaussiana ou sinc(sen(x)/x). Esse sinal, ao atravessar uma bobina, que
circunda a amostra medida no experimento de RMN, induz uma onda eletromagnética
conforme previsto pela lei de Faraday-Lenz. Essa onda interage com a amostra, excitando-a
e gerando, assim, uma variacao na sua magnetizacao detectada pela mesma bobina que
gerou o pulso eletromagnético. Sendo assim, o receptor encarrega-se de interpretar o sinal

gerado pela amostra antes de ser armazenado no computador (SOUZA, 2008).

Figura 16 — Representacao esquemaética de um espectrometro de RMN.

Transmissor

Sintetizador |—| Modulador

N — .

90° Divisor 0°

: =3

: =

: >
oL filtro , :
i audio <+ | Misturador | __ 0° "
Computador : : Divisor !
Lic[filtro | | Misturador |«—| 0° | i
: : audio 1
1i H Receptor "
e e e e e e e = = 1

Fonte: Adaptado de Souza (2008).



78 Capitulo 5. Computag¢io Quantica, Desigualdades de Bell e RMN

Cabe apontar que parte do sinal elétrico gerado no transmissor é separada para ser
utilizada como referencial frente ao sinal detectado pelo receptor. Essa parte passa por
um sistema analdgico, denominada divisor, que separa esse sinal em duas componentes
de mesma amplitude, porém defasadas de 90°. A componente em fase com o sinal inicial
¢ denominada fase, ao passo que a outra, quadratura, originando, assim, o método de
detecgao em fase e quadratura (BONK, 2005).

No receptor, o sinal proveniente da amostra é separado em duas partes de mesma
amplitude e fase que serao enviados para dois misturadores diferentes: um com a compo-
nente em fase e outro com a em quadratura advindas do transmissor. Em cada misturador,
a frequéncia resultante, que representa a frequéncia observada no referencial girante, é
dada pela diferenca entre a frequéncia detectada e a utilizada como referencial. Apos isso,
os sinais passam por um filtro de dudio no qual sdo retiradas as componentes de alta
frequéncia preservando somente as pertencentes a faixa delimitada por frequéncias entre
20 Hz e 20 kHz, ou seja, na faixa de audio (BONK, 2005; SOUZA, 2008). Ao final, os

sinais sao digitalizados e armazenados de tal modo que possam ser expressos por:
S(t) = Alcos(Aw t + ¢) + isin(Aw t + ¢)]. (5.75)

Nota-se, em (5.75), que o sinal obtido em RMN ¢é dado no dominio do tempo. Contudo,
nesse dominio, é muito dificil determinar as frequéncias envolvidas no sinal sendo, portanto,
necessario realizar uma transformada de Fourier. Consequentemente, o sinal passa a ser
descrito no dominio da frequéncia (AZEVEDO, 2016). E por esse motivo que a deteccio
é realizada em fase e quadratura. Ao defasar o sinal referencial de 90°, garante-se que o
espectro de RMN nao seja duplicado por frequéncias de mesmo moédulo, porém de sentidos

de rotacao diferentes.

Figura 17 — Combinacao dos sinais resultantes da deteccao em fase e quadratura.

Hu.a.)

parte real
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soma dos sinais
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Fonte: Adaptado de Bonk (2005).
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Na Figura 17, é mostrada a parte real e imaginaria dos sinais resultantes. Como se pode
observar, visto que a fungao cosseno é par e a seno é impar, ao somar os sinais elimina-se

a parte negativa gerando, assim, somente um pico (BONK; 2005).

5.11 Modelo de variaveis ocultas em RMN

Em RMN;, o primeiro modelo de varidveis ocultas desenvolvido é datado de 1999
(SCHACK; CAVES, 1999). Apesar de suas limitagoes, visto que sé era aplicavel para
sistemas de spins com evolucao temporal descrita por operagoes separaveis, esse modelo
serviu de base para do modelo empregado neste trabalho, que solucionou essa restricao
(MENICUCCI; CAVES, 2002). Compreende-se por operagao separavel aquela cujo operador
U é descrito como um produto tensorial de operadores, de modo que cada operador atua
somente sobre um unico spin do sistema. Matematicamente, esse operador pode ser expresso
por:

U=U,0U,® - ®Up,, (5.76)

em que n representa o indice da particula sobre a qual o operador atua (SOUZA, 2008).

A diferenca entre o modelo previsto pela Mecanica Quéntica e um modelo desen-
volvido sob o formalismo da Mecéanica Classica esta na maneira como sao construidas as
matrizes de densidade de estados p. Um modelo classico parte da premissa de localidade,
ou seja, cada spin de um sistema deve ser descrito somente a partir de variaveis locais
relacionadas unicamente a ele e independentemente de parametros relacionados a outros
spins. Tendo isso em vista, o modelo classico (MENICUCCI; CAVES, 2002) consiste,
basicamente, em associar quasidistribui¢oes a uma matriz densidade p de modo que, a

partir disso, a dinamica do sistema seja descrita somente em funcao de entes classicos.

Distribuicao quasiprobabilistica ou quasidistribui¢cao é um objeto matematico que
visa estabelecer uma conexao entre o formalismo quantico e classico de forma a atuar
como uma distribuicao de probabilidade classica quando se garante que a quasidistribuicao
é sempre nao negativa (ANIELLO et al., 2000; SCHACK; CAVES, 1999). Em outras
palavras, uma quasidistribui¢do se comporta tal qual uma probabilidade satisfazendo todos
os axiomas de Kolmogorov, com excecao da nao negatividade. Dessa forma, define-se a

quasidistribuicao associada a uma matriz densidade p como:

wp(n) = TrlpQ(n)], (5.77)
em que n = (Ill, - ,nN) representa um conjunto de vetores unitarios tridimensionais,
w,(h) = (Q)(n) é expresso por:

. 1
Q(n):W(]l—l—ﬁ%nl-0')®---®(]l+3nN-0'). (5.78)
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O til presente nas equagoes acima e nas futuras é utilizado para indicar um conjunto de
N quantidades, cada uma associada a um spin (MENICUCCI; CAVES, 2002). Para cada
spin, o vetor unitdrio n pode apontar para N direcoes diferentes de modo que atenda as

seguintes relagoes:

an =0,
1 1 (5.79)
N annk = §5jk7

em que os somatorios sao realizados sobre todas as possiveis dire¢oes e o subindice
representa as componentes de n. Sendo assim, nota-se que o menor valor que N pode
assumir, visando satisfazer as condigoes em (5.79), ocorre quando N = 4. Essa configuragao
corresponde aos vértices de um tetraedro e, portanto, os vetores t; = (+1, +1,4+1)//3,
ty = (—1,—1,+1)/v3, t3 = (—1,+1,-1)/v/3 e t4y = (+1,—1,—1)/3 representam uma
escolha vélida (SOUZA, 2008). Para o sistema estudado de dois spins, a eq. (5.78) reduz-se

a:
1

42

Em (5.80), nota-se que n; e ny podem assumir os valores ty, tq, t3 e t4. Com isso, observa-se

Qi) = —(1+3n;,-0)® (1 +3n,- o). (5.80)

que ha quatro possibilidades para n; e quatro possibilidades para n, de modo que, ao total,
geram-se 16 quantidades Q(n) originadas da permutagao de n; com ny e, por conseguinte,

16 quasidistribuicoes associadas a p. As matrizes geradas podem ser vistas no Apéndice A.

Tendo isso em vista, é possivel associar uma nova matriz densidade as quasidistri-

buigoes da eq. (5.77) expressa por:
p =3 w,(B) ) (A (5.81)

em que |n) (0| = |n;) (n;| ® ... ® |ny) (ny| com n;) (n;| = (1 +mn;:-0)/2, 1 <i<N
(MENICUCCI; CAVES, 2002). Em face da eq. (5.81), evidencia-se que o intuito do modelo
classico é, a partir de uma dada matriz densidade inicial p, fornecida pelo modelo quéntico,
gerar quasidistribuicoes (5.77) capazes de descrevé-la somente por objetos classicos para,

entao, analisar a dinamica do sistema.

Visando expressar a evolugdo de um sistema quéntico genérico, tem-se que (SOUZA,
2008)

P—Z% (8| = ExpE} , (5.82)

sendo Fj, os operadores de Krauss de modo que, sob qualquer transformagao unitaria, a

quasidistribuicao evolui tal qual:

Z Tokw (5.83)
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Em (5.83), os elementos da matriz T sdo expressos por Tht = (A|EfQ(R')Ej|R) =
W 5@ E’:(ﬁ’ ). Sendo assim, constata-se que os elementos Tf?,’ril correspondem a projecao

da evolucao da quasidistribuicido na direcao n’.

Tendo em vista que o modelo classico visa obter os mesmos resultados previstos
pela Mecanica Quantica, faz-se necessario analisar os valores esperados das medi¢oes em

RMN;, ou seja, os valores esperados da magnetizagao. Matematicamente, tem-que:
Ca)=(a-0...Q0ay-0), (5.84)
em termos das quasidistribui¢oes, de modo que assumem a forma:

C(a) = pr(ﬁ)(al -my)...(ay - ny), (5.85)

na qual a = (ay,...,ay) representa um conjunto de vetores unitdrios espaciais para
cada spin. Em outras palavras, para se obter os valores esperados, realiza-se uma média
ponderada pela quasidistribuigao w, dos valores possiveis que o sistema pode assumir, de

modo que a é tido como a magnetizagao medida para cada spin (SOUZA, 2008).

Cabe apontar, contudo, algumas consideracoes a respeito da quasidistribuicao
proposta neste modelo. Caso w,(f) seja exclusivamente nao negativa, tem-se que p
¢é necessariamente separavel sendo expressa, por conseguinte, em funcao das matrizes
densidades de cada spin (5.81). Isso implica que as medigoes realizadas sobre o sistema
podem ser interpretadas sob o formalismo classico no qual o sistema de spins é visto
como um conjunto de pequenos imas em que o i-ésimo spin esta orientado na direcao n;
(SOUZA, 2008). Sendo assim, a probabilidade do sistema ser descrito em funcao de uma
configuragao arbitraria n = (ny,...,ny) é expressa por w,(n). Defronte a esse contexto,
constata-se a relevancia de se modelar a quasidistribuicao apropriadamente visto que ela
nao pode ser definida como uma distribuicdo de probabilidades caso w,(f1) deixe de ser
exclusivamente nao negativa (SOUZA, 2008). Sendo assim, tem-se que, seja uma matriz
densidade p expressa pela eq. (5.22), a quasidistribuigao associada a ela serda sempre nao

negativa caso
1

condicao que é sempre satisfeita em RMN para sistema com menos de aproximadamente

14 qubits, como visto na Secao 5.4.

Partindo dessas consideracoes, tem-se que o primeiro passo para construir um

modelo de varidveis ocultas em RMN é definir as varidveis ocultas como:
A= (n,A), (5.87)

em que A = (A1, ..., An) representa um conjunto de variaveis reais que satisfaz a condigao
—1<A, <+1,r=1,...,N (MENICUCCI; CAVES, 2002). Dada A, associa-se a ela a
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seguinte densidade de probabilidade:

- 1 -
P(\) = P(n,A) = Q—pr(n). (5.88)
Nessa configuragao, as medigoes realizadas sobre o sistema sao expressas por fungoes
Ar(a,, \) que assumem valores £1, indicando, portanto, o valor da proje¢do de um spin r

na direcao arbitraria a,. Explicitamente, tem-se:

+1lse A, > —a, - n,,
Aq(a, \) = Aq(a,, Apyn,) = (5.89)

—1se A, < —a,-n,,

ao passo que os valores esperados sao dados por:

j=1
1 B N
— ) oN pr(n) H Aj(ay, Aj,my)dA,
. J:+11 (5.90)
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Em (5.89), é possivel constatar que o principio da localidade é satisfeito visto
que os resultados obtidos para um dado spin r s@o expressos somente em fungao de suas
variaveis ocultas e sua direcao, independendo, assim, de informacoes de outros spins.
Contudo, a densidade de probabilidade definida na eq. (5.88) nao descreve adequadamente
a dindmica do sistema, pois nao contempla a variagao da distribuicao de probabilidades
ao se considerar a evolugao do sistema que transiciona de uma configuracao n para n'.
Isso implica que o modelo nao pode ser considerado realistico e diverge das predigoes
da Mecénica Quéantica (MENICUCCI; CAVES, 2002). Visando solucionar essa questao,

estabelece-se uma relacao entre as distribui¢oes nos instantes inicial e final tal que:
PN = /T(/\’, NP, (5.91)

em que T(\,\) representa a transi¢do de probabilidade originada por uma operagao
quéntica e, por conseguinte, deve ser sempre positiva (SOUZA, 2008). Nessa abordagem,
incluem-se as distribui¢bes de probabilidades no conjunto de variaveis ocultas. Dado um p
expresso por (5.22), cria-se um vetor w, (1) cujas NV componentes sao as quasidistribuigoes

w,(n) geradas a partir da eq. (5.77). Sendo assim, o conjunto A é construido de modo que:

A= (w,n,A), (5.92)
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sendo w vetor arbitrario cujas componentes sao definidas por w(n) (MENICUCCI; CAVES,
2002). Com isso, define-se a densidade de probabilidade:

PO\ = ;Va(w —5,)w(d). (5.93)

Nota-se que, em (5.93), P()\) é expressa por uma distribuicao delta de Dirac na qual

w tem seu valor definido por w, e probabilidade dada por w(n), tal que >z w(n) = 1. Em
outras palavras, o vetor oculto w pode ser interpretado como um conjunto de parametros
submetidos a um gerador aleatério de diregoes de modo que, selecionada uma direcao oculta
do spin, a probabilidade desse se encontrar na diregao n é dada por w(n) (MENICUCCI,;

CAVES, 2002). Sendo assim, tem-se que os valores esperados assumem a forma:
N
C(@) = [ PO I] Arlar, A)ax
r=1

=3 [ et~ wu@di I] [ Afar Arman, (5.04)

:pr(ﬁ) ITa -n, .

r=1

Em vias gerais, o modelo utilizado consiste, portanto, em associar uma quasidistribuicao a
uma matriz densidade inicial de forma que w evolui sob a a¢do dos operadores de Krauss
dados na eq. (5.83) (SOUZA, 2008). Cabe destacar que a evolugao de w diz respeito a
mudancga dos parametros gerados estocasticamente para as dire¢oes ocultas do spin e, com
isso, sorteia-se o conjunto A para cada molécula (MENICUCCI; CAVES, 2002). Frente a
essa configuracao, tem-se que a magnetizacao de um spin arbitrario » na direcao a, pode

ser expresso proporcionalmente a:
M, (a,) x Z/Ar(ar,AT,nT)dAT . (5.95)

Vale salientar que, embora o sistema consiga ser descrito sob um formalismo classico, a
dinamica do sistema é intrinsecamente quantica. Nota-se, por conseguinte, que a eficiéncia
computacional deste modelo nao ¢ satisfatoria, pois o nimero de variaveis ocultas do
sistema aumenta exponencialmente com o nimero de qubits (MENICUCCI; CAVES,
2002).
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6 Metodologia

Nesse trabalho, foram implementados c6digos previamente gerados por Souza (2008)
para analisar a evolucao de um sistema de dois spins que atuam como dois qubits. Mais
especificamente, o sistema estudado foi o cloroférmio (CHCl3) que se comporta como uma
molécula heteronuclear simples possuindo, por conseguinte, dois nicleos quimicamente e
magneticamente distintos (C e H) dos quais se obtém o modelo de dois spins utilizado.
Cabe destacar que o isétopo do Carbono utilizado foi '*C, pois esse apresenta spin 1/2

(120 apresenta spin 0) permitindo, assim, uma andlise da resposta magnética do isétopo.

Visando compreender as desigualdades CHSH - egs. (4.36) - sob o formalismo
classico e sob o formalismo quéntico, criaram-se dois cdédigos que, respectivamente simulam
os estados gerados em um aparelho de RMN sob tais formalismos. Diante de medigoes,
foram aferidas as quantidades CHSH analisadas no Capitulo 7, Resultados e Discussoes. A

seguir, discorre-se sobre as metodologias utilizadas nos cédigos supracitados desenvolvidos
no MatLab.

6.1 Formalismo quantico

A ideia do codigo consiste em simular a evolugao do cloroférmio desde seu estado
inicial até o estado final gerado apds a aplicacao de uma sequéncia de pulsos, como pode

ser visualizado na Figura 18.

Figura 18 — Fluxograma metodolégico da simulagao sob o formalismo quéntico.

Aplicacéo
B Aplicagdo de O estado adf:iongl de
Definic&o de »| pulsos para gerar ——=< final desejado é NAO—-| \,Liisos para gerar
parametros o estada [00> |00>? o estado desejado
SIM
Normalizagdo da | CriacodoFIDe | Pulsos de ‘
matriz densidade | do espectro | tomografia -

Fonte: O autor.

Primeiramente, configuram-se os parametros iniciais da simulagdo como as razoes
giromagnéticas dos spins, campo aplicado, constantes de relaxacao, tempo de aplicacao

do pulso, assim como o nimero de pontos desejados para a construcao do FID. Em
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seguida, iniciam-se sequéncias de pulsos - eq. (5.48) - com intuito de gerar o estado |00).
Caso o estado desejado seja o |00), a simulagdo prossegue direto para a aplicagao dos
pulsos de tomografia visando realizar a tomografia de estado quéantico. Contudo, caso
o estado desejado seja outro, realiza-se uma sequéncia adicional de pulsos para, entao,
prosseguir para a préxima etapa. Com isso, gera-se o sinal de indugao livre (FID) e se
aplica a transformada de Fourier discreta desse sinal, criando o espectro de RMN. Por fim,

normaliza-se a matriz de densidade de estados final.

Frente a sequéncia apresentada na Figura 18, o cédigo utilizado foi desenvolvido
de modo que, primeiramente, o programa Parametros contenha os dados de entrada
necessarios. Em seguida, as fungoes pph e ppc realizam as rotacdes necessarias sob o
referencial dos spins do hidrogénio e do carbono respectivamente, enquanto a funcao delay
gera o operador Uy, dado pela eq. (5.49). Com isso, a fungao fidgen gera o sinal de inducao
livre e, por fim, a funcao clorosim retine os programas anteriores expressando, assim, a

evolucao do sistema. Esse arranjo pode ser melhor visualizado na Figura 19.

Figura 19 — Mapa mental dos programas da simulagao sob o formalismo quantico.

," ........... > pph ........ .“~~‘
"' “'
¢ e > fidgen "=ttt . '
. P’ \‘/ v
Parametros =  =---cc-cccccc-- > clorosim
. K 5\ o
e > delay H
Stcecccccccad > ppc -------- .’

Fonte: O autor.

6.2 Formalismo classico

A ideia do cédigo consiste em simular a evolugdo do cloroférmio, tal qual o codigo
realizado sob o formalismo quantico, porém determinando, inicialmente, as quantidades
classicas expressas nas egs. (5.81) e (5.78), representadas no codigo pelas variaveis P
e Q, respectivamente, e n, representada no coédigo por N. Com isso, sdo calculadas as
quasidistribuigoes iniciais do sistema e, assim, segue-se a simulagao de maneira similar a
simulacao quantica. A sequéncia metodolégica do codigo pode ser melhor visualizada na

Figura 20.

rimeiramente, configuram-se os parametros iniciais da simulacdo como as razoes
P te, i t d |
giromagnéticas dos spins, campo aplicado, constantes de relaxacao, tempo de aplicacao

do pulso assim como o numero de pontos desejados para a construcao do FID. Em
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seguida, calculam-se as quantidades classicas mencionadas que servem como base de toda
a simulagao. Com isso, iniciam-se sequéncias de pulsos - eq. (5.48) - com intuito de gerar
o estado |00). Caso o estado desejado seja o |00), a simulagdo prossegue direto para a
aplicacdo dos pulsos de tomografia visando realizar a tomografia do estado quantico.
Contudo, caso o estado desejado seja outro, realiza-se uma sequéncia adicional de pulsos

para, entao, prosseguir para a proxima etapa.

Figura 20 — Fluxograma metodoldgico da simulagao sob o formalismo classico.

o Calculo de Calculo da Aplicagéo de
Definicéo de »| quantidades »| quasidistribuicdo »| pulsos para gerar
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final desejado é

Aplicacéo |
adicional de

pulsos para gerar

o estado desejado

Fonte: O autor.

Posteriormente, gera-se o sinal de inducao livre (FID) calculado a partir das
fungoes A, (a,, A) (5.89) associadas as medigoes. Apds isso, aplica-se a transformada de
Fourier discreta desse sinal, criando o espectro de RMN. Por fim, normaliza-se a matriz de

densidade de estados final.

Frente a metodologia visualizada na Figura 20, o codigo utilizado foi desenvolvido
de modo que, primeiramente, o programa Parametros contenha os dados de entrada
necessarios. Em seguida, a fungdo GenP@QN calcula as quantidades classicas que sustentam
o modelo proposto, relacionando-se, assim, com todas as outras fungoes do codigo. A
fungdes roh2w e wlroh estdo intimamente relacionadas visto que a primeira gera uma
matriz densidade de estados a partir uma quasidistribuicao gerada pela segunda. Por
outro lado, a quasidistribuicao é gerada em fungao de uma matriz densidade. Como no
programa Parametros, configura-se a matriz densidade de estados inicial no equilibrio, a
fungao w2roh gera a primeira quasidistribuicao para, a partir desse passo, as novas matrizes
densidades e quasidistribui¢oes serem geradas concorrentemente. As func¢oes pphw e ppcw

sao responsaveis pelas rotacoes realizadas sob os referenciais do hidrogénio e carbono
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respectivamente, ao passo que a fungao delayw gera o operador Uy, dado pela eq. (5.49).
A funcao fidgenw é responsavel por sortear as variaveis ocultas A bem como as fung¢oes
A,(a,,\) - dadas pela eq. (5.89) - gerando o sinal de indugdo livre, enquanto a funcao
clorosimw expressa a evolucao do sistema, reunindo, assim, a todos os programas. Esse

arranjo pode ser melhor visualizado na Figura 21.

Figura 21 — Mapa mental dos programas da simulacao sob o formalismo classico.

w2roh <------> roh2w e-ccccecccccccoc-. .~
I} A groeeee delayw ‘\‘
.~ i H "
PR > GenPQN :
: '
: '
: v
Parametros = --------c-ceccceeee- > clorosimw
AN A N
E Pl Ttemeeeeeeees > delayw --------e A T :
o i " :
R > PPCW  -oeeeeeseeees’ :
[ K :
H N 0 H
PRASTITSRERIRRR, > PPhw  -eeeeeeeceeeeene ;
e > fidgenw .eeeee.......- -~

Fonte: O autor.

6.3 Parametros gerais da simulacao

Dados os cédigos apresentados, seguem, na Tabela 2, os parametros gerais utilizados
em ambos os programas, obtidos de Souza (2008). A saber, ¢, representa o tempo de

aplicacao dos pulsos e nfid representa o nimero de pontos utilizados para plotar o FID.

Tabela 2 — Parametros gerais da simulagao

Parametro Valor

B 10T

€ 10-°

J 216 Hz

YH 26,7520.107 Hz/T
Yo 6,7283.107 Hz/T
TH 6s

TH 0,6 s

T¢ 15 s

s 04 s

tp 107% s

nfid 4096

Fonte: O autor.
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7 Resultados e discussao

7.1 Simulacao RMN

De acordo com os dados das simulagoes, foi possivel recriar, por ambos os formalis-
mos, o espectro de RMN do cloroférmio, na faixa de dudio, como mostrado na Figura 22.
Como se pode notar, foram obtidos quatro picos associados aos niveis de energia dados
pelos estados |00), [01), [10) e |11).

Figura 22 — Espectro simulado de RMN do cloroférmio obtido por ambos os formalismos.
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Fonte: O autor.

Esse espectro foi gerado como resposta aos sinais de inducao livre aplicados ao sistema de
modo que, na Figura 23, observa-se o FID simulado sob o referencial do H, enquanto, na

Figura 24, tem-se o FID simulado sob o referencial do C.

Compararam-se, também, os estados pseudo puros simulados com os estados pseudo
puros gerados em um experimento base realizado por Souza (2008). Embora os resultados
possam ser obtidos tanto pelo modelo classico, quanto pelo modelo quantico, é notavel a
diferenca entre o tempo de processamento dos dois codigos, como pode ser visualizado na

Figura 25 e na Figura 26.

Foi constatado, apos 100 simulagoes de cada co6digo, que o modelo quantico roda em,
aproximadamente, 0,1 segundo ao passo que o modelo classico despende, aproximadamente,
12,7 segundos , ou seja, cerca de cento e vinte e sete vezes mais tempo que o programa

sob o formalismo quantico!.

L Valores obtidos pelo computador pessoal do autor - processador i7.
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Figura 23 — Sinal de indugao livre simulado para o Hidrogénio.

4
3 %10
| |
ER -
2
3 |
2|
g |H
E -1 7
<
-2 —
3 | | | | | |
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5
Tempo (s)
Fonte: O autor.
Figura 24 — Sinal de inducao livre simulado para o Carbono.
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Fonte: O autor.

Compararam-se, também, os estados pseudo puros simulados com os estados pseudo
puros gerados em um experimento base realizado por Souza (2008). Embora os resultados
possam ser obtidos tanto pelo modelo classico, quanto pelo modelo quéantico, é notavel a
diferenca entre o tempo de processamento dos dois c6digos, como pode ser visualizado na

Figura 25 e na Figura 26.

Foi constatado, apds 100 simulacoes de cada c6digo, que o modelo quantico roda em,
aproximadamente, 0,1 segundo ao passo que o modelo classico despende, aproximadamente,
12,7 segundos , ou seja, cerca de cento e vinte e sete vezes mais tempo que o programa

sob o formalismo quantico®.

2 Valores obtidos pelo computador pessoal do autor - processador i7.
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Figura 25 — Histograma da distribuicao dos tempos de processamento do modelo quantico.
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Fonte: O autor.

Figura 26 — Histograma da distribuicao dos tempos de processamento do modelo classico.
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Fonte: O autor.

Na Figura 27, pode-se constatar que os resultados tedricos assemelham-se aos
resultados obtidos no experimento em questao. O grafico dispoe de dezesseis blocos de
modo que cada um representa um elemento da matriz Ap. Por conseguinte, os elementos
dispostos na diagonal representam os estados |00), |01), |10) e |11), ao passo que os

elementos fora da diagonal representam uma combinacao desses estados, constituindo,
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assim, a coeréncia do sistema. Além disso, é possivel observar que o estado pseudo puro
|00) caracteriza-se por possuir uma parte real maior frente aos outros estados que se
encontram em uma distribui¢do estatistica, como representado também na Figura 7. Os
estados pseudo puros |01), |10) e [11) seguem a mesma l6gica apresentando, portanto, uma

parte real maior se comparada aos outros estados, vide Figuras 29, 28 e 30.

Figura 27 — Representagdo matricial em blocos da parte real de Ap para o estado |00).

Matriz Experimental Matriz Tedrica

Fonte: Adaptado de (SOUZA, 2008).

Figura 28 — Representagao matricial em blocos da parte real de Ap para o estado |01).

Matriz Experimental Matriz Tedrica

Fonte: Adaptado de (SOUZA, 2008).
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Figura 29 — Representagao matricial em blocos da parte real de Ap para o estado |10).

Matriz Experimental Matriz Teodrica

11)

Fonte: Adaptado de (SOUZA, 2008).

Figura 30 — Representagao matricial em blocos da parte real de Ap para o estado |11).

Matriz Experimental Matriz Tedrica

0.5

-0.5

|00)

|01)

110) |11}

10)

Fonte: Adaptado de (SOUZA, 2008).

Concomitantemente a isso, oberva-se, nas matrizes desvio obtidas experimental-
mente, a presenca de coeréncias que, em principio, seriam anuladas com a aplicagdo de um
gradiente ao longo do eixo z. Apesar de pouco representativas no sistema, essas coeréncias
surgem da interacao do sistema com o ambiente de modo a gerar estados quanticos mistos
(PIZA, 2009). Esse fenomeno ¢ denominado de decoeréncia e pode ser observado melhor

na Figura 29 na qual hd um combinagao entre o estado |10) e |00).
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7.2 Desigualdade CHSH e RMN

Defronte aos estados simulados, Souza (2008) realizou algumas medigoes no sistema
com o intuito de analisar a quantidade CHSH e, por conseguinte, as desigualdades CHSH.
Como abordado na Secao 4.3.1.1, o experimento consiste em medir, em cada qubit
separadamente, dois observaveis distintos que podem assumir os valores 1. Ao final
de uma sequéncia de medigoes ao longo de determinadas diregoes, os resultados sao

comparados para ver suas respectivas correlagoes e a quantidade CHSH é obtida.

Na Figura 32, observa-se que o comportamento do sistema pode ser modelado sob
o formalismo classico. Tal fato ocorre, pois, como abordado na Se¢ao 5.4, a RMN nao
costuma produzir estados emaranhados, dado o valor de €, de modo que o sistema nao fere
principios cldssicos, ou seja, esse encontra-se no quadrado representado na Figura 5. Além
disso, cabe destacar que esse experimento nao se propoe a analisar fuga de localidade,
visto que os spins estao separados de poucos angstrons e, portanto, o experimento é
essencialmente local. Neste contexto, faz-se pertinente observar a tendéncia do sistema ao

se variar o parametro e.

Figura 31 — Simulagao da quantidade Sypgy para diferentes polarizacoes de spin.
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Observa-se que, quanto maiores os valores assumidos por €, mais o sistema aproxima-se do
limite imposto pelo realismo, ao ponto que, para € = 1, esse limite é violado.

Fonte: Adaptado de (SOUZA, 2008).

Na Figura 31, constata-se uma das formas da Desigualdades de Bell (Syzgv)?, andloga a

3 Esta quantidade é calculada sob um modelo que considera somente a hipétese do realismo. NLHV

significa “Non Local Hidden Variables”, ou seja, varidveis ocultas ndo locais (SOUZA, 2008).
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CHSH, que indica que, a partir de e = 1, o sistema viola o limite imposto pelo realismo,
corroborando, assim, o fato da RMN nao produzir estados emaranhados em condigoes

usuais - € ~ 1072,

Concomitantemente a isso, é interessante constatar que, ao realizar o mesmo
experimento com um dos estados da base de Bell (4.17), os limites cldssicos da Desigualdade

CHSH séao ultrapassados em determinadas direc¢oes, indicando, assim, a perda de realismo

do sistema.
Figura 32 — Quantidade CHSH para o estado |00).
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Fonte: Adaptado de (SOUZA, 2008).

Figura 33 — Quantidade CHSH para o estado |1 ).
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Fonte: Adaptado de (SOUZA, 2008).
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Como se pode observar, na Figura 33, ao se realizar medi¢oes em determinados
angulos, principalmente em 22, 5% e 67, 5°, o sistema violou os limites da Mecanica Classica
sugerindo a existéncia de um estado emaranhado. Alguns fisicos atribuem esse resultado a
uma fuga de deteccao de modo que o subconjunto medido apresentaria emaranhamento
quantico, todavia o sistema como todo apresentaria comportamento classico. Isso ocorreria
devido a medi¢oes nao precisas associadas a imperfei¢coes do aparato experimental, como
abordado na Secao 4.4. Além disso, pode-se observar também a forte correspondéncia
entre experimentos realizados com spins e com fétons. Os pontos experimentais de um

par de fétons, mostrados na Figura 33, foram extraidos do trabalho realizado por Aspect
(2002).
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8 Conclusao

Defronte ao estudo realizado, constata-se que ainda existem muitas barreiras a
serem superadas para o entendimento completo de questoes de realismo e localidade
em sistemas quanticos. O emaranhamento ¢ um fenémeno essencialmente quéantico que
surge justamente da relacao entre particulas e dos efeitos que essa interagao acarreta. As
simulacoes analisadas junto ao dados experimentais visaram a melhor compreensao da
tematica acerca dos questionamentos abordados por Einstein e, posteriormente, por Bell.
Além disso, buscou-se explorar principios da computagao quéntica, junto ao papel da

RMN como ferramenta para implementacao de algoritmos quanticos.

Cabe destacar que, embora os resultados gerados mostrem que o sistema pode ser
modelado tanto pelo formalismo classico quanto pelo formalismo quéntico, a importancia
desse estudo consiste em investigar as causas e justificativas por tras desses resultados.
Como analisado, a RMN nao tende a produzir estados emaranhados visto que nao gera
polarizacgoes de spins que satisfacam a condi¢gdo minima para a criacao desses. Contudo,
espera-se que, conforme a polarizacao aumente, ou seja, o parametro € aumente, o limite
imposto pela Mecéanica Classica, por modelos realisticos, seja ultrapassado, violando, assim,
as Desigualdades de Bell. E importante salientar também que, apesar de ser possivel,
em alguns casos modelar o sistema sob o formalismo classico, a dindmica do sistema é
intrinsecamente quantica de modo que algoritmos classicos demonstram ser pouco eficazes
computacionalmente de se implementarem. Isso foi comprovado através da velocidade de
processamento de ambos os cddigos que apresentaram uma diferenca de duas ordens de

grandeza entre si.

Seja para analisar simulagoes da computagdao quantica, seja para estudar funda-
mentos da Mecanica Quantica em si, constata-se que a RMN faz-se bastante pertinente,
principalmente, por ser capaz de atender os requisitos necessarios para sua utilizacao nesse
contexto. Com isso, espera-se que essa técnica seja cada vez mais aplicada para gerar
andlises e, por conseguinte, melhor compreensao de questoes relacionadas a esse assunto

pertencente a fronteira do conhecimento contemporaneo que é o emaranhamento quantico.
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