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Resumo

RIBEIRO, E. V. S. Formalismo euclidiano na termodindmica de buracos negros.
2020. 75 p. Monografia (Trabalho de Graduagdo de Engenharia Fisica) — Escola de

Engenharia de Lorena, Universidade de Sao Paulo, Lorena, 2020.

A termodinamica de buracos negros é, atualmente, um fértil campo de pesquisa em gra-
vitagao, possuindo aplicagoes desde gravitacao quantica, passando pela correspondéncia
AdS/CFT, e até fisica da matéria condensada. Neste trabalho, aplicamos o formalismo
euclidiano, utilizando uma aproximacao semiclassica, no estudo das propriedades ter-
modindmicas de buracos negros contidos em um espago-tempo assintoticamente AdS.
Estudamos os casos do buraco negro de Schwarzschild-AdS e Born-Infeld-AdS, analisando
a estabilidade das fases e a transicao de fase de Hawking-Page, e empregamos o método

dos Kontratermos para a regularizacao da acao e das quantidades conservadas.

Palavras-chave: Formalismo euclidiano. Termodindmica de buracos negros. Transicao de

Hawking-Page.






Abstract

RIBEIRO., E. V. R. Euclidean formalism in black hole thermodynamics. 2020. 75
p. Monograph (Undergraduate Thesis in Engineering Physics) — Engineering School of

Lorena, University of Sao Paulo, Lorena, 2020.

Nowadays, black hole thermodynamics is a productive research field in gravitation which
has applications from quantum gravity, going through AdS/CFT correspondence, and
reaching even condensed matter physics. In this work we apply the euclidean formalism
using a semiclassical approximation in the study of black hole thermodynamical properties
in an asymptotically AdS spacetime. We study two cases, the Schwarzschild-AdS and the
Born-Infeld-AdS black holes, analyzing the phase stability and the Hawking-Page phase
transition. We also employ the Kounterterms method to regularize the action and the

conserved quantities.

Keywords: Euclidean formalism. Black hole thermodynamics. Hawking-Page phase tran-

sition.
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1 Introducao

Do ponto de vista classico, buracos negros sao entes completamente estaveis; nao
havendo nenhum tipo de perturbacao, a tinica modificacao possivel é, em principio, o seu
crescimento devido a acrecao de matéria. Além disso, devido a imposibilidade de qualquer
tipo de matéria ou radiagdo escapar de dentro de seu horizonte de eventos, é possivel
conjecturar que, ao menos classicamente, sua temperatura é nula, tendo em vista que, caso
contrario, algum tipo de radiacao de corpo negro deveria poder ser observada. Naturalmente,
essas caracteristicas entram em confronto com as leis da termodinamica: segundo a terceira
lei da termodinamica, nenhum sistema fisico pode alcancar a temperatura de zero Kelvin.
Isso também leva a problemas com a segunda lei da termodinamica, fato ilustrado pela
famosa pergunta de John Wheeler a seu entao aluno de doutorado, Jacob Bekenstein: “o
que acontece quando se joga uma xicara de cha dentro de um buraco negro?”. Segundo o
teorema da calvicie!, buracos negros sao completamente caracterizados por trés pardmetros,
a saber, a massa, o momento angular e a carga elétrica (ISRAEL, 1967; ISRAEL, 1968;
CARTER, 1971); considerando um sistema composto pela xicara e pelo buraco negro, a
entropia total é dada pela entropia da xicara; no momento em que a xicara é engolida
pelo buraco negro, a entropia do sistema como um todo diminui, visto que o buraco negro
nao possui nenhuma entropia associada e é impossivel acessar qualquer informacao a
respeito da matéria no interior do buraco negro, levando a violagao da segunda lei da

termodinamica.

Embora seja possivel extrair energia rotacional de um buraco negro através do
processo Penrose, existe um limite de energia que pode ser extraida, que impoe a con-
dicao de que a area do horizonte de eventos do buraco negro nao pode diminuir neste
processo (PENROSE, 2002; PENROSE; FLOYD, 1971). Também foi mostrado por Chris-
todoulou e Ruffini (1970, 1971) que nenhuma transformagao efetuada em um buraco negro
pode diminuir uma quantidade chamada massa irredutivel, que é proporcional a area do
horizonte de eventos. Na mesma época, foi mostrado por Hawking (1971, 1972) que a é&rea
do horizonte de eventos de um buraco nao pode diminuir sob nenhum processo. Todos esses
resultados evidenciam uma grande semelhanca entre as propriedades da area do horizonte
de eventos de um buraco negro e a entropia na termodinamica cléssica, fato que levou
Bekenstein (1973) a introduzir, baseando-se em conceitos de teoria de informagao, uma
entropia para buracos negros como uma medida da informagao a respeito do interior do
buraco negro que ¢ inacessivel a um observador em seu exterior, sendo ela proporcional a
area do horizonte de eventos. Possuindo uma entropia associada ao buraco negro, também

foi possivel estabelecer uma segunda lei generalizada da termodinamica: a soma da entropia

No-hair theorem, em inglés.
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Tabela 1 — As 4 leis da termodinamica e as leis analogas para a dinamica de buracos
negros; k é a gravidade superficial no horizonte de eventos, A é a area do
horizonte, €1y é a velocidade angular do buraco negro e J o momento angular.

Lei Termodinamica Buracos Negros

Zero T é constante no equilibrio térmico k é constante no horizonte de eventos

12 dE =T dS + termos de trabalho dM = & dA + Qg dJ
2% 05 >0 0A >0
3% Impossivel alcancar T'= 0 Impossivel alcancar k = 0

Fonte: Autoria proria.

do universo com a entropia do buraco negro nao pode diminuir (BEKENSTEIN, 1974).

Na mesma época, Bardeen, Carter e Hawking (1973) obtiveram quatro leis que
regem a dindmica de buracos negros que possuem grande semelhanca as quatro leis
da termodindamica; a Tabela 1 apresenta essas leis. Dessas leis, é possivel notar que
A e S realmente possuem um comportamento andlogo, além de que T e a gravidade
superficial no buraco negro, x, possuem um comportamento parecido. Essa analogia,
no entanto, é dificultada pelo fato de que buracos negros possuem temperatura nula.
A solugao desse “problema” veio com a descoberta de Hawking de que buracos negros
emitem radiagdo considerando um cenario semiclassico (HAWKING, 1974; HAWKING,
1975): quantizando um campo escalar num espago-tempo contendo um buraco negro, o
valor esperado no operador de nimero, n, para um observador distante ¢ dado por uma
distribuicao planckiana,

(n) = eQWF—l (1.1)
em que w é a frequéncia de radiagdo e I' é chamado de fator de corpo cinza. Esse resultado
mostra que buracos negros emitem radiagdo como um corpo negro (a menos do fator
de corpo cinza) a temperatura T = x/27. Isso faz com que aquilo que, a priori, era
apenas uma analogia, se torne um fato: buracos negros sao sistemas termodinamicos
que obedecem as leis da termodinamica classica; com isso, a entropia do buraco negro
¢é fixada como sendo um quarto da area do horizonte de eventos, resultado conhecido
como entropia de Bekenstein-Hawking. A radiacao emitida pelo buraco negro consiste,
basicamente, na emissao de sua propria energia (que é dada pela massa, a carga elétrica
e o momento angular); isso quer dizer que, conforme o buraco negro emite radiagao, ele
diminui de tamanho, “evaporando” devido a emissao de sua prépria energia. Atualmente,
a interpretacdo mais aceita para a formacao dessa radiacao vem da criacao de pares de
particulas e antiparticulas nas vizinhangas do horizonte de eventos (HAWKING, 1977;
UNRUH, 1977; BIRRELL; DAVIES, 1984), de forma similar a polariza¢ao do vacuo por
efeito Schwinger na eletrodindmica quantica (SCHWINGER, 1951): um campo no exterior

do buraco negro “rouba” energia gravitacional, criando pares de particula-antiparticula; a
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antiparticula é engolida pelo buraco negro enquanto a particula tunela pela barreira de
potencial gravitacional na vizinhanga do horizonte de eventos, dando origem ao fluxo que

¢é observado por um observador distante.

E interessante notar que em solucoes cldssicas em 4 dimensdes a gravidade superficial
¢é proporcional ao inverso da massa do buraco negro, de modo que buracos negros maiores
possuem menor temperatura; um buraco negro com a massa do Sol (& 2 x 10% kg) possui
uma temperatura de cerca de 6,2x107% K, o que corrobora o que se espera classicamente,
que buracos negros possuem temperatura nula; por outro lado, um buraco negro com a
massa de Planck (=~ 2,2x1078 kg), possui uma temperatura de aproximadamente 5,6 x 103
K. Além disso, utilizando a lei de Stephan-Boltzmann, é possivel modelar o tempo que
um buraco negro levaria para emitir toda sua massa em forma de radiacdo: um buraco
negro com a massa do sol levaria 6,6 x10™ segundos para evaporar completamente (como
comparacio, a idade do universo é estimada em cerca de 5,9x10'" segundos), mais uma
vez corroborando o que se espera classicamente; ja um buraco negro com a massa de

Planck levaria cerca de 8,6x10~%° segundos para evaporar toda sua massa.

Também é possivel obter o resultado da radiagdo Hawking utilizando o formalismo
de integrais de trajetéria, considerando um campo escalar na geometria de Schwarzs-
child (HARTLE; HAWKING, 1976). Neste caso, a amplitude para emissao de uma particula
pelo buraco negro sera expressa como uma soma sobre todas as trajetérias conectando
a singularidade no futuro (considerando a méaxima extensao analitica da métrica de
Schwarzschild) e o infinito. A continuagao analitica dessa amplitude no espago-tempo
complexificado de Schwarzschild é, por sua vez, relacionada a amplitude de probabilidade
de uma particula propagar da singularidade no passado para o infinito e, por inversao
temporal, & probabilidade do buraco absorver uma particula. Através da forma dessa
conexao entre emissao e absorc¢ao, é possivel notar que um buraco negro de Schwarzschild
ird4 emitir particulas em um espectro térmico igual ao da dedugao original. O que é notavel
nesse caso ¢ a necessidade de que o propagador das particulas seja periddico no tempo
complexo de Schwarzschild, com periodo igual ao inverso da temperatura do buraco negro,
para que seja analitico. De fato, essa é uma caracteristica de fungdes de Green térmicas,

presentes em teoria quantica de campos a temperatura finita.

Essa relacao entre a radiagao Hawking e integrais de trajetéria motivou um estudo
mais aprofundado das contribuicoes gravitacionais no funcional gerador de campos quanti-
cos; complexificando o espago-tempo através de uma rotagao de Wick, a fim de garantir
que a integral de trajetoria seja bem definida, é possivel calcular o funcional gerador para
determinadas solugdes “bem comportadas” (instantons) das equagoes de Einstein a nivel
de 1-loop (GIBBONS; HAWKING, 1977; HAWKING, 1978). Embora ainda nao exista uma
teoria quantica para a gravitacao, essa abordagem fornece, ao menos, uma aproximacao

semiclassica para possiveis efeitos quanticos gravitacionais. Existem duas formas de se
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interpretar o funcional gerador para essas solugoes: a probabilidade de encontra-las em
um determinado estado de vacuo e a contribuicao da métrica para a fungao de particao
de um ensemble termodinamico a uma dada temperatura; novamente, a temperatura é
determinada pela periodicidade no tempo complexo requerida para garantir a analiticidade
da integral de trajetoria e, em especial, as fungdes termodindmicas obtidas nesse ensemble
sdo as que mencionamos anteriormente. E essa tltima interpretacio que serve de base

para o desenvolvimento do presente trabalho.

Por si s6, o estudo das propriedades termodinamicas de buracos negros e outros
tipos de sistemas gravitacionais ¢ de grande importancia para compreender possiveis
efeitos quanticos em teorias de gravitacao, bem como, a estabilidade termodinamica desses
sistemas. No entanto, o desenvolvimento da correspondéncia AdS/CFT (MALDACENA,
1998) abre mais possibilidades: com base nessa correspondéncia, Witten propos que é
possivel associar a termodinamica da teoria conforme localizada na borda de um espago-
tempo AdS a termodindmica do buraco negro contido nesse espaco-tempo (WITTEN, 1998).
Com isso em mente, este trabalho se propoe a estudar as propriedades termodindmicas
de buracos negros utilizando o formalismo euclidiano empregado em teoria quantica de

campos em uma aproximagcao semiclassica.

Objetivos

Os objetivos deste trabalho consistem em estudar as propriedades termodinamicas
de buracos negros assintoticamente AdS, analisando suas fun¢oes termodinamicas e a
possivel presenca de transicoes de fase, bem como a estabilidade das solugoes. Mais

especificamente, sdo estudadas as solugoes de Schwarzschild-AdS e de Born-Infeld-AdS.

Metodologia

Para o desenvolvimento deste trabalho, foram utilizados o célculo simbdlico usual
em relatividade geral, bem como o formalismo das integrais de trajetéria em teoria
quantica de campos. Utilizamos o formalismo euclidiano de teoria quantica de campos
em temperatura finita (revisado na Segao 2.3) junto de uma aproximagao semicldssica
para obter a funcdo de particao referente ao buraco negro. Foram utilizados, também,
softwares de célculo simbdlico, como Mathematica e Maple, como ferramentas auxiliares

no desenvolvimento dos célculos.
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?2 Revisao Teodrica

Neste capitulo, revisaremos alguns conceitos e ferramentas que serao necessarios
para a compreensao do presente trabalho. A nao ser quando explicitado, utilizamos

unidades geometrizadas em que G = kg =c=h=1.

2.1 Conceitos de geometria diferencial

Antes de prosseguir, revisaremos alguns conceitos basicos de geometria diferencial
que formam a base do formalismo matemético da relatividade geral (RIBEIRO; CUADROS-
MELGAR; CARDOSO, 2019; WALD, 1984; MISNER; WHEELER; THORNE, 1973;
CARROLL, 2004). A relatividade geral é construida a partir do conceito de variedade
(pseudo-)riemanniana. Uma variedade n-dimensional M é um espago topoldgico que é
localmente homeomoérfico ao espago euclidiano (o prefixo pseudo é utilizado quando a
variedade é localmente homeomorfica ao espaco de Minkowski), i.e., dentro da vizinhanca
de um dado ponto, a variedade ¢é idéntica a R™. Uma variedade é chamada de riemanniana
quando possui uma estrutura adicional: a métrica. A métrica é uma estrutura matematica
que contém toda a informacao da geometria da variedade (que, na relatividade geral,
representa o espago-tempo); formalmente, a métrica é definida como um tensor (0,2)
simétrico, g : T,M x T, M — R, com suas componentes g,,, em termos de uma base ¢,

para o espaco tangente, sendo dadas por:

Gu = g(eu, en) = e, - ey (2.1)
de maneira equivalente, em termos de uma base e para o espaco cotangente, obtemos,

g = g(et e’) = et - e, (2.2)

com g"” sendo as componentes da matriz inversa com componentes g, .

A partir da métrica, é possivel introduzir a no¢ao de distancia. Em uma variedade,
um vetor v € T, M (que, em termos de uma base e,, pode ser escrito como v = vte,) é
um objeto definido localmente, sendo um elemento do espaco tangente a M em um ponto
p € M, T, M; esse vetor pode ser entendido como um deslocamento infinitesimal em uma
dada direcao na variedade, de modo que comprimentos infinitesimais sao representados

pela norma desse vetor. A partir da métrica, podemos definir a norma de um vetor v:
vl = g(v,v) = g(vFe,, ve,) = V"0 g(ey, e0) = guv*v”; (2.3)

a norma de uma I-forma (ou vetor dual) w € TyM, que é um elemento do espaco

cotangente de um ponto p na variedade, é definida de maneira similar. Por essa razao, a
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métrica é normalmente representada na forma do elemento de linha!,

ds® = g,, dz' dz” . (2.4)

Como vetores sao elementos definidos localmente, nao é possivel comparar um vetor
em dois pontos distintos, dado que, em cada ponto, existe um tinico espaco vetorial distinto,
com elementos diferentes entre si. Esse problema é contornado a partir da introducao de
uma conexao, que é uma estrutura que permite relacionar diferentes espacgos tangentes
definidos em pontos préximos na variedade. A presenca de uma métrica introduz de maneira
natural uma conexao, conhecida como conexao de Levi-Civita (ou conexao métrica), cujas

componentes em relacao a um dado sistema de coordenadas é dada pelos simbolos de
Christoffel,

1
FZz,B = §9w(aa9ﬂp + 089ap — apgozﬂ)- (2.5)

Da conexao, é possivel definir uma derivada covariante, denotada por V, que generaliza a
derivada parcial levando em consideracgao os efeitos da curvatura da variedade. A acdo da

derivada covariante em um vetor v* é dada por?
no_ 1 By
Vvt = Ouvt + T8 07, (2.6)
enquanto que, para uma l-forma v, ¢ dada por,

Vv, = 0V — Fguvg. (2.7)

A partir da derivada covariante, pode-se definir a nocao de transporte paralelo de
um vetor por uma curva. Um vetor v é dito ser transportado paralelamente a uma curva

de vetor tangente ¢ se a derivada direcional de v na direcao de ¢ é nula, 7.e.,
"V, 0" = 0. (2.8)
Para um tensor de ordem (k,1), a condigao de transporte paralelo é,

tuvuTal'“aklgluﬂl = 0. (29)

Uma caracteristica de variedades com curvatura nao nula é a nao comutatividade da
aplicagao sucessiva de duas derivadas covariantes, i.e., V,V,0* # V,V ,0%; essa diferenca

entre a ordem em que as derivadas sao aplicadas é dada pelo comutador [V, V,],

V., V,Jv* =V, V0% -V, V,0* = R%,,0°, (2.10)

O elemento de linha é uma espécie de generalizacdo do teorema de Pitdgoras para espacos planos: se
g = diag{1,1,...,1} e a variedade tem dimenséo n, o elemento de linha se torna ds® = (dz')? + (dz?)? +
ot (dz™)2

E usual cometer o abuso de linguagem de se refirir & componentes de um tensor 7T, T g g, COMO
sendo o préprio tensor. Os tensores, como objetos abstratos, sdo quantidades invariantes, enquanto que
suas componentes dependem do sistema de coordenadas empregado.
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em que R%g,, ¢ o tensor de Riemann, definido em termos dos simbolos de Christoffel como,

R = 0,1, — 0,15, + g, I, — 5,1, (2.11)
O tensor de Riemann caracteriza, completamente, a curvatura de uma variedade. E natural,

portanto, que R%g,, = 0 quando a curvatura ¢ nula; de fato, a prépria conexao se anula

nesse caso, de forma que a derivada covariante se reduz a derivada parcial comum.

Duas quantidades importantes sdo definidas em termos do tensor de Riemann: o

tensor de Ricci e o escalar de Ricci, definidos, respectivamente, como:

Ry = R © R=R", (2.12)

Um outro conceito que sera muito utilizado no decorrer deste trabalho é o de
derivada de Lie, que introduziremos a seguir. Seja M uma variedade e ¢; um grupo
uniparamétrico de difeomorfismos com parametro ¢, gerado por um vetor v* (WALD,
1984). Para um p € M fixo, ¢;(p) : R — M define uma curva, chamada de 6rbita de ¢y,
que passa por p em t = 0, de modo que podemos associar o vetor tangente a essa curva em
t=0,v e T,M, ao difeomorfismo ¢;. Reciprocamente, podemos associar a um vetor v um
difeomorfismo ¢; a partir das curvas integrais de v: considere um sistema de coordenadas
{z"} na vizinhanga de um ponto p € M, de modo que as curvas integrais de v sejam

dadas pela equacao,
da*

dt
esse sistema de equagoes diferenciais tem uma tnica solu¢do dado um ponto inicial ¢ = 0,

— oM (2.13)

de modo que cada vetor v possui uma unica familia de curvas integrais. Dada essa familia
de curvas integrais, para cada p € M, ¢(p) é definido como o ponto que se encontra no
parametro ¢ ao longo da curva integral de v que comeca em p. Podemos entender a acao
de um difeomorfismo ¢; em um tensor T', ¢*T, como “carregando” o tensor ao longo da

curva integral do vetor que gera o difeomorfismo.

A derivada de Lie de um tensor 71" ao longo de um vetor v é dada por,

ot T — T)

. (2.14)

£, = lim (
t—0

em que ¢, é o difeomorfismo gerado por v. Heuristicamente, podemos entender a derivada
de Lie de T" ao longo de v como sendo a derivada de T ao longo do fluxo de v (as curvas

integrais). Na forma de componentes, a equa¢ao acima se torna:
k
i1 pk — 7 ML _ LY b i
£vT vi.ryp — v V’yT V1.1 ZT Vl...ulvwv !
i=1

l
+ Y T V07 (2.15)

j=1

Um grupo uniparamétrico de difeomorfismos ¢; é um mapa suave R x M — M tal que, para um t € R,
¢ : R — M é um difeomorfismo.
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Também definimos, aqui, o delta de Kronecker generalizado como o seguinte

determinante:
T om o o
ovr g2 ovp
v1..vp) 12 2 M2
5[/;1..#1;] = det : (2.16)
s o o

2.2 Acao de Einstein-Hilbert e o termo de Gibbons-Hawking-York

Usualmente, a acao do campo gravitacional para a Relatividade Geral é tomada

como sendo a acao de Einstein-Hilbert,

1
Spn = —/ d*z V/=gR, (2.17)
167 Jm

em que M representa uma variedade dotada de métrica g,,, R é o escalar de Ricci e
g = det g,,,. A variagao total de Spy com relacao a variagoes arbitrarias da métrica ¢ dada
por,

1
0Spr = [/ G'W(Sg“”\/—gd4x+/ g R,/ —gdix|, (2.18)
167 [/ m M

em que G, = R, — % 9w € o tensor de Einstein. Utilizando a identidade de Palatini,
podemos escrever,
g R, = Vo', (2.19)

com v = (gmg”ﬁ — g’\”gaﬁ) V., 0gaqp; utilizando o teorema de Gauss, o segundo termo de

(2.18) se torna, portanto,

/ Vaoty/—gdiz :/ VM dX, = e/ d3y\/ﬁn,\v’\, (2.20)
M oM oM

em que, € = n,n, ny é um vetor normal a superficie ¥ := OM e h = dethy, é o
determinante da métrica induzida em 3. Utilizando a decomposicao ¢g"* = h*" + en*n”, o

integrando do termo de superficie se torna,

n}\U/\ — PN 406G, — NPV 0G0 (2.21)

O primeiro termo da Eq. (2.21) depende apenas de g, na borda e suas derivadas
tangenciais, h**V ,,0g,,, de forma que se anula quando se impde a condi¢ao de Dirichlet
09|y, = 0. O segundo termo, por outro lado, depende de dg,, e sua derivada normal,

n*V ,09,,, sendo, portanto, nao nulo sob a condicao imposta, de forma que:

A

=0= ny

OGuw = — "WV 0G| = — Wt 0ug,| (2.22)
% X )

)
Desta forma, a condicdo de Dirichlet nao é suficiente para fazer com que a acgao de
Einstein-Hilbert constitua um principio variacional bem definido para a Relatividade

Geral, visto que 0Sgy / §9*® # G,p. Esse termo de borda surge porque, ao contrario
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do usual em outras teorias de campos, a acao de Einstein-Hilbert envolve derivadas de
segunda ordem na variavel dindmica, de forma que o uso do teorema de Gauss para a
eliminacao desses termos rende outros termos com dependéncia em dg,, e suas derivadas;
embora a imposicao da condi¢ao de Dirichlet dé conta dos termos que envolvem 6g,, e
suas derivadas tangenciais, as derivadas normais continuam presentes. Embora as equagoes
de movimento obtidas sejam as corretas quando se considera que as derivadas normais se
anulam, essa condi¢ao nao é adequada quando se visa obter um principio variacional bem
definido (em especial no caso de espagos-tempos com borda) (DYER; HINTERBICHLER,
2009).

A resolugao desse problema consiste em adicionar um novo termo na agao gravita-
cional que cancela os termos que contem as derivadas normais das variagoes da métrica;
esse termo é conhecido como termo de Gibbons-Hawking-York (GHY) (YORK, 1972;
GIBBONS; HAWKING, 1977):

Sey = 2 / VhE Py K, (2.23)
oM

emque K :=trK,, e K, = %fngm, = %fnh,w = V,n, ¢ o tensor de curvatura extrinseca

(segunda forma fundamental). A ac¢do gravitacional padrao é, portanto, dada por,

1
Sg =Sgg + Sary = 7/ d*z vV—gR + i/ d3y\/ﬁ K, (2.24)
167 Jm 81 Jom

suplementada pela condicdo de Dirichlet dg,,|,,, = 0. Por fim, é importante notar que,
dentro do contexto de integrais de trajetéria, a presenca do termo de GHY ¢é ainda
mais importante, visto que ele é necessario para dar sentido as amplitudes de transicao
calculadas a partir da agao (GIBBONS; HAWKING, 1977; HAWKING; ISRAEL, 1979).

2.3  Formalismo euclidiano

2.3.1 Integrais de trajetéria e termodinamica

E um fato notdvel, na mecanica estatistica, que a temperatura de um sistema é
naturalmente conectada a periodicidade das fungoes de Green no tempo imaginario, obtido
a partir de uma rotacao de Wick, com o periodo sendo dado pelo inverso da temperatura
do sistema (PESKIN; SCHROEDER, 1995; FROLOV; NOVIKOV, 1998). E conveniente,
portanto, considerar uma abordagem euclidiana, dado que, em um espago-tempo estético, a
coordenada temporal complexa introduzida pela rotacao de Wick, 7 — 4t, d4 uma métrica
com assinatura euclidiana. A teoria quantica de campos usual em temperatura nula, além
da teoria de campos estatistica, pode ser obtida por meio da continuagao analitica da
versao euclidiana da teoria; o caso de temperatura nao nula surge se a topologia do tempo

euclidiano, 7, for St ao invés de R!, i.e., se 7 for periédico. Essa abordagem pode ser
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implementada na quantizacao por integrais de trajetoria especificando que a integracao

seja feita sobre configuraces periddicas no tempo euclidiano®.

No formalismo das integrais de trajetoria, a amplitude de propagacdo de um dado
estado |¢1,t1) para um outro estado |¢9,t2) de um campo quantico ¢ é dada pelo funcional

gerador, Z (FROLOV; NOVIKOV, 1998; GIBBONS; HAWKING, 1977),

(02, talén, 1) = Z = [ DIgle™, (2.25)

em que S[¢| é a agao classica do campo e D[¢] é uma medida de integracao adequada
no espaco das fungoes ¢. Por outro lado, utilizando o operador de evolucao temporal,

Ulty, ty) = e H2=1)  temos,

(B2, ta| 1, t1) = (B e 21 [g3y) (2.26)
em que H é o hamiltoniano. Tomando t, — t; = —if3, ¢ = ¢1 e somando sobre todos os
gblv segue que,

Z = trel=PH) = /D[gb]e_sE, (2.27)
em que ST é a acdo euclidiana, cuja relacio com a acdo usual ¢ iS = —S, e a integral ¢

tomada sobre todas as configuracoes de ¢ periddicas no tempo imaginario com periodo [3.
E importante ressaltar que a rotacao de Wick também garante a convergéncia da integral

na Eq. (2.27), visto que S¥ > 0 por hipétese; o termo oscilante, €'

, se torna, portanto,
um termo que decai exponencialmente, e=S”. Podemos reconhecer o lado esquerdo da Eq.
(2.27) como a funcao de partigdo para o ensemble canonico de um campo ¢ a temperatura

T = B! (FEYNMAN, 1972).

Pode-se considerar, também, o ensemble grande candnico, em que se tem um
potencial quimico u; associado a cada quantidade conservada Cj; nesse caso, a funcao de

particao é,
Z = trexp [—6 (H -> Mz‘@‘ﬂ : (2.28)

Um exemplo em que o ensemble grande candnico pode ser utilizado é um sistema com
temperatura T = B!, dotado de momento angular J e carga elétrica Q; os potenciais
quimicos correspondentes serao, respectivamente, a velocidade angular, €2, e o potencial
eletrostatico, . A funcao de particao sera dada pela integral de trajetéria sobre todos os

campos ¢ tal que,

em que q ¢ a carga do campo.

Essa é a condicao para o caso de boésons; para férmions, as configuragoes devem ser antiperidédicas.
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2.3.2 Aproximacao semiclassica para o campo gravitacional

A generalizagao para campos de calibre, como o campo gravitacional e o campo
eletromagnético, deve incluir as contribuicoes dos campos fantasmas de Fadeev-Popov
na integral de trajetéria. No caso gravitacional, a contribuicdo dominante deve vir das
métricas, g, e campos de matéria, ¢, que possuam valores préximos a campos de referéncia
go € ¢, que tenham as periodicidades corretas e extremizem a acao (i.e., sejam solugoes
das equagoes de movimento) (FROLOV; NOVIKOV, 1998; GIBBONS; HAWKING, 1977,
HAWKING; ISRAEL, 1979). Escrevendo g e ¢ em termos de pequenas flutuagoes nos

campos de fundo gy e ¢y,

podemos fazer uma expansao em série de Taylor da acao nas vizinhancas dos campos de

fundo,

1) )
Slg, ¢] = S|g0, o] +/d”x 6‘;69+/d”x 6‘;&5
1 528 5%S
— [ d"xd™y |6 —— ) -
g ) ey [ 9 569 7Y T ) St

528 3 3
Somaty) *W T 0l ¢), 3

comdg=g—go=gedd=c¢d— o= e com as derivadas funcionais avaliadas em g e

5¢(y)]

+ / d"zd"y dg(x)

¢o. Como gy e ¢y satisfazem as equagoes de movimento, as derivadas de primeira ordem

se anulam, de forma que a expansao se reduz a:

Slg, ¢] = Slgo, o] + Sa[3, 9, (2.32)

em que descartamos a derivada mista nos termos de segunda ordem So,

. 528 L 8S
001 3 0 o) s + ko)

Essa expansao se chama aproximacao de fase estaciondria (ou aproximagao de ponto de

so(y)|.  (2.33)

sela) e consiste em uma aproximagao semiclassica que supoe que a agao classica com os
campos de fundo, S|go, o], ¢ 0 termo com maior contribui¢do no limite 7 — 0 (cabe
lembrar que o termo no expoente do funcional gerador é iS/h, de forma que o n-ésimo

termo na expansio é proporcional a 2™"/2/n!) (DAS, 2006).

Substituindo a Eq. (2.32) em Z, definido na Eq. (2.25), obtemos:
7 = /D exp 28[907 o] + 1857 (M) = ¢'Sloodo] /D Ji$219:9]
= log Z = iS|go, b0 +10g/D g, ] 6182[5’(5}. (2.34)

O termo com a integral funcional na equacao acima é chamado termo de 1-loop e representa

os efeitos de flutuacgdes quanticas sobre os campos de fundo, que desconsideramos neste
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trabalho®. O funcional gerador sera dado, portanto, por,
7 = ¢Slodl, (2.35)
de maneira que, fazendo uma rotagao de Wick, obtemos a seguinte funcao de particao:

Z =", (2.36)

2.4 Espaco AdS°

O espago anti-de Sitter (AdS) é uma das trés solugoes das equagoes de Einstein no
vacuo com curvatura constante (as outras duas sdo a métrica de Minkowski e a de Sitter);
mais especificamente, a métrica AdS representa uma variedade de curvatura constante
negativa, 7.e., R < 0, satisfazendo as equacgoes de Einstein no vacuo com constante
cosmoldgica, A, negativa,

2
R, =Agu, A= 5 <0, (2.37)
em que ¢ é uma constante, conhecida como raio AdS.

Uma forma de se interpretar geometricamente o espago AdS é como uma subva-
riedade de R?3; nesse caso, se a métrica de R?>? é, utilizando coordenadas cartesianas

{U, v,T,Y, Z}a
ds? = —du? — dv® + da? + dy? + d2?, (2.38)

o espaco AdS serd o hiperboldide dado pela equagao,
—u? =ty 4 2R = (2.39)
reescrevendo essa equagao na seguinte forma,
w? vt =02 2?4yt 4 22 (2.40)

fica claro que sua topologia ¢ S' x R3. Nesta representacdo, o espaco AdS possui curvas
tipo tempo fechadas; porém, como ele nao é simplesmente conexo, pode-se “desenrolar”
o circulo S' (obtendo-se seu espaco de recobrimento, R!) para se obter seu espaco de
recobrimento universal” que ndo possui curvas tipo tempo fechadas e tem topologia R%.

Daqui em diante, nos referiremos ao espac¢o de recobrimento universal como espago AdS.

A métrica AdS pode ser representada pelas coordenadas globais {f, P, 0, gp}, cuja

métrica possui a seguinte forma estatica:

ds? = ¢? (— cosh? pdf” + dp?® + sinh? deQQ), (2.41)

O tratamento dos termos de 1-loop e de ordem superior pode ser visto em Hawking (1978), Hawking e
Israel (1979).

Se¢do baseada em Hawking e Ellis (1973), Zhao (2009), Blau (2020).

Universal covering space, em inglés.
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com p € [0,00) e t € (—00,00); essas coordenadas sdo obtidas escrevendo a Eq. (2.39)
como,

u? +v* = Pcosh®p, 2?41y + 2% = (*sinh? p, (2.42)
cuja solugdo é u = £ cosh psint, v = £ cosh pcost e ' = n'sinh p, com 2 = {z,y, z}. Cabe
notar que o hiperboléide descrito pela Eq. (2.39) ¢ identificado escolhendo # como uma
varidvel angular tal que ¢ ~ £ + 27 (fora do espaco de recobrimento), evidenciando a

periodicidade do tempo e a possibilidade de curvas tipo tempo fechadas.

Definindo ¢ = /t e r = {sinh p, com r € [0, o), obtemos,

2

9 -1
ds? = — <1 + ;) dt? + <1 + ;) dr? 4+ r*dQ,°, (2.43)

que é a métrica obtida resolvendo as equacgoes de Einstein supondo simetria esférica.

2.4.1 Estrutura assintética

Para estudar a estrutura assintética do espago AdS, vamos reescrever a Eq. (2.41)

como,
2 2 2 72 dp’ 2 2
ds® = ¢“cosh” p|—dt” + 5— + tanh” pd€2,° |; (2.44)
cosh” p
introduzindo a “coordenada radial” conforme y tal que®,
d
dy = COSfl,O = x = 2 arctanh(e”) — g (2.45)
podemos escrever,
1 m
coshp = , coshpe[l,oo)=x€ [0, ) , (2.46)
CcoS X 2

de modo que a métrica na forma dada acima pode ser reescrita como,

62

cos? y

ds? =

(= dE* + dx® + sin® x ") = e (= df* + d0s®), (2.47)

cos? y

i.e., 0 espaco AdS possui equivaléncia conforme a metade do universo estatico de Einstein,
d3? = — i’ +dQ,> (cujo dominio de x é [0, 7]). Superficies com # constante sdo equivalentes,
por meio de uma transformagao conforme, a meias esferas com borda em x = 7/2; os
pontos com x = 7/2 correspondem a p — oo, de forma que x = 7/2 é a borda conforme,
&, do espago AdS. Essa hipersuperficie é tipo espago,

d?| = —df® +d0?, (2.48)

X=

Wl

com topologia # = S* xR, e .# = .+t U .#~ Ui’ como o dominio de £ ¢ infinito e o de

. -, , . ~ -2 ;.
finito, nao é possivel realizar uma transformacao conforme em ds§” que torne o dominio

A constante de integracao é escolhida como —7 para que o sistema de coordenadas seja referente a parte
correspondente do universo estatico de Einstein.
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Figura 1 — Diagrama de Penrose para o espaco AdS; a linhas tracejadas que ligam os
pontos p e ¢ sdo geodésicas tipo tempo, as linhas solidas diagonais representam
geodésicas nulas e a linha pontilhada na base representa uma superficie tipo
espaco de ¢ constante. O infinito do espaco-tempo consiste na superficie .# e
nos pontos disjuntos it e i~; xy = 0 representa o centro do espago-tempo (onde
h& uma singularidade do sistema de coordenadas) e .# a borda tipo tempo.

7

Fonte: Adaptado de Hawking e Ellis (1973).

de t finito sem reduzir o dominio de x a um ponto, de forma que os infinitos tipo tempo,
i+ e 1™, sao representados por pontos disjuntos no diagrama de Penrose, representado na

Figura 1.

As geodésicas ortogonais as superficies com ¢ constante convergem para os pontos ¢
e p, respectivamente, no futuro e passado da superficie em questao, sendo essa a razao para
a aparente singularidade das coordenadas na métrica (2.47). Também pode-se perceber

que geodésicas nulas que partem de p = f = 0 alcancam . em um tempo finito £ = 5

Essas peculiaridades implicam que nao existem superficies de Cauchy no espacgo-
tempo AdS, i.e., para qualquer superficie tipo espaco X, existem pontos no futuro de X
tais que existem geodésicas causais (nulas) direcionadas para o passado passando por esses
pontos que nao intersectam ¥ (porque elas vao para .#), de forma que o espa¢o AdS nao
é globalmente hiperbdlico. Isso implica que, para definir a evolu¢ao dindmica de campos
neste espaco, nao ¢é suficiente especificar dados de Cauchy em uma hipersuperficie tipo

espaco qualquer, sendo necessario especificar, também, condi¢oes de contorno em .#.

A principal caracteristica de interesse da solu¢ao AdS para este trabalho é o fato
dela se comportar como uma caixa, ja que esse espago-tempo possui uma energia finita

e uma “parede” de potencial infinita no infinito assintético. Para ilustrar isso, considere
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uma particula com 4-momento p* = (—FE, p*); pelo efeito de Ehrenfest-Tolman (TOLMAN;
EHRENFEST, 1930), a energia medida no infinito assintotico possui um red-shift em relagao
a energia medida localmente; dado que um observador no infinito possui 4-velocidade
Ut = k?/\/—k2, k = 0,, a energia medida pelo observador local é,

Ew  Ex
N N T

de forma que E possui um red-shift dado por um fator de \/—ggg com relacao a F.,. Para

E=—g,U"" = (2.49)

~ 2 ~
a solugao AdS, —goo = 1 + 7z, de modo que £ — 0 quando r — oo; podemos, entao,
considerar a existéncia de uma barreira de potencial no infinito. Além disso, como a

temperatura escala com a energia, T' se comporta da mesma forma.

2.4.2 Propriedades termodinamicas

Da mesma forma que o espaco de Minkowski, o espaco AdS ndo possui uma
temperatura natural associada, i.e., o “estado de vacuo” mais simétrico nao é periddico na
coordenada temporal imaginaria, embora seja no tempo real (HAWKING; PAGE, 1983).
Entretanto, assim como no espago plano, pode-se construir estados térmicos a uma dada
temperatura 7' impondo uma periodicidade 5 = T~! no tempo complexo. Considerando
a métrica na forma estatica, Eq. (2.43), a temperatura local desses estados térmicos,
que serao estados de equilibrio neste sistema de coordenadas, serd dada por (TOLMAN;

EHRENFEST, 1930),
T

V(r)

Tiocar = BV (r)"V2 = (2.50)

com V(r)=1+ ;—;.

2.5 Equilibrio de um buraco negro de Schwarzschild com radiacao

térmica’

Considere um buraco negro de Schwarzschild, cuja métrica é:
2M 2M\ !
ds? = _<1 _ ) dt? + <1 - > dr? 4 2 d0y% (2.51)
r r

sua temperatura, dada por T = (87 M)~!, implica que seu calor especifico é negativo,
OnT < 0. Suponha que o buraco negro esta cercado por radiagao de corpo negro com
temperatura igual a sua; suponha, também, que o buraco negro absorve um pouco mais de
energia do que emite como resultado de flutuagoes estatisticas. Devido ao calor especifico
negativo, a temperatura do buraco negro diminuiré, levando a diminuicao da taxa de

emissao e um pequeno aumento da taxa de absorcao de radiagdo. Caso a temperatura da

Secdo baseada em Hawking (1976), Davies (1978), Gibbons e Perry (1978), Zhao (2009).
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radiagdo de corpo negro seja mantida constante por meio de um reservatorio de energia, o
buraco negro crescera indefinidamente. Da mesma forma, se uma flutuacao estatistica leva
um buraco negro a emitir mais radiagao do que absorve, a taxa de emissao aumentara
indefinidamente, levando a evaporacao do buraco negro. Posto de outra forma, nao existe
equilibrio térmico estavel entre um buraco negro e um reservatério térmico arbitrariamente

grande, de maneira que nao ¢é possivel construir um ensemble canonico para este sistema.

E possivel mostrar esse fato mais formalmente (HAWKING, 1976): no ensemble
candnico, considera-se um grande nimero n de sistemas fracamente acoplados entre si;
cada sistema possui um dado nimero de niveis de energia F;, com a energia total do
conjunto de todos os sistemas sendo F. Considerando todas as possiveis distribui¢oes da
energia total entre os subsistemas, o nimero esperado n; de sistemas em um dado estado
de energia F; sera proporcional a,

E:

n; exp(—jf), (2.52)

em que T" é um multiplicador de Lagrange interpretado como a temperatura do ensemble.
Supondo que o nimero de niveis de energia de um dos subsistemas entre E e E +
dE é dado por p(E)dE, em que p(E) é a densidade de estados, a probabilidade do
subsistema possuir energia no intervalo entre F ¢ F + dFE serd p(E)exp (—ET')dE. Nos
sistemas normalmente considerados em mecénica estatistica, p(E) aumenta com E mas
nao exponencialmente, de modo que a probabilidade converge. Porém, para um buraco
negro de Schwarzschild, o nimero de configuragoes internas, p(F)dE, para buracos negros
com massas entre M = F'e M = E 4+ dE é dado por,

p(E)dE = ¢*dE =~ exp (47E?) dE, (2.53)

onde a equagao de Boltzmann para a entropia foi utilizada; a equacgdo acima cresce mais
rapido que o fator térmico, exp(—ET '), conforme a energia aumenta, de forma que a
probabilidade de um buraco negro estar em um dado intervalo de massa cresce com o
aumento da massa, levando a divergéncia da probabilidade total e a ma definicao do

ensemble candnico.

Para se obter um sistema estavel, pode-se confinar o buraco negro em uma caixa
isolada de volume e capacidade térmica finitos, como proposto por Hawking (HAWKING,
1976); se a radiagao de corpo negro no interior da caixa possui energia F,,q'° e entropia
Srad, €nquanto o buraco negro possui entropia Sgy e energia Egy = M, a configuracao de
equilibrio sera aquela que maximiza a entropia total S = S..q + Sgn sujeita ao vinculo

E = E,.q + Epy. Utilizando o multiplicador de Lagrange A, temos as seguintes condigoes:
d(S — A\E) =0, (2.54a)
Hess(S) < 0; (2.54b)

A densidade de energia da radiacdo de corpo negro é u = 40T, com ¢ sendo a constante de Stephan-
Boltzmann, de modo que a energia é Eaq = vV = 40V T*%, em que V é o volume da caixa.
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da condigao (2.54a), segue que,

8Srad 8SBN 8Srad aSBN
Bt + 228 4B — AdBrag — AdEgy = 0 A = Oomd _ 098w,
0E,, (Pt g dEpy = AdEaa = AdEpy =0 A= 5P = 50

(2.55)

como 0S/OF =T~ obtemos que T}.q = Tgy. Da condigao (2.54b), utilizando 0S5/0F =

T, tém-se,

0?Spaa . 0*S 1 0T 1 0T,
! d + 2BN <0 — ; d - BN
aErad 0EBN Trad 8Erad TBN aEBN

<0; (2.56)

como a energia irradiada por um corpo negro é proporcional a T*, pode-se mostrar que:

OTwa _1Twa 1 OTey 1 1
aErad B 4Erad TéN aEwBN 4TradErad’

(2.57)

como Traq = Ty e Tey = (87 Epn) ™!, obtemos que o equilibrio ocorrerd quando Fi.q <
1EpN.

Posto de outra forma, para a configuracao de radiacao de corpo negro e um buraco
negro maximizar a probabilidade, o volume, V', da caixa deve ser suficientemente pequeno
de maneira que a energia da radiacao, E..q, seja menor que um quarto da massa do buraco
negro. Se essa condi¢ao for satisfeita, o equilibrio entre a radiacdo e o buraco negro a
mesma temperatura sera estavel, visto que, se uma flutuacao estatistica faz com que um
pequeno excesso de radiacao seja absorvido pelo buraco negro, a temperatura da radiacao
diminuird, se tornando menor que a do buraco negro, de forma que a taxa de absorc¢ao se

tornara menor que a taxa de emissao.

2.6 Teorema de Noether

O teorema de Noether ¢ um dos principais resultados utilizados na fisica teérica
em geral, visto que relaciona simetrias de um dado sistema a quantidades conservadas;
nesta secao, revisaremos o teorema de Noether utilizando formas diferenciais nos atendo
ao caso de difeomorfismos (WALD, 1993; IYER; WALD, 1994; OLEA, 2007).

Considere uma agao que ¢ a integral de uma lagrangiana, £, representada por uma

d-forma em d dimensoes,

1
L= Ecﬂb--#d dat A ..o Adatd (2.58)

que seja invariante sob a acao ¥* de um difeomorfismo arbitrario, ¢ : M — N,

L™ (o)] = ¢ Lg], (2.59)

onde ¢ = {g,1} denota todos os campos dindmicos da teoria, incluindo a métrica. Se

a lagrangiana satisfaz a condicdo acima, sempre é possivel escrevé-la como uma fungao
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de g, Rapu, ¥, € as derivadas covariantes de Ragu € ¥ (IYER; WALD, 1994). Sob
variacoes arbitrarias das variaveis dindmicas, a variagdo de £ sempre pode ser escrita na
seguinte forma:

5L =FEép+de (2.60)

em que Ed¢p = (Eg)‘”ﬁ 0Ggap + Ey01 sao quantidades construidas apenas dos campos ¢ e
suas derivadas; as equagdes de movimento da teoria sio obtidas tomando (E,;)*?§gas = 0
e E, =0. A (d—1)-forma © é construida localmente de ¢ e d¢, e é determinada pela
equacgao acima a menos de uma forma fechada, construida localmente a partir dos campos

que aparecem em L.

Uma variacdo arbitraria ¢ atuando nos campos sempre pode ser decomposta em
uma variagdo funcional, J, mais uma variagao devida a um difeomorfismo gerado por
um campo vetorial 7. Para um campo dado por uma p-forma ¢, a variagao devida ao
difeomorfismo ¢ dada pela derivada de Lie, £,¢ ao longo de 7, que, pela férmula de Cartan

(também conhecida como férmula mégica de Cartan), pode ser escrita como,

£,0 = (AL, + I,d), (2.61)

em que I, é o operador de contragio, cuja agao sobre uma p-forma a;, = (p!)~*

... ANdx*? é dada por:

m
Q.o AT A

I, = (p_l1)!7)”Ozwl,_up_1 dz¥ A oA datrt . (2.62)

A agao da variagao funcional, 9, em £ produz as equagoes de movimento mais um termo

de superficie, ©(¢, 0¢), enquanto a variagao devida ao difeomorfismo, contribui apenas

com outro termo de superficie (visto que a invaridncia sob difeomorfismos de £ implica
dL =0):

£,L=d(1,L). (2.63)

O teorema de Noether estabelece, portanto, que existe uma corrente conservada associada

a invariancia sob difeomorfismos da lagrangiana, dada por:
xJ = —0(¢,00) — I,L, (2.64)

em que *.J é o dual de Hodge de J. Para um difeomorfismo £ que é uma isometria, a
variacao total d se anula, de forma que todas as variagoes funcionais dos campos em © sao

substituidas pela derivada de Lie correspondente, 0¢ = —£¢¢, de modo que,

A conservacao da corrente, d x J = 0, implica que, pelo lema de Poincaré, *.J

sempre pode ser escrita localmente como uma derivada total. No entanto, apenas quando
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ela pode ser escrita como uma forma exata xJ = dQ(§) globalmente, a carga Q(&§) pode

ser integrada em uma superficie assintdtica, X, (d — 2)-dimensional através de,

Q) = /E *J. (2.66)

Considere uma lagrangiana £ que difere de £ por um termo de borda dB,
L =L+dB; (2.67)
a corrente conservada se tornara (OLEA, 2007),

0B
# = 06, £e6) ~ L + 57 £co — 1B = A(Q(E) + IcB). (2.68)

de modo que a carga conservada sera,

Q&) = Q&) + I¢B. (2.69)

2.7 Coordenadas normais gaussianas

Considere uma hipersuperficie (n—1)-dimensional ¥ C M imersa em uma variedade
n-dimensional M. Para cada ponto p € X, o espago tangente 7, pode ser visto como um
subespago (n — 1)-dimensional do espago tangente 7, M, de forma que havera um tnico
vetor n* € T, M, a menos de um fator de escala, que é ortogonal (com respeito a métrica
de M) a todos os vetores de T,%; o vetor n* é chamado de vetor normal a ¥. Quando
Y’ nao é uma hipersuperficie nula, podemos definir o seguinte sistema de coordenadas:
para cada p € X, considere a geodésica tinica que passa por p cujo vetor tangente é n*;
considerando um sistema de coordenadas arbitrario {z',...,2" "1} em uma porg¢ao de X,
podemos caracterizar cada ponto ¢ em uma dada vizinhanga da porg¢ao escolhida de X
escolhendo o parametro t (que é tinico se n* for normalizado e t(p) = 0) da geodésica que
conecta p e ¢ e atribuindo a ¢ as coordenadas {t,x!, ..., 2" '}, em que {x!, ..., "'} sdo as
coordenadas de p € X e t é o valor do parametro da geodésica em ¢. Em uma vizinhancga
suficientemente pequena de p € ¥ (para evitar que as geodésicas emanando de X se
cruzem ou convirjam em uma singularidade), o mapa ¢ — (¢, z',...,2""!) é bem definido
e define as chamadas coordenadas normais gaussianas (WALD, 1984; CARROLL, 2004;
MISNER; WHEELER; THORNE, 1973). Uma das principais caracteristicas deste sistema
de coordenadas é que as geodésicas continuam ortogonais a todas as hipersuperficies >3,

definidas pela equagao t = constante.

Associados as fungoes coordenadas {t,z!,...,x" "1}, existem os vetores da base
coordenada, {0;, 01, ...,0,_1}, em que 0, = n*, de forma que a métrica em coordenadas

gaussianas se torna:

d32 = G dx" da” = n‘unu dt2 -+ hz’j dQ?z dl’j s (270)
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com i,j ={1,....,n — 1} e h;; a métrica intrinseca de X.

Como exemplo, considere uma foliacao radial do espago-tempo na forma gaussiana,

com n,, = (n,,n;) = (N,0) como o vetor normal; a métrica serd dada por (MISKOVIC;

OLEA, 2008):

ds® = g, dz' dz¥ = N?(r) dr® + hy; da’ da? |
V=9 =NvV—h;

nessas coordenadas, a curvatura extrinseca sera,

_ L dhy
Y9N dr
e as componentes de Fﬁy,
i 1 ; ; ., 1 dN
Fij = NKijv Frj = _NKj’ F”" - NE

Em particular, as relagoes de Gauss-Codazzi serao:

ir 1 v 7 = 7 2 = 7
i — N(VlK'f — ViK}) = Vi,
kr — N di - KlKllm

R}, = Rjj(h) — KiK] + K[ K], = Rjj — K} K},

em que o ~ representa que as quantidades sao dadas em termos de h;;.

(2.73)

(2.74)

(2.75a)

(2.75b)
(2.75¢)
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3 Resultados

3.1 Transicao de fase de Hawking-Page

Conforme visto na Sec¢ao 2.5, ndo é possivel obter um estado de equilibrio termodi-
namico entre radiacao térmica e um buraco negro no espaco de Minkowski. Uma forma de
se contornar esse problema, de modo a obter uma configuracao de equilibrio, consiste em
confinar o buraco negro dentro de uma “caixa”; esta solugao, no entanto, nao é fisicamente

realista.

Vimos, na Se¢ao 2.4, que o espaco-tempo AdS se comporta, efetivamente, como
uma caixa, devido a uma “barreira” de potencial presente no infinito. Considerar um
buraco negro imerso em um espaco AdS é, portanto, uma forma “natural” de se conside-
rar um buraco negro dentro de uma caixa. Exploraremos, nesta se¢ao, as propriedades

termodindmicas de um buraco negro de Schwarzschild contido em um espago AdS.

3.1.1 Meétrica Schwarzschild-AdS

Assim como no espaco de Minkowski, é possivel obter solucoes das equacoes de
Einstein que contenham um buraco negro imerso em um espaco AdS; a mais simples dessas
solugoes é a métrica de Schwarzschild-AdS (S-AdS) (ZHAO, 2009; PAPANTONOPOULOS,
2011; SOCOLOVSKY, 2017),

ds® = —f(r)dt* + f(r) dr® +r? dQy?, (3.1a)
f(r):1—2iw—|—7;, (3.1b)

que ¢ uma solugao das equagoes de Einstein para o vacuo com constante cosmologica
negativa. O horizonte de eventos, r, do buraco negro é obtido tomando f(r,) = 0, que

resulta,

]2/3

2TM 2+ 3y/3\J(427M2 + )] — 30

(27Me2 + 3v3, /6T + )

(3.2)

1
T+:§

A temperatura do buraco negro pode ser obtida pela definicao, calculando a
gravidade superficial, k. Existe, porém, outra forma de se calcular a temperatura, baseada
no formalismo euclidiano, que é a que empregaremos. Considere a métrica na forma estatica

genérica, Eq. (3.1a); realizando uma rotagao de Wick, 7 = it, obtemos,

ds* = f(r)dr* 4+ [ (r) dr® +r2dQy?; (3.3)
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fazendo uma expansao de f(r) em série de Taylor até primeira ordem ao redor do horizonte
de eventos, segue que (PLANTZ, 2014; FROLOV; NOVIKOV, 1998),

dr?
frir)(r—ry)

Supondo que f'(r) é regular para r — r,, podemos introduzir uma nova coordenada, R,

ds> = f'(ry)(r —ry)dr + + 72 Ay (3.4)

definida por R? = 455(;:*)), tal que r — r, = R — 0, de sorte que a métrica se torna,

1
ds? = i f(re)’RPdr +dR? + 12 dQy”. (3.5)
Se desconsiderarmos a parte angular da métrica acima, obtemos,
1
ds® = i f'(ry)?R*dr* + dR?, (3.6)

que possui a mesma forma que a métrica de coordenadas polares planas, ds* = r2 d6? +dr?;
para evitar uma singularidade conica®, a coordenada 6 deve possuir um periodo igual a
272, Logo, para evitar uma singularidade conica no espaco-tempo euclidiano, devemos

fazer a identificagao, 0 — 7f'(r,)/2, de forma que,

2
0~ 0+2r=T7~T+21—, (3.7)
f(rs)
ou seja, 7 possui periodo f = 4x/f'(r;). Como a temperatura é dada pelo inverso do

periodo do tempo complexo, a temperatura do buraco negro sera dada por:

L f(ry)
T=-= . 3.8
5 4 (3.8)
Para o buraco negro Schwarzschild-AdS, a temperatura sera:
0% + 3r?
T=-—"*. 3.9
Aml?r (39)

A Figura 2 mostra o grafico da Eq. (3.9). Pode-se verificar que T' possui um minimo

quando ry =1y = 6/\/3 =T =T, = ?é Para T' < Ty, portanto, nao podem existir

buracos negros, de forma que o espaco-tempo é preenchido com radiagao pura. Escrevendo

r, em funcao de T', obtemos:

1
ry = g(%%T + V=302 + 4P7°T?). (3.10)

Uma singularidade conica é um exemplo de uma classe de singularidades chamada de singularidades
quase-regulares; nesse tipo de singularidade, as componentes do tensor de Riemann medidas em um
referencial arbitrério (e, consequentemente, quantidades construidas a partir dele) se comportam de
maneira regular, sem divergir (ELLIS; SCHMIDT, 1979).

Pode-se ilustrar isso da seguinte forma: suponha que 6 € [0,a], com a = 7. A regido coberta pelas
coordenadas serd metade do plano cartesiano, e.g., {(z,y) € R | y > 0}, de forma que as regides com
x>0 e x <0 estdo coladas uma a outra, como em um cone; utilizando coordenadas cartesianas, pode-se
constatar uma descontinuidade na origem que, quando descartada, transforma a regido em questao na
planificagdo de um cone. Isso ocorre sempre que « # 27.



3.1. Transi¢io de fase de Hawking-Page 35

Figura 2 — Temperatura do buraco negro Schwarzschild-AdS em funcao do raio do horizonte
de eventos, medido em termos de /.
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Fonte: Autoria Prépria.

Figura 3 — Grafico do calor especifico, C', em func¢do da temperatura do buraco negro
Schwarzschild-AdS; a curva azul representa o calor especifico do buraco negro
maior e, a curva laranja, a do buraco negro menor.

40 i

20 b

VI | | —— Buraco negro maior

L i Buraco negro menor

0.25 0.30 0.35 0.40 0.45 0.50
TC

Fonte: Autoria Prépria.

Portanto, para cada T" > Ty, existem dois buracos negros possiveis: um menor, dado pelo
sinal negativo na equacao acima e que representa a regiao r, < rg, e um maior, dado pelo
sinal positivo e que representa a regiao r, > rg. Da equagdo f(r,) = 0, podemos escrever
a massa em funcao do raio do horizonte de eventos,

2

Ty 7’+
M=—14+—=; A1

substituindo a Eq. (3.10) na (3.11), obtemos M (T"), o que nos permite calcular o calor
especifico, C' = drM. A Figura 3 mostra os graficos dos calores especificos dos buracos
negros menor e maior. Temos, portanto, que para 1" > Ty, existem dois possiveis estados

com buraco negro: um com um buraco de massa menor (ry < rg), cujo calor especifico é
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negativo e, portanto, é termodinamicamente instavel (como no caso do buraco negro de
Schwarzschild), e um buraco negro com massa maior (ry > ), que possui calor especifico

positivo e é, portanto, termodinamicamente estavel.

Cabe observar que a massa ¢ uma funcao estritamente crescente de r, de forma
que possui uma correspondéncia 1 para 1 e é inversivel; isso significa que pode-se usar

tanto M quanto ry como um parametro para quantidades termodinamicas.

3.1.2 A transicao de Hawking-Page

Para estudar mais a fundo as propriedades termodinamicas da solugao Schwarzschild-
AdS, calcularemos a funcao de particao gravitacional considerando a diferenga na acgao
euclidiana da solucao Schwarzschild AdS e do espago AdS, conforme Hawking e Page
(1983). O ensemble canodnico é definido por uma integral de trajetéria sobre todos os
campos de matéria que tendem assintoticamente a zero e métricas assintoticamente AdS
com periodo 8 no tempo euclidiano, 7. Conforme a aproximacao semiclassica discutida
na Secao 2.3.2, a contribuicdo dominante na integral de trajetéria vem de métricas que
sejam “proximas” a solugoes classicas das equagoes de Einstein; de fato, o espago AdS
térmico (i.e., periédico em 7) é um desses casos e 0 tomaremos como ponto zero da agao e

da energia.

A integral de trajetoria de campos de matéria e flutuagoes da métrica sobre a
solucdo AdS pode ser considerada como dando a contribui¢do da radiagdo térmica no
espaco AdS para Z; para um campo com invariancia conforme, essa contribuicdo pode ser
obtida calculando a funcao de particao para o campo no espaco AdS periédico no tempo,
cuja forma aproximada serd (ALLEN; FOLACCI; GIBBONS, 1987; HAWKING; PAGE,
1983),

ol
and

T
log Z = 3n2(2 / T-2f(T)dT =
0 90

(e57) +0(e57), (3.12)

em que g é o nimero efetivo de estados de spin e f(T) = g—; gT* + O(£72T?); a energia da

radiagdo térmica sera,
4
(E) = —03log Z ~ %geST‘*. (3.13)

Os efeitos gravitacionais da radiacao térmica podem ser estimados resolvendo as equagoes
de Einstein com constante cosmologica para um fluido perfeito de radia¢ao (i.e., pressao
igual a um terco da densidade de energia térmica); a estabilidade dessa solugao impoe uma
massa maxima para que o fluido nao colapse, o que, por sua vez, leva a uma temperatura

méxima, Tinax (HAWKING: PAGE, 1983).

Para as equagoes de Einstein no vicuo com constante cosmoldgica, R, = Ag.,
segue que, em 4 dimensoes, R = 4A; no caso em questao, nao é necessario levar em conta

o termo de borda da acao, visto que os termos relativos a cada métrica se anulam quando
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a diferenca das agoes for tomada no infinito assintotico, de forma que a agao se torna,

d*z /—g(R — 2A) d*r /=g (3.14)
o) ol
= St = —8?/d411: 9E- (3.15)

Como o valor da acao ¢ infinito quando calculada no espago todo, devemos regulariza-la

integrando a parte radial até um valor de cutoff r = R; para a métrica AdS, obtemos,

A [ho R A
Shis=—g- | ar [ r2dr [ o = ZhR, (3.16)

em que [y é, em principio, arbitrario, visto que o espaco AdS nao é necesariamente

periédico em 7. Para a métrica S-AdS,

A B R A
SE s = —&T/O dr /r+ 2 dr/S2 a0, = ZH(R* — 1), (3.17)

_ 4mlPry
com [ = ZEET]

termodindmico sao valores de borda (BROWN et al., 1990; PLANTZ, 2014), de modo

que, para comparar as energias livres de dois estados, devemos garantir que os valores de

. Em espagos curvos, quantidades fixas correspondentes a um ensemble

borda de suas temperaturas fisicas (ou seja, as que sao medidas localmente) coincidam.
Pelo efeito Ehrenfest-Tolman (TOLMAN; EHRENFEST, 1930), a temperatura medida

locamente ¢ dada por,
T

grr (1) '

A igualdade das temperaturas medidas localmente, em especial na hipersuperficie definida

Tiocar (1) = (3.18)

por r = R, implica que,

R? 2M  R? 5o 2M (2
1+—|=0ll—-—+ | —=1—- —— 3.19
BD<+€2> 5( R+€2> 3 REZ+ R (3.19)
de movo que diferenga das agoes euclidianas sera, portanto,
A
S = Sgnas — Skas = _66 (RB — 7 - %)R?’) (3.20)
Como A = —3/¢* e tomando o limite R — oo para remover o fator de cutoff, obtém-se,
E B 3.3 3 2M _ 2y 2 _.3).
% = g i | R —rf = BT 2o _£2+3ri(m -r); (321
por fim, utilizando a Eq. (3.11), obtemos:
wr2 (02 —r?
St = +<2+) (3.22)
02+ 3r3
Da Eq. (3.22), obtemos a funcao de partigao,
w2 (62 — 7"2)
__gE_ T H\" ) T+ gl 2)).
log Z = —SF = a7 (2 =r2); (3.23)
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a partir dai, podemos calcular o valor esperado da energia,
(E) = —03log Z = 05S*. (3.24)

Como a acao euclidiana e a temperatura inversa sao fungoes de r,

oSt 9S8t o
- T+ (3.25)
ap ory 0p
para r > 1y, pelo teorema da funcao inversa, dgry = (& N 5)_1, de modo que,
0,8t r r2
Ey=""="*(14+-*& E) = M. 3.26
=% =1+ ) = o) (3.20
A entropia, S, sera,
A
S=B(E)+logZ=pM-8"=ml=9="= (3.27)

4 7
que condiz com a entropia de Bekenstein-Hawking.

A funcdo de particdo é definida em termos do nimero de microestados, N(E) = e”,

pela seguinte transformada de Laplace (HAWKING; PAGE, 1983; HAWKING; ISRAEL,
1979):
7z = / N(E)e PEdE . (3.28)
0

Para mostrar que a funcao de particao esta bem definida, considere o limite em que
M — co. Definindo a varidvel # = M~ e expandindo 7, em série de Taylor até primeira

ordem ao redor do ponto x = 0, obtemos,

2e2>1/ g

13 202 1
6

< ° )1/3 = (M) = (20M) 7 - (3.29)

7’+(95) - < 2762 6 (2M€2)1/3;

X

o primeiro termo sera o termo dominante quando M tende ao infinito, de forma que a area

2/3

do horizonte de eventos serd A = 41r3 ~ 4w(2(*M)™" e a densidade de microestados,

N(M) = ¢ = e* = exp [7(21321\4)2/ 3} (3.30)

Essa densidade cresce suficientemente devagar para que a integral na Eq. (3.28) convirja

(em contraste ao caso do buraco negro de Schwarzschild), de forma que o ensemble canénico
estd bem definido (HAWKING; PAGE, 1983).

A partir da acao de particdo encontrada, podemos calcular a energia livre de
Helmholtz,

_ _ T+ 2
F= TlogZ—MQ(K ), (3.31)

cujo grafico é representado na Figura 4. Parary = ¢, F =0e T =T, = (n{)~!; ademais,
r.>0=F<0er, <{= F >0. Pode-se verificar que o comportamento de S¥ com r

¢ idéntico ao de F', de forma que, para ry > { = F,S8¥ < 0, a radiacdo térmica (o espaco
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Figura 4 — Energia livre de Helmholtz, F', em fun¢ao do raio do horizonte de eventos para
o buraco negro Schwarzschild-AdS; F' e r, sdo normalizados em termos de .

01f ]

0.0f

IR oaf

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

Fonte: Autoria Prépria.

AdS em estado térmico) dominara a energia livre e a a¢do, enquanto, para r, < ¢, buracos
negros dominarao a energia livre (a solu¢ao S-AdS); logo, quando ry = ¢ (i.e., T = T.), h&
uma transicao de fase térmica em que o estado mais favoravel termodinamicamente muda
de radiacao para um buraco negro ou wvice-versa. Essa transicao de fase é conhecida como

transicao de Hawking-Page.

Conforme ja discutido, se T < Tj, buracos negros nao podem existir e a tnica fase
possivel é o espaco AdS puramente térmico. Nesse caso, a energia livre de Helmholtz serd

negativa e, para um campo escalar com invaridncia conforme, serd, pela Eq. (3.12),
T
F=TlogZ ~ —%g€3T4. (3.32)

Para T' > T, existem dois possiveis buracos negros em equilibrio com a radiacao térmica:
um menor, com ry < 7o, € um maior, com r, > ro. A Figura 5 mostra as energias
livres de cada um desses buracos negros. No caso do buraco negro menor, ele sera
termodinamicamente instavel devido ao calor especifico negativo; ademais, r, < ro = F >
0, de modo que o buraco menor seré termodinamicamente menos favoravel que o espago AdS
térmico. Para o buraco negro maior, cujo raio ¢ maior que g, o calor especifico é positivo,
implicando que ele é termodinamicamente estavel; se Ty < T < T., ou equivalentemente,
rg <ry </l F >0 e o buraco negro é menos favoravel termodinamicamente, sendo,
portanto, um estado meta-estavel; por outro lado, se T'> T, (r;. > ¢), F' < 0 e o buraco
negro se torna o estado mais favoravel. Como vimos, para T > Ty.«, a radiagdo térmica é
instavel e colapsa em um buraco negro; desta forma, radiacao térmica s6 pode estar em
equilibrio com um buraco negro se T, < T' < Ti.x. Para T > T,,., 0 estado consistird em

apenas uimn buraco negro.

Sumarizando, temos as seguintes fases possiveis:
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Figura 5 — Comportamento da energia livre de cada um dos buracos negros em funcao da
temperatura. A curva azul representa o buraco negro maior e, a curva laranja,

O menor.
0.2 —
0.1F q
&I 00 —— Buraco negro maior
Buraco negro menor
-0.1 q
-0.2 I . P " L M T
0.20 0.25 0.40 0.45 0.50

Fonte: Autoria Propria.

VT < Ty, nao podem existir buracos negros e o unico estado possivel é radiagao

pura (AdS térmico);

o VT > 1Ty com ry <1y, existem buracos negros termodinamicamente instéveis (que

serao estados menos favoraveis) em equilibrio com radiagao;

VT € [Ty, T.) com ry > 1o, existem buracos negros termodinamicamente estaveis
em equilibrio com radiagdo mas a radiagdo é mais favoravel termodinamicamente,

com o buraco negro sendo um estado meta-estavel;

V T € (T., Thax), existem buracos negros estéveis em equilibrio com radiagao, sendo

o buraco negro o estado mais favoravel e a radiacao um estado meta-estavel;

o VT >T,. aradiagdo térmica colapsa e o buraco negro é o tnico estado possivel.

A massa do buraco negro, M, é um parametro de ordem?® para a transicio de
fase; de fato, quando T' < T, o estado mais favoravel é o AdS térmico, i.e., um estado
com M = 0; no entanto, para T > T, o estado mais favoravel ¢ um buraco negro, um
estado com M # 0. Temos, portanto, uma discontinuidade de M em T.. Por fim, quando
0 espago-tempo se encontra em um estado meta-estavel, ele tendera a decair no estado
termodinamicamente mais favoravel; ora, quando T € [Tp, T.), o buraco negro tendera a
evaporar, enquanto que, para 7' > T, a radiacao tendera a nuclear em buracos negros, de

forma similar ao fendmeno de nucleacao. De fato, quando se consideram perturbagoes no

O parametro de ordem distingue duas diferentes fases termodinamicas; em uma fase ele é nulo e, na outra,
nao nulo. No ponto critico, a susceptibilidade (mudanga de uma propriedade extensiva com uma variagdo
de uma propriedade intensiva) do pardmetro de ordem diverge.
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instanton? de Schwarzschild a nivel de 1-loop, é possivel obter uma taxa de nucleacao de
buracos negros, similar a probabilidade de tunelamento por uma barreira de potencial em
mecanica quantica; essa taxa de nucleagao serd da seguinte forma (HAWKING; PAGE,
1983; GROSS; PERRY; YAFFE, 1982):

I = Ae 5, (3.33)

em que A é algum determinante e B é proporcional a agao; pode-se perceber que o buraco

negro atua, de certa forma, como uma barreira de potencial finita.

3.2 Kontratermos

Na Segao 3.1, calculamos a agao euclidiana do buraco negro de Schwarzschild-AdS
subtraindo a acao do espaco AdS. Embora seja possivel atribuir um significado fisico a esse
procedimento (a saber, a substracdo do ponto de energia zero), ele consiste, basicamente,
em um processo de regularizacao da acao, de modo que, quando nao se faz essa subtracao,
o valor obtido para acao diverge. Notavelmente, o mesmo ocorre quando se calcula as

cargas conservadas utilizando o teorema de Noether; a carga associada a um difeomorfismo
¢ ¢é obtida pela férmula de Komar (KOMAR, 1959):

1

K(§) =10 | V"€ T, (3.34)

com 0¥ sendo a borda da secao espacial do espaco-tempo e d¥,, = %Ew,ag dz® A dz” um
elemento de superficie. Quando se pretende calcular a carga para um espaco-tempo na
presenca de uma constante cosmoldgica negativa, a férmula de Komar gera um resultado
divergente; para a métrica Schwarzschild-AdS, por exemplo, a carga associada a um vetor
de Killing temporal, 9, que é definida como sendo a massa, ¢ (AROS et al., 2000a):
3

K(9,) = ‘]\24 + lim 27”72 (3.35)
O procedimento mais comum para dar conta da divergéncia desses valores é substrair
o valor correspondente de K (&) para o espago AdS, da mesma forma que foi feito para
regularizar a acdo. Embora esse procedimento elimine a divergéncia, o fator de normalizacao
obtido para a massa ¢ incorreto; este problema existe mesmo no caso de um espago-tempo

assintoticamente plano, como a métrica de Kerr, em que as cargas conservadas sao,

M
77
Um instanton é uma solugao classica das equagdes de movimento cuja agdo é finita e ndo nula em um
espago-tempo euclidiano. Instantons podem ser entendidos como pontos criticos da agdo, sendo um méximo,
um minimo ou um ponto de sela. No caso em questao, o estudo de perturbagées sobre o instanton de
Schwarzschild revela que ele é apenas um ponto de sela da acdo de Einstein-Hilbert. O mesmo ocorre
considerando-se gravitons térmicos no espago de Minkowski, que deixa de ser um minimo absoluto da
acgao e se torna um ponto de sela quando se leva em consideracdo a interacao desses gravitons; isso déa

origem a uma instabilidade similar a instabilidade de Jeans em gravitacao classica, que torna o espago de
Minkowski térmico meta-estdvel e induz a nucleagdo de buracos negros (GROSS; PERRY; YAFFE, 1982).

K(9,) = K(0,) = J. (3.36)
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Nao existe, portanto, um fator de normalizacdo comum que fornega os valores corretos

para a massa e 0 momento angular.

E desejavel, portanto, obter um método de regularizacio da acdo e das cargas
conservadas que seja covariante, i.e., nao dependa de uma escolha de background, e que
fornega as cargas com uma normalizacdo adequada. Uma das propostas para solucionar
este problema, baseada na conjectura AdS/CFT e no procedimento de renormalizagao
holografica, consiste em adicionar a agao gravitacional uma acao de contratermos cons-
truida como polindomios da curvatura extrinseca e intrinseca na borda do espago-tempo,
impondo condi¢oes de Dirichlet na métrica para que o principio variacional seja bem
definido (BALASUBRAMANIAN; KRAUS, 1999; MANN, 1999; EMPARAN; JOHNSON;
MYERS, 1999; PAPADIMITRIOU; SKENDERIS, 2005).

Embora esse processo de regularizagao fornega um procedimento sistematico de
construcao da série de contratermos necessaria para regularizar a ag¢ao, o numero de
contratermos possiveis cresce drasticamente com a dimensao do espago-tempo (DAS;
MANN, 2000), além de que a série completa de contratermos para um nimero arbitrario

de dimensoes para o espaco-tempo ainda é desconhecida.

Uma alternativa a série de contratermos de Dirichlet sdo os Kontratermos (OLEA,
2005; OLEA, 2007). Os Kontratermos surgem considerando o formalismo de Palatini de
primeira ordem impondo uma condicao assintética para a curvatura do espaco-tempo;
embora os casos com dimensao par e impar sejam substancialmente diferentes, em ambos é
possivel obter uma série de polindmios das curvaturas intrinseca e extrinseca que regulariza
a acao e fornece as cargas conservadas adequadas. Como veremos a seguir, os Kontratermos

também possuem uma profunda conexao com a topologia e a geometria do espago-tempo.

3.2.1 Caso com 4 dimensdes®

Como caso ilustrativo, considere a acao de Einstein-Hilbert com uma constante
cosmolégica negativa suplementada de um termo de borda By (OLEA, 2005). Utilizando
formas diferenciais no formalismo de Palatini de primeira ordem, a agdo pode ser escrita, em
termos da vierbein e = eAM d2" e da conexdo de spin w?? = w;‘B dz", como (ZANELLI,
2008),

_ b AB_C_D 1ABCD> /
S = - /M(—:ABCD(R e“e —|—2£2€ e“e“e” | + aMB37 (3.37)

em que RAP = %RZ‘VB da* A dz” é a 2-forma de curvatura construida da conexao de spin
pela equacdo de estrutura de Cartan, RAZ = dw”? + wAw®, eapcp é o tensor de Levi-
Civita totalmente antissimétrico e os indices latinos maitisculos representam os indices da

vierbein®.

Os resultados desta se¢do sao baseados em Olea (2005).
O produto exterior, A, serd omitido, sendo implicito nos produtos de formas diferenciais.
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AB

variacs o - .
Sob variacoes arbitrarias de e4 e w?B, obtemos as equacoes de movimento da

relatividade geral e um termo de superficie,
58 = /M (Eabe™ + Eapdw’® +dO), (3.38)
em que £4 € a equacao de Einstein,
EA = €apcp (RBC + €_2eBeC)eD, (3.39)

e E4p = 0 para uma teoria com torcao nula, que é o caso ao qual iremos nos ater. Para
obter as equagoes de campo, devemos realizar uma integracao por partes, que da a primeira

parte do termo de superficie O,

1
/ O = 7/ EABCD(SWABeceD + 533, (340)
oM 327 Jom oM

com o segundo termo vindo da variagao do tempo de borda na agao.

Com o intuito de obter um principio variacional da a¢do bem definido, i.e., possuir
uma agao estacionaria com respeito a variacoes arbitrarias das variaveis dinamicas, vamos
impor a condicao de que o espago-tempo é assintoticamente e localmente AdS (ALAdS),

i.e., possui curvatura constante e negativa na borda,

Lo 1
Roy = —glleq & R = —gete”. 340

Para que a acgao seja estacionaria, é necessario que 0§ = 0; como &4 = Exp = 0, essa

condicao implica que o termo de superficie deve ser nulo,

O=0& 0B3 = eapopowBelel. (3.42)
oM

oM _32771' oM

Utilizando a condigao (3.41), podemos reescrever a equagao acima como,

62
0By = — eapcpdwPREP = 204/ eapcpdw P REP, (3.43)
oM 327w Jom oM

onde definimos o = (2 /64,

Para obter uma forma explicita para Bs, considere uma foliagado radial escrita
em coordenadas normais gaussianas, como na Secao 2.7, com a borda do espago-tempo
localizada em um valor fixo r = ry. A escolha mais natural de uma base localmente

ortogonal é dada por,
el =eljda' = Ndr, e*=e%da’, (3.44)

em que N é o coeficiente da parte radial da métrica (vide Eq. (2.71)) e separamos os
indices da wvierbein como A = {1,a} e os da base coordenada como p = {r,i}. Os indices

da wvierbein e da base coordenada sao abaixados e levantados, respectivamente, com nap e

Juv-
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Como estamos considerando uma teoria sem tor¢ao, a conexao de spin é determinada

unicamente pela vierbein, w? = w8 (e?)

bl

wa = PV et (3.45)

em que V, é a derivada covariante definida pelos simbolos de Christoffel. Da Eq. (3.45),

podemos calcular a componente w'® que, na borda, sera dada por,
Wl = —Kije? do' = —K*, (3.46)

em que K;; ¢ a curvatura extrinseca que, nas coordenadas gaussianas, ¢ dada por,

1 dhy
Y9N dr

(3.47)

A escolha da Eq. (3.44) como base faz com que as componentes da conexao de spin, w®,

nao sejam expressas em termos de quantidades tensoriais, fato que se torna um problema
quando se pretende estabelecer a conexao com o formalismo tensorial, i.e., expressar o
termo de borda B3 como uma funcao local de h;; e K;;. Devemos, portanto, construir
termos de borda que possuam a convariancia de Lorentz local em termos da conexao de
spin e da wvierbein; nao podemos, no entanto, utilizar diretamente a conexao de spin, visto
que ela nao se transforma como um vetor sob transformagoes de Lorentz. Para restaurar
a covariancia de Lorentz, definiremos a segunda forma fundamental como a diferenga de
duas conexoes de spin na borda (EGUCHI; GILKEY; HANSON, 1980),

948 = A8 _ 4B, (3.48)

AB

em que w?B é o campo dindmico e G48

¢ uma referéncia fixa definida apenas na borda.

Nas coordenadas gaussianas, a métrica sera,
ds® = N2(r) dr® + hy(r, v) do’ da’ ; (3.49)

na vizinhanca da borda, ou seja, na vizinhanca de r = ry, sempre pode-se definir uma
métrica produto (MYERS, 1987),

ds? = N?(r) dr? + hyj(r = ro, ) do' da? | (3.50)

tal que a condi¢ao de juncao é dada por fzij(r = r9,2) = hij(r = r9,2). Obtemos,

4B em OM possui apenas componentes

entao, uma geometria cobordante cuja conexao w
tangenciais,

ot =0, @ =w™ (3.51)

De maneira equivalente, a segunda forma fundamental, definida pela Eq. (3.48), possui

apenas componentes normais,

0 = —K¢da', 0" =0. (3.52)
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Cabe ressaltar que @ precisa ser especificada apenas em dM, onde equivale a w®, de

forma que o procedimento adotado independe de qualquer background fixo.

Da definicdo da 2-forma de curvatura, obtemos a seguinte decomposicao de R45

na borda,
R' = D;(w)6;* da’ A da’ (3.53a)
a 1 Da a i j
Rt — (2 ey eﬂe;b) dz’ A da? | (3.53b)

em que RY = Rff’ dz' A da’ é a 2-forma de curvatura da borda associada a w® e D;(w) é

b nos indices da borda; aqui, descartamos

a derivada covariante definida com relacao a w®
as componentes em dr, visto que M é definida para r = rg fixo. Utilizando a Eq. (3.52)
e a projecao na vierbein,

RﬁuB = R;);ﬁeA)\eBpa (354)

as Eq. (3.53) se tornam as equagoes de Gauss-Codazzi para o tensor de Riemann no caso

de uma foliacao radial,

1
R:Jl = _NV[iKJl']a (3.55a)

kl __ Dkl k-l Lk

A introducgao da conexao de spin de referéncia permite, portanto, eliminar a dependéncia

b

explicita do termo de borda nas componentes w®, visto que podemos expressa-las em

termos de quantidades tensoriais.

Podemos, portanto, utilizando a condigao (3.41), reescrever o termo de superficie,
Eq. (3.40), como,

62 la pbe ab plc
O = m—ﬂelabc@w R + 0w™R') + 6Bs. (3.56)
Introduzindo o tensor de Levi-Civita na borda, €145, = —€ae, € utilizando as equagoes de

Gauss-Codazzi, Eq. (3.53), obtemos,

2

- 4 a ( Dbe br-c ab c .
@_m—ﬁeabc[éK (R — K*K®) + 0w DK*| + 0 Bs; (3.57)

o primeiro termo da equagao acima pode ser escrito como,
capcO K R = 5(each“Z%bC) — eacha(Sf%bc, (3.58)

em que a segunda contribuicao contém a variagao SR = D(éwbc). Integrando por partes
e anulando a derivada total, o termo resultante cancela o terceiro termo na Eq. (3.57).

Demandando que © se anule, obtemos,

2

. 1
By = — €. K® R”C—KbAKC); 3.59
37 167 ( 3 (3.59)
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na notagao tensorial, B3 assume a seguinte forma,

9
By= — L e TR s (Rip - SR, (3.60)

3977 [i14213] 9273 3

[717273] 4

[ixinis] ¢ o delta de Kronecker generalizado nos indices da borda. Pode-se perceber

em que 5
que B; nao possui nenhum termo proporcional ao termo de Gibbons-Hawking-York, vAK,
o que é esperado, visto que estamos empregando um principio variacional diferente do

usual, em que se emprega uma condi¢do de Dirichlet na métrica.

3.2.1.1 Quantidades conservadas

Exploremos, agora, como a presenca dos Kontratermos modifica a forma das cargas
conservadas calculadas a partir do teorema de Noether. Como visto na Secao 2.6, a corrente

de Noether associada a um difeomorfismo é definida como:

—0(¢,d¢) — I,L, (3.61)
em que I, é o operador de contracdo definido na Eq. (2.62) e £ é obtida da acdo.
Substituindo Bz na Eq. (3.57), obtemos,

o- L. OK* (R — KPKC + (72be), (3.62)
16m “* '

que contém uma variacao funcional da curvatura extrinseca. A corrente de Noether se

torna, utilizando a Eq. (3.53a) e descartando as componentes em dr,

] = f;reabc[fgf(a(ébc KPK® +07%"e?) — DK (R — K'K® + (~2e?)|. (3.63)

A derivada de Lie de K® pode ser obtida a partir das componentes correspondentes da

expressao para a conexao de spin,
£ewP = DIw? 4 [.RAB, (3.64)

em que DI.wAP é a derivada exterior covariante de I;w”? e DwAB = RAB_Na borda OM,

a equagao acima se reduz a,
LeK* = DI K"+ 1. DK", (3.65)

de forma que a corrente de Noether se torna,

] = f; €abe | DI (R — KPK® 4 (7 %e"") |
1‘;9 [€apele KO (RY — KPR 4 072¢") . (3.66)

Na tultima igualdade, utilizamos o fato de que a torcao, T* = De“, é nula na borda e a

identidade de Bianchi para a borda D(ﬁ’f’c — K*K*¢) = 0, de modo que a corrente pode ser
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escrita como uma forma exata, xJ = dQ(§). Supondo que a topologia da variedade é da
forma R x 3, com ¥ sendo a se¢ao espacial, e que os campos decaem rapido o suficiente

para que a integral convirja, a carga conservada associada a & sera,

Q(¢) :/E*J: K;T/ED{eabcng“(f%bC KUK® 4 0725)
= Q(¢) = f;r / €anel K (R — KPK° 4 £7%ebe”). (3.67)

Na notagao tensorial, a carga conservada sera,
Q) = 33 / Vo he i E K (RS — 2KEKDS +20725128% ) da™ Ada”, (3.68)
T Jox

com todos os indices referentes ao espaco-tempo na borda e dxz™ A dz™ o elemento

infinitesimal de superficie em 0.

3.2.1.2 Origem topoldgica

Possuindo a forma explicita da segunda forma fundamental, Eq. (3.52), é sempre
possivel escrever o termo de borda, Eq. (3.59), com covariancia de Lorentz explicita,
62

Bg = 7€ABCD9AB (RCD +

o 1620“’) . (3.69)

3

De fato, qualquer combinagao linear do termo de borda dado acima e da versao com
covariancia de Lorentz do termo de Gibbons-Hawking-York, € 4pcp0”fe®e?, compde todos
os possiveis termos de borda com covariancia de Lorentz explicita em 4 dimensdes (OLEA,
2005). O termo que contém a wvierbein nao aparece na forma final de Bs, visto que sua
variacao incluiria de®, fato que levaria, necessariamente, a uma condigdo de Dirichlet para

a métrica na borda.

A expressao para Bz na Eq. (3.69) coincide com o termo de borda presente no
teorema de Euler para variedades com borda (EGUCHI; GILKEY; HANSON, 1980),

1
/M eapopRAPREP = 327y (M) + 2 /6 » eapcpfP (RCD + 39%9”), (3.70)

com Y (M) sendo a caracteristica de Euler da variedade M. Como (M) é um ntmero
topologico, a relacao acima significa que, do ponto de vista dindmico, a variacao do termo
de Euler no lado esquerdo da Eq. (3.70) é equivalente & variagdo do termo de borda Bs.

Considere a variacio da densidade de Euler, & = eapcpRAPRCP,
/ 58, =2 / d(eapcpd®ROP) (3.71)
M M
comparando com a Eq. (3.43), vemos que,

[ 0By = a/M 38, = /W By = a/M & (3.72)
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Se, ao invés de Bs, utilizarmos o termo de Euler para regularizar a acao euclidiana,
o resultado serd o mesmo a menos de uma constante. Embora essa constante seja irrelevante
para a descrigdo termodindmica do sistema, ela possui um significado geométrico: utilizando
a Eq. (3.70) na acdo no lugar de Bj, pode-se verificar que as duas abordagens sao
equivalentes a menos de uma constante de integracao, dada em termos da caracteristica

de Euler como 172y (M).

3.2.2 Kontratermos para dimensdes pares

Para o caso com dimensao par arbitraria, D = 2n, n € N, podemos prosseguir de
maneira aniloga ao caso em que D =4 (AROS et al., 2000b; AROS et al., 2000a; OLEA,

2005). A agao, neste caso, serd,

1 D -2
S = —/ (RA1A2 As efm p T Tt A2"> / By, 1. (3.73
16m(D — 2)1 Jag vz e TpE e ) ] Pt (373)
A variagao da acao rende o termo de superficie,
0S8 = 0, (3.74)
oM
em que,
1
0= —/ SwArAzgAs Ao / By 1. 3.75
/8/\/1 167(D — 2)! Jom (ara Gt 2 e ) + oam (3.75)

Demandando que © = 0 para que a agdo seja estacionaria e supondo que o espago-tempo

seja ALAdS, o que implica que podemos escrever R4142  RA2n-142n — ( e?) AreAn

obtemos,
1
6B - / 5 AIAQRA3A4'.'RA2n—1A2n _1 n71€2n72
/ 2n—1 = 167T(D 2) €A; ... Ag, OW ( )
= /a 0By, = na, /a | g B R e (3.76)
com,

(_1)n€2n—2
16mn(D — 2)!"

oy =

(3.77)

A variacdo da densidade de Euler 2n-dimensional, &, = €4,.. 4,, RA1A2  RAwn-—142n

[0 =n [ A(ea,.a, R i) (3.78)
M M
comparando com a Eq. (3.76), pode-se imediatamente notar que,
5B2n_1 = Oén/ 6(§Qn = / Bsy,_1 = Oén/ ggn. (379)
oM M oM M

O termo na forma explicita é obtido seguindo o mesmo procedimento do caso com

D =4, e é, na forma com covariancia explicita de Lorentz,

1 .
Boy_i = na / At a0, 01742 (RO 4 20820741
0

x (R g g2grenmtghae) - (3.80)
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em que a integral paramétrica (cujo parametro é t) da os coeficientes de uma expansao
binomial e vem do uso do operator de homotopia de Cartan, para encontrar o termo de
borda que é localmente equivalente & densidade de Euler (OLEA, 2007; ANASTASIOU
et al., 2020). O teorema de Euler (no caso genérico também chamado de teorema de
Chern-Gauss-Bonnet) em D = 2n dimensoes ¢ (OLEA, 2007),

/M G = (—4m)"nlx (M) + /8 B, (3.81)

0 que, novamente, mostra a equivaléncia de &, e Bs,_1 a menos de uma constante

topologica. Em termos da curvatura extrinseca em OM, By, 1 se torna,

1 ~
Boy_1 = 2nav, / At €y K (R — 2K NK™) %
0

% (ﬁa2n72a2n71 o tQKCL2n72 A KCLQ'nfl)’ (382)
como fator (}A?ﬂb —?K*\NK b) aparecendo (n — 1) vezes. Na forma tensorial, obtemos:

Di2i3 42 12 i3
R25 —1t KjQKj3> X ...

1 L 71
Ban1 = 2nay, /0 dt dzn—lx\/—ha{g;;;;g;:_—;]]K;;(2

1oai o . .
2n—212n—1 2 172n—2 g t2n—1

- X (2Rj2n—2j2n—1 —t Kan—szzn—1>‘ (383)
Pode-se perceber que a auséncia do termo de Gibbons-Hawking-York nao é uma particu-
laridade do caso em 4 dimensoes, mas uma caracteristica geral para qualquer dimensao

par.

Como foi dito, o termo Bs,_1 é equivalente a densidade de Euler. Na forma geral,
o teorema de Chern-Gauss-Bonnet relaciona a caracteristica de Euler de uma variedade

M a densidade de Euler e, no caso em que M possui uma borda, a n-ésima forma de
Chern, II, por (ANASTASIOU et al., 2020):

(M) = /M £+ [ 1 (3.84)

de modo que Bsy, 1 ¢ a n-ésima forma de Chern para a variedade representada pelo espaco-
tempo. Essa forma de Chern pode ser obtida através da forma de transgressao’ de duas
conexoes de calibre para o grupo de Lorentz, o que mostra que o termo de borda By, _;

pode também ser visto como uma forma de transgressao do grupo de Lorentz (OLEA,
2007).

Uma forma de transgressdo (transgression form, em inglés) pode ser obtida de dois polindémios invariantes
construidos a partir das curvaturas provenientes de duas conexdes de calibre diferentes na mesma classe
de homotopia. A diferenca desses dois polindmios invariantes define a derivada exterior da forma de
transgressao; aplicando o operador de homotopia de Cartan, é possivel obter a propria forma de transgressao
em termos de uma integral paramétrica do polinémio invariante construido com uma conexao de calibre
que interpola as duas primeiras. Mais detalhes podem ser vistos no Apéndice A de Olea (2007).
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3.2.2.1 Quantidades conservadas

Substituindo Bs,_; no termo de superficie obtido a partir da acao, ©, obtemos:

1)
© = —na,€a, . A,, £5wA1A2 [RA"’A‘*...RAQ"”A?” + (€2n_>2 eAS...eAQ”]; (3.85)

como £ewAB = DI.wAP + [ R podemos escrever a corrente de Noether como uma

forma exata, de maneira que a carga conservada se torna,

-1\
Q&) = nay, / €Ay... gy, Tew 12 [RASA‘*...RAQ””Q" + ()eA?’...eAQ"], (3.86)
oM

6271—2

que pode ser reescrita como,

Qo= Lew*P Tap, (3.87)

em que Typ é a variacao da lagrangiana com relacao a 2-forma de curvatura,

oL

Tas = §pas:

(3.88)

Na notacao tensorial, a carga de Noether se torna:

Q€)= nan | Vheiin €KY (R R 200

2n+1

ey

5m5m> dz™ A .. Adaz™m2 . (3.89)

3.2.3 Kontratermos em dimensoes impares

No caso de um espago-tempo com dimensao impar, D = 2n + 1, embora a n-ésima
forma de Chern, II, seja nao nula, a densidade de Euler é nula, com o teorema de Chern-
Gauss-Bonnet estabelecendo que a caracteristica de Euler de uma variedade com borda
com dimensao impar é dada pela caracteristica de Euler da borda. Desta forma, Il nao
pode fornecer um termo de borda adequado para um principio de agao definido em uma
variedade com dimensao impar no volume (ANASTASIOU et al., 2020).

No contexto da gravitacdo de Chern-Simons-AdS, um principio de agdo bem posto
é obtido a partir da imposicao de condi¢des de contorno na segunda forma fundamen-
tal (MORA et al., 2004b). De fato, para o grupo AdS como grupo de calibre, a forma de
Chern-Simons pode ser escrita como uma lagrangiana de Lovelock (7.e., um polinémio
na curvatura e na vielbein) para o volume da variedade mais um termo de superficie; a
partir do uso de condigoes de compatibilidade da segunda forma fundamental da mesma
forma que as empregadas nas segoes anteriores, mais a condicao de que a wvielbein de
referéncia é nula (para evitar uma formulagao independente de background) resulta em

uma lagrangiana gravitacional que é a soma da lagrangiana de Chern-Simons-AdS mais
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um termo de borda que possui, naturalmente, invaridncia de calibre, devido a sua origem
em uma forma de transgressao (MORA et al., 2006; OLEA, 2007).

Considerando a lagrangiana de Einstein-Hilbert em D = 2n + 1 dimensdes suple-

mentada por um termo de borda,

1

D -2
S = 1671—( — 2)| ‘//Vl €Ay Aonin (RAlAQEAS...6A2n+1 + 7 e 1 A2n+l> / By,
(3.90)

e utilizando o termo de borda obtido na gravitacao de Chern-Simons-AdS como B,
! ! A1As Az [ HAsA 2pAapgFAs | S AuA
Bgn:nﬁn/o dt/O dsea,. ap, 0772 R7Y + 17040 5—1—?26 e ] X ...
2
% <§A2n142n+1 +t2€ﬁ2n0FA2n+1 + 226A2n€A2n+1>’ (391)

o principio variacional se torna bem definido demandando que o espago tempo seja ALAdS
e (MORA et al., 2004a; OLEA, 2007),

1 (_g?)n—l
167(D — 2)! 227~ 1n[(n — 1)1]2°

By = (3.92)

Em termos da curvatura extrinseca da borda, B, se torna,

1 1 > -
BQn — _Qnﬂn/ dt/ ds Eal...a2nKalea2 <Ra3a4 + t2Ka3Ka4 * ZQeaSELM) o
0 0

2
X (Ra2n—la2n + t2Ka2n—lKa2n + Z26a2n—16&2n>’ (393)

e, na notacao tensorial

[71---Jon 1213 EQ 12 713

— 9/ —h / dt/ ds 5[11 don—1 Kh( Ri2ds —|—t2K]2K]3 532533>

<1R‘72n 2J2n—1 +t2K]2n 2K]2n 1 25,]271 25]2n 1>' (394)

12n—212n—1 12n—2 62 12n—2 " 12n

3.3 Buraco negro Born-Infeld-AdS

A eletrodinamica de Born-Infeld foi proposta em 1930 como uma forma de obter
uma teoria classica para o eletromagnetismo que o desse uma auto-energia finita para o
elétron (BORN; INFELD, 1934). Nos ultimos anos, o interesse na teoria de Born-Infeld vem
sendo retomado devido ao seu papel em teoria de cordas (TSEYTLIN, 1999; GIBBONS,
2001); em particular, o cdlculo da acdo efetiva em baixas energias para supercordas abertas
leva ao surgimento de agoes do tipo Born-Infeld (FRADKIN; TSEYTLIN, 1985); agdes do
tipo Born-Infeld também surgem como agoes efetivas que governam a dinamica de campos
vetoriais em D-branas (TSEYTLIN, 1986).
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O buraco negro de Born-Infeld-AdS é conhecido desde o inicio dos anos 2000 (FER-
NANDO; KRUG, 2003; CAI; PANG; WANG, 2004), com suas propriedades tendo sido
estudadas desde entao (DEY, 2004; FERNANDO, 2006). Nesta se¢ao, vamos estudar as
propriedades termodinamicas do buraco negro Born-Infeld AdS utilizandos os Kontra-
termos, conforme feito em (MISKOVIC; OLEA, 2008), nos atendo ao caso de dimensao

par.

Considere a agdo de Einstein-Hilbert-AdS com a lagrangiana da eletrodinamica de

Born-Infeld suplementada pelo kontratermo correspondente em D = d 4+ 1 dimensoes,

S :/ APz /=gL + ad/ iz By, (3.95)
M oM
comn,
1 , [
E——E R—2A+4b (1— 1—|—2b2) , (3.96)
em que A = —(D — 1)(D — 2)/2¢* é a constante cosmologica em D dimensoes, b ¢ uma

constante real, F},, = 0,A, —0,A, e F? = F*F,,; quando b — oo, a eletrodinamica de
Maxwell é recuperada e, quando b — 0, o termo eletromagnético se anula.

Variagoes arbitrdrias da acao com respeito a métrica, g,,, € ao campo de calibre,

A, resultam em,

58 1/ de\/—_gKg_lég)ﬁgﬁ%—éAug“]+/6Mdd:r@, (3.97)

167 Jom

em que as equagoes de movimento sao,

1
EF = RM + 555}% + ASH — T, (3.98a)
4 Frv
=V, | —], (3.98D)
1+ &

e o tensor de energia-momento é,

(3.99)

F?\  2FMF,
Ty = 20°5); (1 - ) 4

2b2 F2
V91t 5
Quando b tende ao infinito, o tensor de energia-momento se torna o da eletrodinamica de

Maxwell,
1
lim TV = 2F"F,\ — S04 F? + O(b7?). (3.100)
b—o00 2

Utilizando o teorema de Stokes, o termo de borda na Eq. (3.97) pode ser escrito

como,

4FMHA,

F2

I+ 52

L — (1] oy sT8
@ = 16771' —h n“ (5[Zﬁ]g 7511,\/1, +

) + ad(SBd. (3101)
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Em termos de uma foliagao radial na forma gaussiana (vide Secao 2.7), o termo de superficie

pode ser escrito na borda dM como,

ANF"§A;

O =———V=h|(h'6h) K] + 26K} + + g0 By. (3.102)
J

167

3.3.1 Solucdo de buraco negro topolégico

Considere o Ansatz para um buraco negro estatico no sistema de coordenadas

{t.r, "},
ds? = = f(r) dt* + f7'(r) dr® + r*yn(p) dp™ de™ (3.103)

de modo que v/—h = rP72/f V7> em que Ypy, € a métrica de um espago riemanniano
[mini]
[manz]’

descreve, respectivamente, uma secao transversal esférica, localmente plana ou hiperbdlica;

(D — 2)-dimensional ¥p_p com curvatura Rl (y) = ké tal que k =1, 0 ou -1

como consequéncia, o horizonte de eventos do buraco negro, r = r,, possui a mesma

topologia do espago ¥p_5 e é definido como a maior raiz de f(r;) = 0.
A curvatura extrinseca da borda serd dada por,

1 df
——r=3 0

. 1 4 5
K= —=\/fh*o.hy; = f (3.104)
J L) 9
e as componentes nao nulas da curvatura intrinseca sao,
i () = & g 3.105
mgng( ) - 7,2 [mgng]' ( N )

Vamos escolher um campo de calibre com dependéncia na coordenada radial,
A, = ¢(r)5i, (3.106)

cujo tensor de intensidade do campo associado é,

F, = E(r)dm, (3.107)
como campo elétrico dado por,
do
E(r)=——; 3.108
(n=- (3.108)

resolvendo a equacao de movimento £# = 0, obtemos o seguinte campo elétrico,
T

@ | 2D-4’

2 +7r

em que ¢ é uma constante de integracao relacionada a carga elétrica, visto que b — oo =

E(r) = (3.109)

E(r) = 55 4+ O(b=?). O potencial medido com respeito ao horizonte de eventos serd,

o(r) = — /+ dv E(v). (3.110)
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Para a gravitacao de Einstein-Born-Infeld, o potencial é dado em termos da funcao
hipergeométrica o Fi(a, b; ¢; z) (DEHGHANI; SEDEHI, 2006):

q 1 D-3 3D-7 ¢
O EE =R C) ' P -0 3.111
(b(r) (D_B)TD—?; 2 1(272D_472D_4a b2,2D—4 , ( )
com a constante de integragao, ®, fixada pela condigao ¢(r;) = 0,
q 1 D-3 3D—-7 7>
=030 2 ' P 3.112
(D —3)rP=3* 1(2’20-4’21)—4’ p2r2D1 (3.112)

A equagdo de movimento & = 0 com o Ansatz dado pela Eq. (3.103) e com F),
definido pela Eq. (3.107) se torna,

+L D3y -k — (D 1)7”2 A (1 _ ) — 0. (3.113)

dr 2 D-2 \/_—%

Substituindo a Eq. (3.109), a solu¢ao para a funcdo da métrica se torna,

r? U Ab*r? q>
f(r)_k+€2_r03+(D—1)(D—2)(1_\/1+b2r21)4

4q? 1 D—3 3D—7 7
Fil 5 : - 3.114
(D —1)(D — 3)r2D=6? 1(2’2D—4’2D_4’ b2,2D—4 | ( )

_|_

em que g é um parametro com dimensao de massa. As equagoes de movimento restantes
sao identicamente satisfeitas por f(r), de modo que o raio r; do horizonte de eventos é
obtido de f(r;) = 0:

S Ab?r2 e 4qd
- D L=1 = 11
T D=3 + (D—1)(D -2) ( e 5—3 =0, (3.115)

de onde podemos obter pu(r;),

D=1 42Dt q> 4qd
=P34 L + 1- 1 . (311
M(T-l—) ry + 02 + (D _ 1)(D _ 2) + 627“_21_[)74 + (D . 1) (3 6)
A expansao de f(r) em b é dada por,
2 " 2> F—AD+10
=k+ — — _ 11
f(r) + 2 pb-3 + (D —2)(D — 3)r2b=6 * O( b2 ’ (3.117)

que, para b — 00, se reduz a solucao de Reissner-Nordstrom-AdS e, para ¢ = 0, ao buraco
negro topolégico de Schwarzschild-AdS. O caso extremo possui um horizonte degenerado
em Ty, em que f(Tex) € f'(Text) se anulam; a massa para a solu¢do extrema em termos

da carga extrema ey € de 7ex ¢ dada por,

2hrD3 4¢2 1 D-3 3D-7 q?
ext = ——— ex =, : st ) (3,118
Het = D1 T D1 (D 30BN\ 222D 42D — 4" Breena (3.118)
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com,

= }(D— 2)r2D—4<(D_3)k + 2= 1) [2+ = _2<(DT_ Ak D 1)] (3.119)

2
Qext = t
. 4 . rgxt £2 4b2 623xt €2

de forma que a solugdo é unicamente caracterizada por re. Pode-se mostrar, combinando
as Eq. (3.118) e (3.119) e tomando b — oo, que a condicao de extremicidade para o buraco

negro de Reissner-Nordstrom-AdS é recuperada,

) 2
8 [k + 7[, 3 egt}
2 2 )4
Hoxt = Tox ; (3.120)
" (D-2)(D-23) t[kjL((DD;;)W}

no limite em que £2 — oo (consistente apenas para k = 1, visto que, para k = 0, had uma
singularidade e, para k = —1, a massa se torna taquiénica®), a equacio acima mostra que

a massa extrema ¢é proporcional a carga extrema.

3.3.2  Principio variacional

Vamos mostrar, primeiramente, que os Kontratermos correspondentes tornam o
principio variacional bem definido. Como estamos nos restringindo ao caso de dimensao

par, D = 2n, o Kontratermo em questao ¢,

7,1 i9n 7273

By 1 = 2nV—=h / dt o2 1]K“( Rz — t%};K}g) x

Jan—2J2n—1 J2n—2

1
X <2R12n 292n—1 _tQKZQn 2K7/2n 1)) (3121>

com a constante de acoplamento,

1 (_1)n£2n72

16m n(2n —2) (3122)

Qop—1 =

A variacao de Bs,_1 é dada por,

5Bt = g/ =hafl ) (7 on), ik + 201 (Rigy — 2k <

on—1 [i1...i2n— J2J3 [j2 > ja]

o (R gz g ”), (3.123)

J2n—27J2n—1 [,]2n 2 }

utilizando a Eq. (3.102), a variac¢ao total da acdo se torna,

580, = mz"‘l/w A2 /o ﬂ{(h 15h) Kt +26K“}(R1213 KiK.

on—1 [i1...i2n J2J3 [72 ** ja]

X% (RiQn—zizn—l K[’L2n 2K7;2n71]) - ﬂé[zgm 5[1271 2%9n — 1}

Jon—2J2n—1 [Jen—2" " J2n—1] (2(n—1) 243" " [2n—2j2n 1]

1 NFT§A,;
+ — d2"’1x v —=h

47 / P2

1+ T
Taquions sao particulas hipotéticas que se movem com velocidade superior a da luz, sendo caracterizadas
por um valor complexo para a massa. Note que, para k = —1, 2, < 0, de forma que fiox; ¢ uma

quantidade complexa. E importante mencionar que nao existem evidéncias que indiquem a existéncia de
tais particulas.

(3.124)
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Utilizando a Eq. (2.75¢),
R} = R}, — K K], (3.125)

podemos fatorar o segundo termo da Eq. (3.124) em Rz + 6_2(5[[,2}, de modo que obtemos,

~ n(n—1)ag, b ledona] [ (=1 52\ ok i ini —2 slizis]
08a, = L.t (hon), ik + 261G (Rigy + 02020 ...

on—1 i1...92n 1] J2J3 [72J3]

(R + 2ofia])-- (R + o)

JaJs Jon—2J2n—1 [j2n—2j2n—1]

L ) NFisA,
6[Z4z5} 6[zzn2%2n1]]+ / d2n_ll’ /_hiz, (3126)
oM

 p2(n=1) “ljags] " " [jan—2i2n-1] A7 14 =
202
Portanto, para garantir que a acao ¢ estacionaria, devemos impor as seguintes

condicoes,
1

R + 625[[‘“‘*] =0 ¢ 64, =0 em OM. (3.127)

nv]

3.3.3 Quantidades conservadas

Considere um difeomorfismo &#(z); as variaveis dinamicas, g, e A,,, sofrem variagoes
sob a acao desse difeomorfismo cuja forma infinitesimal é dada em termos de derivadas de

Lie,

0 = Leguw = —(Vubo + Vi), (3.128a)
6§AM = £§AM = _a,u(SVAV) + é.VFuV- (3128b)

A agao da derivada de Lie na lagrangiana £ é dada por

oL oL oL
£l =" £equ + —— £P
3 e9u 8F§y 13

Po 8, + a—AugegA#, (3.129)

e de maneira similar para o termo de borda. Utilizando © = /—hn,0" e as seguintes
identidades,

0¢(dPz) = 0,¢" APz, (3.130a)
Ley/—g=—V—gV,.E", (3.130D)
5eL = LeL + E"D,L, (3.130¢)

a variacao da acao sob difeomorfismos se torna,
5eS = /M P [£¢(V=gL) + 0,(V=g"L)] + o /a | d [£cBa+0,(¢B))]

= [ dev/hn, [@“(5) L ErL 4

\/1__hadnﬂai (fin)] + eq. de mov. (3.131)

A invariancia da acgado sob difeomorfismos define a corrente de Noether,

JH =0 + 'L+

\/i_hadn“a,- (6'Ba). (3.132)
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Utilizando a Eq. (3.101), podemos escrever o termo de superficie como,

1 — y 4F" £ A,
@(5) = —h ny 5[[5,3}]90670551—‘5” + 762 + Oédngd. (3133)
167 1+ %

Como a corrente de Noether satisfaz 0,,(v/—gJ*) = 0, sempre é possivel escrevé-la local-
mente como uma forma exata. No entanto, a carga de Noether pode apenas ser definida
diretamente de J* quando a corrente pode ser convertida globalmente na borda em uma
derivada total. A foliacao radial define uma lei de conservagao ao longo da coordenada

radial, de maneira que Q(§) = [y, /—9J* é uma constante de movimento.
Consideremos uma foliagaéo ADM tipo tempo para a métrica em dM com coorde-
nadas z* = (t,y™),
hij da' da? = = N*(t) At* + 0 (dy™ + N dt) (dy" + N™ dt), (3.134a)
V—h = N\/o, (3.134b)
gerada pelo vetor unitario normal u; = (ug, u,,) = (—N , 0) que aponta para fora; o,,,
representa a métrica da borda de uma secdo espacial Y, em tempo constante. Se a

componente radial de J* adota a forma /—gJ" = 0, (\/—hfiqf), o teorema de Noether

fornece as cargas conservadas, Q(¢), como integrais de superficie em ¥,
Q(¢) = /Z &>y Vo uié'q, (3.135)

para um dado conjunto de vetores de Killing assintéticos {£}.

A expressao de O(&) pode ser obtida da Eq. (3.124) através de uma projegao

adequada na borda,

o
n,O" =

MO0 1 slr--jan—1) {(hlfgh):Kfl + zngj;} (Rt — K2R x .

2n_1 [i1...%2n—1] J2J3 [j2 " js]

X% (Ri2n—2’i2n—l K[iQn—Q[(iQn—l]) _ w [i2i3]. .5[i2n—2i2n—1]‘|

Jon—2j2n—1 " [jan—2" jon—1] 2(n—1)  "li25s]" " [2n—2j2n—1]
1 ANF £cA,

+ .
167 /1+%

Utilizando a Eq. (2.74), a agao do difeomorfismo em Kj;; pode ser obtida das componentes

(3.136)

«

correspondentes de '},

1
= 7(RQ;WB + Rauuﬁ)fﬁ - V(uvz/)fa- (3.137)

L5, =5

A partir dai, obtemos a carga de Noether,

Q) =

naon—1 2n—2  cli1dan—1] i o ion—2i2n—
e .J2n 11 2213 2n—212n—1
422y \Jugio il K (Rjzjg...R

— Jon—2J2n—1
2n 2 - n n

—1)nt 4 .
Co 5“213].5[22“’2"1]) (3.138)

- (2(n—1) "lj2ds]" " li2n—2j2n—1]
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O termo dentro do parénteses na equagao acima sempre pode ser fatorado em
termos de R;iﬁ + 0726 ;2;3] de modo que a carga ¢ nula para qualquer espaco-tempo com
curvatura constante globalmente. Para o buraco negro de Born-Infeld-AdS, a massa pode

ser calculada utilizando o vetor de Killing £ = (1,0) na Eq. (3.138),

Nnion—1 n— n— mi...M2p nin N2n—3N2n
Q(at) = 2n_2 /2 d2 2¢ ﬁ\/> T2 26[[n11 7L2n2 2]2}Kt (Rmfl1722 RWLZQn 33732n22
—1)"! .
D e R ) , (3.139)

/2 [mima) [man—3man—2]
que implica,

Q(0) = YoI2n=2) i Wpans panzp gyie] (3.140)

167 roo dr

Utilizando a identidade a"' — 0" = (a — b)a" 2 >0~¢ (g)p e as seguintes expansoes

assintoticas,
23 f—k;—i =-u+0 ! (3.141a)
)= H 723 )’ :
1df 2 1
- == 141
rdr (2 + O(r2”—3)’ (3.141b)
02 1
Sk = 1+0( %_1)7 (3.141¢)

pode-se ver que as divergéncias em r — 0o se cancelam, de maneira que a energia, que é a

carga de Noether associada a 0;, sera,

g = P= 2>Y§71T(2D‘2)“ = M, (3.142)

em que definimos a massa do buraco negro, M.

Considere, agora, a carga de Noether associada a uma transformagcao de calibre do

grupo U(1), 0xA, = 9., drguw = 0. A variac@o na acao serd dada por um termo de borda,

n, F*o,\
58——/ APty /—h = 3.143
S ! Iy (3.143)
202

de onde pode-se reconhecer um termo correspondente a equacdo de movimento para A,
F*o,\ —hANFT
ey Vo

Vit Vit o

e projetar a derivada total em >.,. Supondo que A é constante na borda, a carga sera:

1
+ ANV=RE, (3.144)

1 _ NF™ Vol(Xp_s) .. rP—2F
Q=gn L Vo w = <47TD Yt 2 (3.145)

para o buraco negro de Born-Infeld-AdS,

VOI(ZD,Q)Q

Q= i (3.146)
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Pode-se verificar que a contribuicdo do termo eletromagnético para a carga de
Noether associada a um difeomorfismo se anula; de forma geral para o termo de superficie

na definicao da corrente de Noether, J#, o termo extra da carga é,

1 AN FTi(€1 A,
Qpr(€) = 1 / "y o uj#. (3.147)

T JEe 14+ =

262

Utilizando a Eq. (3.145) e a condigao ¢(o0) = —®, segue que,
1

Qpi(d,) = —Q® lim —— =0, 3.148
BI( t) oo \/7 ( )

-1/2

visto que (f) se comporta assintéticamente como O(r~1).

3.3.4 Acdo euclidiana

Como visto, a temperatura do buraco negro pode ser calculada a partir do periodo

£ do tempo complexo,

11 df
T'=—-=—— 3.149
B Amdri_, ( )
a partir da Eq. (3.113), obtemos,
1 (D—1)r%2  4p*r? q>
T = D —3)k + 11— 1+ 5= | |- 1
i | PN e T 20 (3.150)

Como o buraco negro de Born-Infeld-AdS possui dois parametros, utilizaremos o
ensemble grande canonico, em que as variaveis termodinamicas naturais sao a temperatura,
T, e o potencial elétrico, ®. A energia livre de Gibbs, G(T,®) = U — T'S — Q®, é obtida

da acao euclidiana por,

1
G=-TlogZ = ESE, (3.151)
de onde obtemos a entropia, a energia interna e a carga termodinamica, dadas, respectiva-
mente, por,
oSt
S = ﬂ() — SE. 3.152a
57 ). (3.152)
8SE> ) <8SE>
U= ( — ==, (3.152Db)
0B )y B\O® ),
1 (08"
=—|—=—1 . 3.152
Q ﬂ( 5% )5 ( c)

Para obter ST, calcularemos primeiro seu valor no volume, S, ; como a solugao é

estatica e Xp_5 é uma subvariedade maximalmente simétrica, a integracao em 7 e @™ é
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trivial, resultando,

g _ OVol(Epa) > poo|df DA SIS PN € )
St = /T+ drrP~? | 2L +2(D =29~ + (D - 2)(D -3 = 120

— 4p? (1 B 2) . (3.153)
]- + bQTgD_4

Utilizando as equagoes (3.113) e (3.98b), podemos escrever a agdo como uma derivada

total,
Vol(Xp_ © d d 4rP=2F
Spulk = PVelZp-y) / dr — (TD_Qf + =2 ¢), (3.154)
T+

167 dr dr /1 + %2

de forma que obtemos,

E
Sbulk -

BVol(Sp_2) (TD—zdf n 4TD2E¢) N (3.155)

167 dr /1+%2 i

O termo de borda euclidiano, Eq. (3.121) serd, para a solu¢ao do buraco negro,

1
/BM d>~'z BE | = 2npVol(Xp_s) Lim TQ”_2\/}/O dt 6[[n11._':ﬁ2j:]2}K:
1 PN1N2 ny gone 1 PN3MY n o 1 PN2n—3M2n—2 Non— N2n_2
X (2Rm1M2 B <2n - 1)t2KM1Km2) <2Rm33m4 - tZszKm4) (2Rm;;—33mgn—2 - tszzT;—gaKm;q);

(3.156)

substituindo (3.104) e (3.105) e utilizando a seguinte integral,

/1 ds [k — (20— D)Ef] (k= 20)"" = (k= )", (3.157)

0

o termo de borda se torna,

E 6627172\/01(22”_2) %

w1 | Ba o =-— — k)" 1
amor [ BE, T (3.158)
A agao euclidiana total, S¥ = SE + az,—1 [y Ba,_1, se torna, portanto,
BVISpo) | [ o ndf 42 'E¢\ ", ,df .
SF=r—""" e iy L — 0= (f — k)" ; 3.159
e = 1] SO )

reescrevendo a equagao acima como,

e MED){ i 172 — 72 )] 4 Jim 4E¢}

167 7—00 r—00 2
\/ b2

| )60

r.)2
r 1— EG)

_ BVol(¥p-») 2n=2 df
167 toodr

] . (3.160)




3.8. Buraco negro Born-Infeld-AdS 61

podemos identificar o primeiro termo, usando a Eq. (3.140), como SM; com a Eq. (3.145),
vemos que o segundo termo ¢ —pBQP. Como o ultimo termo é finito, vemos que os
Kontratermos garantem a regularizacao da acao euclidiana para qualquer buraco negro.
Ademais, como ¢(ry) =0e 6)"517?) =1, o dltimo termo se reduz a,

Vol(Xp_g)ri" 2 A

; =5=5 (3.161)

que é a entropia do buraco negro. A acao euclidiana obedece, portanto, a relacdo de Smarr,

SP = pE - QP - S. (3.162)

Utilizando a Eq. (3.152), podemos calcular a energia interna, U, e a carga termodi-
namica, Q:

U=E=M, e Q=Q; (3.163)

além disso, mais uma vez obtemos que a entropia é,

§=7 (3.164)

3.3.5 Propriedades termodinamicas

Para estudar as propriedades termodinamicas vamos nos restringir, por simplicidade,
ao caso de um buraco negro com topologia esférica, i.e., k =1, em D = 4. As variaveis

termodinamicas se tornam, portanto,

Q=q 5:M:g<eszw1 (3.165)

Em particular, a temperatura, T', o potencial, ®, e a massa, M, se tornam, em funcao do

raio do horizonte de eventos e da carga,

U Hﬁﬁ+%w L—1+ﬁi (3.166a)
 dmry (2 + bird || '
q 115 ¢
b =—"HuF|= —-:—:— 3.166b
/r_+2 1(274747 b%”i 9 ( )
3 2
o Ty 2454 q 4qP

A Figura 6 mostra a temperatura em fungao do raio do horizonte de eventos para
diferentes valores da carga, ¢, com b = 2 e £ = 1. E possivel notar que, conforme o valor de ¢
aumenta, a temperatura deixa de possuir um minimo local e passa a se tornar estritamente
crescente em um valor ¢ € (0,245;0,255); nesse mesmo valor, a temperatura deixa de
crescer quando r, — 0 e passa a decrescer, atingindo valores negativos, implicando que

passa a existir um valor minimo de r, para que o buraco negro possa existir. Assim como
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Figura 6 — Grafico da temperatura, T', em funcao do raio do horizonte de eventos, r, , para
o buraco negro Born-Infeld-AdS; a curvas azul, amarela, verde e vermelha sao
para, respectivamente, ¢ =0,1, 0,245, 0,255 ¢ 0,3, com b=2e ¢ = 1.

0.8FT
06l
04] — g=0.1
& ] q=0.245
02] ] q=0.255
I — q=0.3
0.0 /

T+

Fonte: Autoria Propria.

Figura 7 — Grafico da temperatura, 7', em funcao do raio do horizonte de eventos, 7,
para o buraco negro Born-Infeld-AdS com b = 1,2, 3; (a) grafico com ¢ fixo em
0,245; (b) gréfico para ¢ fixo em 0,255. Ambos os graficos foram feitos com
(=1.

(a) (b)

0.8 T

06 06l

b=2 N b=2

02t b=3 b=3

0.0 0.0

L L L L L L L L L L
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Fonte: Autoria prépria.

no caso do buraco negro de Schwarzschild-AdS, existem dois buracos negros possiveis para
uma dada temperatura, um menor, cuja temperatura diminui com o aumento de r,, e um
maior, cuja temperatura aumenta com 7 ; a partir de um determinado valor de ¢, apenas
um buraco negro passa a ser possivel para uma dada temperatura. Na Figura 7, vemos os
graficos de T'(r4) para ¢ fixo (¢ = 0,245 na Figura 7a e ¢ = 0,255 na Figura 7b); é possivel

notar que o comportamento de b com ¢ fixo é basicamente o mesmo de ¢ com b fixo.

O calor especifico pode ser obtido a partir de sua definicao,

—1
C:Tas_Tasar+_Tas<aT) |

or ~ " or, 0T " or, (3.167)

8T+

O grafico de C'(ry) esta representado na Figura 8 para diferentes valores de ¢ com b = 2.
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Figura 8 — Grafico do calor especifico, C', em funcdo de r, para o buraco negro Born-
Infeld-ADS com ¢ = 1 para diferentes valores de ¢ com b = 2; a curvas azul,
amarela, verde e vermelha sdo para, respectivamente, ¢ = 0,1, 0,18, 0,2 e 0,255.

40 -

20-_ /: —_— q=01
© 7 q=0.18
o1 ] g=0.20
— g=0.255

_20+ i

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
T4

Fonte: Autoria Prépria.

O calor especifico possui divergéncias em r, = r. para valores de ¢ menores que ~ 0,245,
indicando a existéncia de uma transicdo de fase de segunda ordem; para r, < r., o
calor especifico é negativo, de modo que o buraco negro é termodinamicamente instavel;
para r4 > r., o calor especifico é positivo e, consequentemente, o buraco negro ¢é estavel.
Conforme a carga aumenta, o valor de r, em que existe a descontinuidade também
aumenta, até que, para ¢ maior que aproximadamente 0,245, o calor especifico se torna
continuo e sempre positivo, indicando que o buraco negro é estavel termodinamicamente.
Na Figura 9 encontram-se os graficos de C(r,) para ¢ fixo e diferentes valores de b; na
Figura 9a ¢ = 0,18, enquanto na Figura 9b, ¢ = 0,2. Novamente, vemos que para ¢ fixo,
b diminui o valor de r, em que existe a descontinuidade até o calor especifico se tornar

continuo, da mesma forma que ¢ quando b ¢ fixado.

Figura 9 — Graficos de C(ry) para diferentes valores de b; na figura (a) ¢ = 0,18 e na
figura (b), ¢ = 0,2. Em ambos os gréficos, ¢ = 1.

(a) (b)
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20 200
- — b=1 — b=1
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0|

0.0 05 1.0 15 20 0.0 05 1.0 15 20

Fonte: Autoria propria.
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Figura 10 — Gréficos para a energia livre G para b = 2 e { = 1; (a) curvas de nivel de G
em funcao de r; e ¢; (b) curva indicando os valores de ry e ¢ tais que G = 0.

(a) (b)

L L L ]
0 2 4 6 8

T+

Autoria propria.

Por fim, na Figura 10, encontra-se o grafico da energia livre de Gibbs, G(ry, q)
para b =2 e £ = 1. Na Figura 10a, é possivel ver as curvas de nivel da energia livre; a
Figura 10b mostra a curva G(r4,q) = 0, que define a transi¢do de Hawking-Page, em que
o estado mais favoravel termodinamicamente deixa de ser radiagdo pura e passa a consistir
no buraco negro. Pode-se notar que o valor de r, em que a transicao de Hawking-Page
ocorre se torna maior conforme a carga do buraco negro, ¢, aumenta, i.e., quanto maior

a carga do buraco negro, maior deve ser o seu tamanho para que ele seja mais favoravel
termodinamicamente do que a radiacao.
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4 Conclusao

Neste trabalho, estudamos a termodinamica de buracos negros sob o ponto de
vista do formalismo euclidiano utilizando uma aproximagao semiclassica para a func¢ao
de particao. Foi possivel observar que, quando o buraco negro encontra-se em um espago
assintéticamente AdS, configuragdes de equilibrio entre um buraco negro e radiagao
térmica podem ser obtidas devido ao fato do espago AdS se comportar como uma caixa,
o que possibilita a existéncia de estados termodinamicamente estaveis para o buraco
negro, ao contrario do caso do espaco de Minkowski. Em especial, analisando a energia
livre, pode-se notar que existe uma transicao de fase em que o estado mais favoravel
termodinamicamente deixa de ser a radiacao térmica e se torna o buraco negro; essa
transicao de fase é conhecida como transicao de Hawking-Page. Esses fenomenos estao
presente tanto no buraco negro Schwarzschild-AdS como no Born-Infeld-AdS (que engloba
o caso de um buraco negro Reissner-Nordstrom-AdS). No caso de Schwarzschild-AdS,
0 uUnico parametro que controla a estrutura de fase é a massa do buraco negro. Em
contrapartida, o caso de Born-Infeld-AdS possui como parametros para as fases a carga
elétrica, a massa do buraco negro e o parametro de Born-Infeld, o que fornece a este
buraco negro uma estrutura muito mais rica do ponto de vista termodinamico. Essa
complexidade também se reflete na forma das equagoes termodindmicas, impedindo a
realizagao de uma andalise mais detalhada utilizando métodos analiticos, em contraste
ao caso de Schwarzschild-AdS. Ademais, sistemas termodinamicos contendo um buraco
negro em um espago-tempo com constante cosmolédgica nao nula sao andlogos a um fluido
de van der Waals, sendo possivel associar caracteristicas similares a pressao e volume e
entendé-los como espécies de maquinas térmicas, fatos que vem dando origem a uma nova
sub-area, a quimica de buracos negros (KUBIZNAK; MANN; TEO, 2017).

Também aplicamos o método dos Kontratermos no processo de regularizacao da acao
e das quantidades conservadas. Assim como a série usual de contratermos utilizada para
regularizacao covariante da agao, os Kontratermos permitem observar alguns resultados que
nao sao possiveis utilizando o método de subtracao da agdo de um espaco-tempo tomado
como parametro (como feito na andlise do caso Schwarzschild-AdS), como a existéncia de
uma energia de vacuo nao nula para um espago AdS de dimensao impar (MORA et al., 2004a;
EMPARAN; JOHNSON; MYERS, 1999). Também é possivel utilizar os Kontratermos
no contexto da correspondéncia AdS/CFT para a reconstrugao holografica do espago
AdS, cuja diferenga em relagado aos contratermos usuais é que, ao invés de utilizar como
informacao inicial uma dada métrica de borda para determinar um problema de Dirichlet,
utiliza-se um dado valor inicial da curvatura extrinseca da borda. Os Kontratermos também

podem ser considerados universais no sentido de que também regularizam a agao para a
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gravitacao de Einstein-Gauss-Bonnet e para a gravitagdo de Lovelock (KOFINAS; OLEA,
2008), além de serem definidos para dimensoes arbitrarias, ao contrario dos contratermos

usuais.

No contexto da correspondéncia AdS/CFT, a termodindmica de buracos negros
encontra aplicacoes no estudo de sistemas fortemente acoplados. Em particular, é possivel
utilizar as propriedades termodinamicas de buracos negros para estudar sistemas de matéria
condensada (a chamada AdS/CMT), como a dindmica e as propriedades de transporte
na vizinhanca de pontos quanticos criticos em sistemas descritos por teorias de campo
relativisticas, e sistemas bidimensionais com transi¢oes que envolvem quebra de simetria
na presenca de excitagoes eletronicas com gap nulo, como no grafeno (SACHDEV, 2011),
e supercondutores holograficos (HARTNOLL; HERZOG; HOROWITZ, 2008). Ademais,
as transi¢oes de fase em buracos negros sao qualitativamente similares a transicao de
Kosterlitz-Thouless mediada por defeitos em sistemas de matéria condensada e a transicao
de Thouless em sistemas em teoria de cordas (STEPHENS; HU, 2001).

Por fim, um dos grandes desafios para as teorias quanticas que descrevem a
gravitacao tem sido a descricdo da entropia de buracos negros do ponto de vista de
fisica estatistica. Recentemente, trés estudos conseguiram, utilizando a correspondéncia
AdS/CFT, realizar a contagem de microestados e construir a funcao de partigdo para
buracos negros com carga e momento angular no espaco AdS com 5 dimensdes a partir

dos graus de liberdade microscépicos de uma teoria dual semelhante a cromodinamica
quéntica (BENINI; MILAN, 2020; CHOI et al., 2020; CABO-BIZET et al., 2019).

Em conclusao, podemos perceber que a gravitagao é uma area da fisica que nao
se restringe apenas ao contexto cosmologico; de fato, ela encontra aplicagdes em diversas
areas distintas da fisica, como teoria quantica de campos, fisica da matéria condensada,
mecanica de fluidos, fisica de plasmas, entre outras. O presente trabalho mostra uma
dessas aplicagoes, e abre a possibilidade da caracterizacao de buracos negros que possam
vir a ser detectados no futuro gracas ao advento da astronomia de multimensageiros (como

ondas gravitacionais e astronomia com ondas eletromagnéticas).
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